A seguinte é uma implementacd@o do algoritmo de selec@o de Blum et al. (1973),
explicado em http://www.lia.ufc.br/~pmsf/2015-1/cana/arquivos/aula_selecao.pdf

Algoritmo: sel_linear

Entrada: vetor v[1..n], indices "i", "p", "f".
Pré-cond.: 1 <= 1 <= p <= f <= n.
Saida: nenhuma.

Pés-cond.: (1) v[i..f] é uma permutacdo dos elementos inicialmente em v[i..f].
(2) Os elementos em v[1..i-1] e em v[f+1l..n] n&do s&o alterados.
(3) Vj € {i..p-1}, v[j] <= v[p].
(4) Vj € {p+1..f}, v[p] <= v[]j].

1. s := [(f-i+1)/5] /* numero de segmentos */
02. SE s =1

03. | insertion_sort (v[1..n], i, f)

@4. | RETORNE.

5. a (=i, ¢ = 1

06. REPITA

07. | b := min {a+4, f} , m := |(a+b)/2]

08. | insertion_sort (v[1..n], a, b)

09. | temp := v[c] , v[c] := v[m] , v[m] := temp
10. | a :=a + 5 , ++cC

11. ENQUANTO a <= f

12. um := i +s -1 /* Ultima mediana */ , mm := [ (i + um)/2]
13. sel_linear (v[1..n], i, mm, um)

14. q := particionar (v[1..n], i, mm, f)

15. SEp = (¢

16. | RETORNE.

17. SE p < ¢

18. | sel_linear (v[1..n], i, p, g-1)
19. SENAO

20. | sel linear (v[1..n], g+1, p, f)

N6és mostraremos que, se o0s elementos em v[i..f] forem todos distintos, entdo o
algoritmo acima executa em tempo linear com rela¢do ao tamanho "t = f-i+1" do
intervalo v[i..f]. Para tanto, observe primeiramente que:

(1) As linhas 1--5, 12, 15--17 e 19 executam em tempo constante, isto é, que
pode ser limitado superiormente independentemente do valor de "t".

(2) Tanto o laco das linhas 6--11 quanto o particionamento da linha 14
executam em tempo linear com relacdo a "t".

(3) A chamada recursiva da linha 13 é feita sobre um intervalo de tamanho
"s = [t/5]".

(4) As chamadas recursivas das linhas 18 e 20 sdo feitas sobre intervalos de
tamanho no maximo "t -3*| [t/5]/2 | +2".

Para verificar a ultima observacdo acima, observe primeiramente:



LEMA 1. Quando "s >= 2", ha pelo menos "|s/2] - 1" segmentos, de exatamente 5
—————— elementos, cujas medianas sdo menores que a mediana das medianas, e o
mesmo vale trocando-se "menores" por "maiores".

Consideremos o0s casos possiveis com relacdo a paridade de "um - i":
1. Se "um = i + 2k", para algum natural "k", entéo
mm [(1 + um)/2]
[(i + i + 2k)/2]
[(2i + 2k)/2]
i + k]
i+ k.

Nesse caso, como as medianas menores que a mediana das medianas sdo aquelas

no intervalo v[i..mm-1], entd@o o numero dessas medianas é
(mm-1) -i +1 mm - i
i+ k-1

k,

e todas essas medianas sdo medianas de segmentos de exatamente 5 elementos.
Como o numero de segmentos é "s = um -i +1 = 2k + 1", entdo sabemos que o
numero de segmentos, de exatamente 5 elementos, cujas medianas sdo menores
que a mediana das medianas é

k >k -1
= | (2k+1)/2] - 1
= |s/2] - 1,

como desejado. Com relacdo, agora, aos segmentos cujas medianas s&o maiores
que a mediana das medianas, observe que as medianas maiores que v[mm] s&o
aquelas no intervalo v[mm+1l..um]. A Ultima dessas medianas pode, porénm,
ser de um segmento com menos que 5 elementos. Em todo caso, as medianas no
intervalo v[mm+1..um-1] certamente s&o de segmentos de 5 elementos, e o
numero de medianas nesse intervalo é

(um-1) - (mm+1) +1 um -1 -mm -1 +1
um -1 -mm
(1 + 2k) -1 -(1i + k)
i+ 2k -1 -i -k

k -1
l(2k+1)/2] - 1
ls/2] - 1,

como desejado.

2. Se "um = i + 2k + 1", para algum natural "k", entdo o resultado pode ser
demonstrado de forma andloga ao caso anterior (veja o exercicio abaixo).

N6és concluimos entdo que o resultado vale nos dois casos possiveis, CQD.

Com base no lema acima, podemos concluir:



LEMA 2. Pelo menos "3*|s/2] - 2" elementos de v[i..f] ficam de fora dos
—————— intervalos das chamadas recursivas das linhas 18 e 20.

Se a chamada recursiva da linha 18 é realizada, entdo pelo menos
"3( |s/2] - 1 ) + 1" elementos de v[i..f] ndo estdo no intervalo v[i..qg-1] dessa
chamada, pois:

1. Pelo lema 1, h& pelo menos "|s/2] - 1" segmentos de 5 elementos cujas
medianas sdo maiores que a mediana das medianas, e, em cada tal segmento,
ha 3 elementos maiores que a mediana das medianas: a mediana do segmento e
0s dois elementos do segmento que sdo maiores que esta Ultima.

2. A mediana das medianas também ndo é incluida no intervalo da chamada
recursiva.

Raciocinio andlogo se aplica a chamada da linha 20, o que conclui a prova.

Pelo lema acima, portanto, as chamadas recursivas das linhas 18 e 20 sado feitas
para intervalos de no maximo

t -( 3*|s/2] - 2) t -3*|s/2] +2
t -3*| [t/51/2 | +2

elementos, conforme argumentado anteriormente.

Com base nas observacdes da secdo anterior, podemos concluir que o tempo de
execucdo do algoritmo no pior caso é limitado superiormente por "g(t)", onde

g(t) = 1| a, se t <= 5
| b + c*t + g( [t/5] ) + g( t -3*| [t/5]/2 ] +2 ), se t > 5,

para certas constantes reais "a,b,c > 0" suficientemente grandes.

TEOREMA 1. g(t) = O(t).

Temos que mostrar que existem "m,d > 0" tais que, para todo t >= m,
0 <= g(t) <= d*t.

De fato, sejam
m=1, e

d

max{ g(1), 9(2), 9(3), ... , 9(99) , b + 20c } > 0.

Como é evidente que a funcdo g(t) sempre assume valores positivos, resta mostrar
apenas que '"g(t) <= d*t" para todo "t >= m". NOs o faremos por inducdo em "t":



* BASE: seja t € [1..99]. Temos:

g(t) <=d // pela definicdo de "d"
<= d*t, // pois t >=1

como desejado.

* PASSO: consideremos um natural "t >= 100" e suponhamos que "g(k) <= d*k"
————— para todo k € [1..t-1] (hipdtese indutiva); nds mostraremos entdo que

g(t) <= d*t. De fato,

g(t)
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temos:

g( It/51 ) +g( t -3*| [t/51/2 | +2 )
d*( [t/5] ) + d*( t -3*| [t/5]/2 ] +2 ) // Pela H.I.

d*( [t/5] + t -3*| [t/51/2 | )

d*( [t/5] + t -3*( [t/51/2 - 1) ) // -Ix] < -(x-1)
d*( [t/5] + t -3*[t/5]/2 +3 )

d*( t - [t/5]/2)

d*( t - (t/5)/2 ) // -Ix] <= -x

d*( t - t/10 )

d*t*9/10

como desejado. Em particular, a ultima inequacdo acima é verdadeira porque

b + c*t + 5d <= d*t/10

<==> b + 5d <= t*(d/10 - c)

<== b + 5d <= 100*(d/10 - ¢c) // Pois t >= 100
<==> Db + 5d <= 10d - 100c

<==> b + 100c <= 5d

<==> (b + 100c)/5 <= d

<== b + 20c <= d,

0 que é verdade pela escolha de "d".

N6és provamos entdo que "g(t) <= d*t" para todo "t >= m", o que conclui a prova.



