0 seguinte é um algoritmo direto -- e que podemos entender como do género de
divisado-e-conquista -- para calcular o n-ésimo numero de Fibonacci:
Algoritmo: fib
Entrada: um natural "n"
Pré-condigéo: n >= 1.
Saida: um natural "x"

Pés-condigdo: "x" é o n-ésimo numero de Fibonacci.
1. SE n <= 2

2. | RETORNE 1.

3. RETORNE fib(n-2) + fib(n-1).

1. EXERCICIO: observando que, a cada aumento de duas unidades em "n", fib(n)
--------- (mais que) duplica de valor, mostre que o algoritmo acima executa
em tempo Q(2°A[n/2]).

0 problema com o algoritmo acima é 6bvio -- ele repete cédlculos --, e a solucédo
também -- memorizar o resultado de cadlculos ja realizados. Isso nos leva ao
seguinte algoritmo:

Algoritmo: fib_it // fib iterativo
Entrada: um natural "n"
Pré-condigdo: n >= 1.

Saida: um natural "x"

Pés-condicédo: "x" é o n-ésimo numero de Fibonacci.

1. SEn <= 2

2. | RETORNE 1.

3. fibim2 := 1 , fibimi := 1 // "fib i menos 2", "fib i menos 1".
4. PARA i DE 3 A n

5. | fibi := fibim2 + fibimi , fibim2 := fibim1 , fibiml := fibi
6. RETORNE fibi.

2. OBSERVACAO: observe que é facil provar a correcido total do algoritmo acima
—————————— por meio de invariantes e variantes, bem como o fato de que ele
executa em tempo 6(n).

0 algoritmo acima embute a esséncia da técnica de PROGRAMACAO DINAMICA: resolver
uma instdncia "grande" pela combinac&o das solucbes de instéancias "menores"
(assim como na divisdo-e-conquista), MAS ARMAZENANDO E REUTILIZANDO 0S
RESULTADOS DE CALCULOS INTERMEDIARIOS que sejam usados na solucdo de mais de um
subproblema.



Pode-se argumentar que um algoritmo de programacdo dinadmica, apesar de executar
mais rapidamente que um algoritmo de divisdo-e-conquista que repita céalculos,
ndo é igualmente claro. A técnica da MEMOIZAGAO tenta juntar o melhor de cada
abordagem, mantendo a forma recursiva do algoritmo e também um registro dos
calculos ja realizados. A seguinte é, por exemplo, uma versdo '"memoizada" do
algoritmo de Fibonacci:

Algoritmo: fib_memo
Entrada: um natural "n"
Pré-condigdo: n >= 1.

Saida: um natural "x"

Pés-condicédo: "x" é o n-ésimo numero de Fibonacci.
1. SE n <=2

2. | RETORNE 1.

3. Obtenha vetor auxiliar A[1..n] de inteiros.

4. A[1] := A[2] =1

5. PARA 1 DE 3 A n

6. | A[i] =0

7. RETORNE fib_rec(n,A).

Algoritmo: fib_rec
Entrada: um inteiro "n" e um vetor "A" de inteiros.
Pré-condigéo: (1) n >= 1;
(2) existe 2 <= k <= n tal que,
para todo 1 <= j <= k, A[]j]
para todo k < j <= n, A[]]
Saida: um inteiro "x"
Pés-condicédo: (1) "x" é o n-ésimo numero de Fibonacci;
(2) para todo 1 <= j <= n, A[]j] = fib(3).

fib(j), e tal que
0.

3. EXERCICIO (opcional): como vocé argumentaria que fib_memo também executa em
-------------------- tempo 0(n)?

Embora ndo evidente no exemplo acima, a técnica de memoizacdo possui a vantagem
de somente fazer os calculos que sdo realmente necessarios para se obter a
solucdo desejada, ao passo que a técnica de programacdo dinadmica "padré&@o" (ou
"de baixo para cima", "bottom-up", que vai diretamente da solucdo de instéancias
pequenas para a solucdo das instancias maiores) por vezes envolve a solucdo de
instancias intermediarias que ndo sd@o efetivamente utilizadas na obtenc&do da
solucdo final. Por outro lado, quando todos os calculos intermediarios séo
utilizados, a solugdo direta "de baixo para cima" geralmente leva a um algoritmo
um pouco mais rapido (por um fator constante), pois nela os subproblemas sé&o
"atingidos" somente uma vez, e n&do duas como na memoizac¢&do (uma "de cima para
baixo", e outra "de baixo para cima"), e além disso ndo ha o trabalho de
inicializar a tabela com valores indicando "calculo ainda n&o realizado".



A técnica de programacdo dinédmica pode entdo ser assim resumida:

a) Solucdo de instancias grandes por meio da solucdo de insténcias menores,
como na divisdo-e-conquista.

b) Se as solugbes das instéancias menores compartilham cédlculos, entdo aplicar
divis8o-e-conquista diretamente leva a calculos repetidos; a ideia,
portanto, é contornar essa repeticdo, resolvendo do pequeno para o grande,
ao invés de do grande para o pequeno.

c) Caso desejemos, nds ainda podemos manter a forma recursiva do algoritmo;
para tanto, porém, nés devemos manter um registro dos cdlculos que j& foram
feitos, e s6 fazer um cdlculo se ele ainda ndo tiver sido feito
(MEMOIZAGAO) .

Veja a definicdo completa do problema no Cormen (22 edicdo):

http://books.google.com.br/books?
id=NLngYyWF1_YC&pg=PA324&1pg=PA324&dg=assembly+line+problem+dynamic+programming&sou
rce=bl&ots=ByOmHH1jJa&sig=-u4NpvBcN4DXCegSh8PE-50M1go&hl=pt-
BR&sa=X&ei=JPwWVL_8NeHFigKmuYGIBQ&sqi=2&ved=0CFgQ6AEwWBwW

0s dados de entrada do problema sé&o:
* n: numero de setores de cada uma das duas linhas de montagem.

*a_ {i j}: tempo gasto no j-ésimo setor da i-ésima linha de montagem
(a: "assembly").

* e_i: tempo gasto na entrada da i-ésima linha de montagem (e: "entry").

* t_{i j}: tempo gasto para transferir a partir do j-ésimo setor da linha de
montagem "i" (t: "transfer").

* x_1i: tempo gasto na saida da i-ésima linha de montagem (x: "exit").
Além disso, nés vamos calcular:

* M_{i j}: melhor tempo para se chegar ao j-ésimo setor da i-ésima linha de
montagem.

Observe que o problema pode ser resolvido em tempo Q(27An) por meio de uma
enumeracdo explicita dos 2An caminhos possiveis para o chassi na fabrica. E
também possivel resolver o problema por meio do algoritmo de caminhos minimos de
Dijkstra, em tempo O(n*lg n). O algoritmo abaixo, porém, utiliza a técnica de
programacdo dinamica para resolver o problema em tempo 6(n), que é 6timo, dado
que a entrada do problema consiste em 6(n) numeros.



Algoritmo: linha_de_montagem
Entrada: os dados "n", "a", "e", "t" e "x" acima.
Saida: um numero real // o menor tempo de montagem completa.
1. M_{1 1} :=e_ 1, M {2 1} = e_2
2. PARA j DE 2 An
3. | M_{1 j} := min{ M_{1 j-1} + a_{1 j-1} ,
I M_{2 j-1} + a_{2 j-1} + t {2 j-1} }
4. | Mm_{2 j} := min{ M_{2 j-1} + a_{2 j-1} ,
I M_{13-1} +a {1 3j-1} + t {1 3-1} }
5. RETORNE min{ M_{1 n} + a_ {1 n} + x 1, M {2 n} + a_{2 n} + x_2 }.

a) 0 algoritmo acima utiliza uma matriz auxiliar M de 2 linhas e "n" colunas,
ou seja, utiliza 6(n) de memdéria auxiliar. E possivel diminuir esse uso de
meméria para 0(1)?

b) Escreva uma variacdo do algoritmo acima que retorne, além do tempo de
montagem minimo, também um vetor 1[1..n] que informa, para cada setor j, a
linha de montagem 1[j] cuja estacdo de montagem é utilizada no setor j da
solucdo 6tima (logo, para todo j, 1[j] vale 1 ou 2).

c) Generalize o algoritmo acima para o caso de "m" linhas de montagem, ao
invés de apenas duas.

d) Escreva uma versdo memoizada do algoritmo acima.

5. EXERCICIO (ESSENCIAL): escreva um algoritmo eficiente para encontrar a melhor
————————————————————— maneira de cortar uma haste de tamanho "n" em pedacos,
de forma a maximizar o lucro obtido. Tanto o tamanho da haste original quanto
0 de cada pedaco final é um numero natural, e, para todo "i" de 1 a "n", um
pedaco de tamanho "i" tem prego p[i].



