RESPOSTA:
Nés provaremos que n != Q(n2).

Suponha, por absurdo, que n = Q(n2). Logo, existem "c" e "n@" tais que, para
todo n >= n@, c*n2 <= n. Sao0 dois casos:

* CASO 1: c >= 1. Nesse caso, considere n = n@ + 1. Temos entéo:

c*n2 >= n2 --> pois c >= 1
= (n®@ + 1)*n -->pois n =n0 + 1
= nd*n + n
>n. --> pois n > nod >= 1

* CASO 2: ¢ < 1. Nesse caso, seja n = max{ n@, teto(1/c) + 1 }. Temos entédo:

c*n2 =c *n *n
>= ¢ * (teto(1/c) + 1) * n --> pela definicdo de "n"
p G
c * teto(1/c) * n
> c * 1/c * n
= n.

Pela andlise acima, portanto, existe n >= n@ tal que c*n2 > n, um absurdo.
Logo, a hip6tese inicial de que n = Q(n2) é falsa, CQD.

2. DEFINICAO: Dadas funcdes f e g de N (Naturais) em R (reais), nos dizemos que
————————— f = 6(g) sse existem reais positivos c_1 e c_2 e um natural
positivo n_0 tais que 0 <= c_1*g(n) <= f(n) <= c_2*g(n) para todo n >= n_0.

3. EXERCICIO: mostre que n

06(5n).

4. EXERCICIO: mostre que f 0(g) sse f = Q(g) e f = 0(g).

5. EXERCICIO: prove ou refute: para quaisquer constantes reais "a" e "b" e
--------- funcbes "f" e "g", f = B(a*g + b) sse T = 6(g).

6. DEFINICAO: Dadas funcdes f e g de N (Naturais) em R (reais), nos dizemos que
--------- f = o(g) sse para QUALQUER constante real positiva c, existe n_0
tal que 0 <= f(n) < c*g(n) para todo n >= n_0.

7. DEFINICAO: Dadas fungdes f e g de N (Naturais) em R (reais), nos dizemos que
————————— f = w(g) sse para QUALQUER constante real positiva c, existe n_0
tal que 0 <= c*g(n) < f(n) para todo n >= n_0.



RESPOSTA:

Sejam f(n) = n e g(n) =1, Vn natural.
Seja c > 0 (real).

Seja n@ = teto(c) + 1.

Seja n >= nO. Temos:
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Logo, por definicdo, n = w(1), CQD.

OBSERVACAQ: também é necessario mostrar que c*g(n) >= 0, mas isso é imediato,
---------- pois ¢ > @ (por essa razdo, nos tipicamente omitimos essa parte da
demonstracéo) .

9. EXERCICIO: mostre que se f = 8(g), entdo f != o(g).
10. EXERCICIO: mostre que f = o(g) sse g = w(f).

11. OBSERVAGOES: veja abaixo detalhes envolvendo as notacbes assintdticas; o
----------- algoritmo de ordenacdo por insergdo é utilizado como auxilio.

a) A ordenacado por inserc¢do executa em tempo O(n) NO MELHOR CASO,
e em tempo 0(n2) NO PIOR CASO.

b) Observe que a ordenacdo por insercdo executa, no melhor caso,
também em tempo 0(n2), mas ndo em tempo Q(n2), e portanto também ndo em
tempo O(n2). No melhor caso, ela executa em tempo O(n).

c) A ordenacdo por insercdo executa em tempo 0(n2) (OBSERVE que o "caso"
ndo foi mencionado; nesse caso, a afirmacdo se refere a todos os casos).
Ndo é correto, entretanto, dizer que esse algoritmo executa
em tempo Q(n2), pois ha casos (como no melhor caso) em que ele executa
em 0O(n).

d) A busca linear executa em tempo O(n) (logo, também em 0(n2), 0(n3), etc).
A busca linear executa em tempo Q(1).
A busca linear executa, no MELHOR CASO, em tempo 0(1).
(Logo, a busca linear ndo executa em tempo Q(n).)
Logo, a busca linear executa em tempo 6(1) NO MELHOR CASO.

e) Considere o algoritmo trivial abaixo, que recebe como entrada um vetor de
"n" numeros reais e que retorna o maior dentre os dois primeiros
elementos do vetor. Se t(n) é a funcdo que informa o tempo de execucéo
desse algoritmo, entdo observe que t = O(n). Obviamente, t = 0(1) também
é verdade, e portanto ndo é verdade que t = Q(n), e nem que t = Q(1lg n),

etc. Também é verdade que t = Q(1), e portanto que t = 06(1).



Algoritmo: maior_dos_2_prim

Entrada: um vetor A[1l..n] de numeros reais, com n >= 2,
Saida: um numero real.

01. SE A[1] >= A[2]

02. | RETORNE A[1]

03. SENAO

04. | RETORNE A[2].

Algoritmo: busca_bin_rec
Entrada: um vetor ORDENADO A[1..n] de ndmeros reais, e um real Xx.
Saida: um natural de 1 a n+1.

Algoritmo: busca_bin_rec_aux
Entrada: (1) um vetor ORDENADO A[1l..n] de numeros reais,
(2) um real x,
(3) um natural i,
(4) um natural j.
Saida: um natural de 1 a n+1.
1. SE j < i
2. | RETORNE n+1.
3. m := (i+j) div 2.
4. SE x = A[m]
5. | RETORNE m.
6. SE x < A[m]
7. | RETORNE busca_bin_rec_aux(A, x, i, m-1).
8. SENAO
9. | RETORNE busca_bin_rec_aux(A, x, m+1, j).

Observe que f(t) limita superiormente o tempo de execucdo de busca_bin_rec_aux
para um intervalo de tamanho "t" -- ou, mais precisamente, t(i,j) --, onde
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e "a" e "b" sdo naturais positivos grandes o suficiente.

12. EXERCICIO (ESSENCIAL): mostre que f(t) = 0(lg n). Para tanto, vocé devera
————————————————————— provar primeiramente, por inducdo, que

f(t) <= ¢ + d*teto(lg t) , ou
f(t) <= ¢ + d*(1lg t) , ou
f(t) <= ¢ + d*piso(lg t) ,

para todo t >= 0 e para valores adequados de "c" e "d" (em funcdo de "a" e
Ilbll) .



