Algoritmo: busca_linear
Entrada: um vetor A[1..n] e um valor "v".
Saida: um numero natural.

1. 1 :=1

2. ENQUANTO i <= n
3. | SE A[1] = vV
4. | | RETORNE i.
5. | ++i

6. RETORNE 1i.

Para analisarmos quanto tempo demora a execucdo de um algoritmo como esse na
pratica, h& varias consideracdes a fazer. Por exemplo:

1. Diferentes maquinas podem executar um mesmo programa em tempos diferentes.
Logo, mesmo que soubéssemos o cdédigo de maquina exato de um programa, o
tempo de execucdo do programa ndo dependeria apenas dele préprio.

2. Um mesmo programa, ao ser compilado, pode ser transformado em diferentes
codigos-objeto, a depender do compilador, das opc¢des de compilacdo, etc.
Ou seja, um mesmo programa hdo corresponde a apenas um cédigo-objeto.

3. Um mesmo algoritmo pode ser programado em diferentes linguagens, com
diferentes otimizacbes, etc. Ou seja, um mesmo algoritmo n&o corresponde
apenas a um cédigo-fonte.

Por razBes como essas acima, nés tipicamente n&o tentamos descobrir o tempo de
execucdo exato de um algoritmo na pratica. Ao invés disso, ha andlises que
apenas estimam quantas comparacdes, atribuicfes e etc sdo feitas durante a
execucdo de um algoritmo. Entretanto, mesmo tais anadlises n&o sdo levadas a
frente na maior parte dos casos em andlise de algoritmos, onde os objetivos sé&o
tipicamente os seguintes:

1. Comparar diferentes algoritmos.

2. Avaliar se um certo algoritmo é "escalavel", isto é, se a performance por
ele obtida se mantém & medida em que aumenta o tamanho da entrada recebida.

Para esses fins, uma andlise de ORDEM DE CRESCIMENTO do tempo de execucdo de um
algoritmo é frequentemente mais adequada.

Antes de discutirmos a ordem de crescimento do tempo de execucgdo de algoritmos,
€ importante observar que mesmo algoritmos deterministicos n&o executam sempre
no mesmo tempo, mesmo para entradas de mesmo tamanho; o algoritmo de busca
linear, por exemplo, percorre diferentes extensfes do vetor de entrada,
dependendo de se e onde o elemento buscado se encontra no vetor.

Assim, pode-se analisar, por exemplo, o MELHOR CASO, o PIOR CASO e o CASO MEDIO
da execucdo de um algoritmo. Nesta disciplina, ndés nos concentraremos na analise
de pior caso dos algoritmos, a qual, em particular, nos fornece limites
superiores para o tempo de execucdo de um algoritmo.



No pior caso, o algoritmo de busca linear acima executa "n" iterac¢bes completas
do laco da linha 2, mais um numero de instruc¢bes antes e depois do laco que néo

depende de "n". Assim, é correto dizer que, em tais casos, o algoritmo executa

a*n + b

instrucbes, para certos valores de "a" e "b" que ndés ndo nos deteremos em
avaliar.

Considere, agora, o algoritmo de busca binaria:

Algoritmo: busca_binaria
Entrada: um vetor A[1..n] ORDENADO e um valor "v".
Saida: um ndmero natural.

1. a (=1, b :=n
02. ENQUANTO a <= b
3. | m := a + (b-a)=+2
4. | SE v = A[m]

05. | | RETORNE m.

06. | SE v < A[m]

7. | | b = m-1

08. | SENAO

9. | | a := m+1

10. RETORNE n+1

Observe que, em uma iteracdo qualquer do algoritmo acima, o tamanho do trecho do
vetor em consideracdo é "b -a +1", e que, de uma iteracdo para outra, esse
tamanho sempre cai para a metade (ou menos). Em outras palavras, se, em uma
iteracdo, o trecho em consideracdo tem "x" elementos, entdo, na iteracéo
anterior (se houver), o trecho correspondente tinha pelo menos 2*x elementos.
Como o trecho da ultima iteracdo tem pelo menos 1 elemento, entdo o trecho da
penultima iteracdo tem pelo menos 2 elementos, e o da antepeniltima 4 elementos.
Em geral, o trecho da k-ésima ultima iteracdo tem pelo menos 2A(k-1) elementos.
Como o vetor possui apenas "n" elementos, ent&o temos:

2A(k-1) <= n --> k-1 <= 1g(n) --> k <= 1g(n) + 1.

N6és concluimos portanto que o algoritmo de busca binaria executa no méximo
lg(n) + 1 iteragdes. Consequentemente, nds sabemos que o numero de instrucgles
executadas pelo algoritmo é no maximo

c*lg(n) + d

E importante observar entdo que a funcdo "n" cresce significativamente mais
rapidamente que a funcdo "lg(n)", de forma que, para valores suficientemente
grandes de "n", o numero de instrucdes executadas pela busca linear é sempre
maior que o numero de instrugfes executadas pela busca binaria. Em outras
palavras, a ordem de crescimento do tempo de execugdo de pior caso da busca
linear é estritamente maior que a ordem de crescimento do tempo de execucao
de pior caso da busca binaria.



As definigdes a seguir nos permitem realizar de forma precisa e sucinta o tipo
de andlise feita acima.

1. DEFINICAO: dadas duas fungbes "f" e "g", com dominio igual aos naturais e
————————— contradominio igual aos reais, nés dizemos que f = 0(g) sse
existem um natural n_0@ e um real c, ambos positivos, tais que, para todo
n >= n_0, temos 0 <= f(n) <= c*g(n).

2. EXERCICIO: mostre que 5n = 0(n).

Sejam ¢ >= 5 e n@ >= 1 (naturais).
Seja n >= n@. Temos:

0 <= 5*n <= c*n.

Logo, por definicdo, 5n = 0(n), CQD.

3. EXERCICIO: mostre que a*n + b = 0(n), V "a" e "b" naturais positivos.

Sejac=a+bend =1.
Seja n >= nO. Temos:

\

(pois n >= no = 1).

Logo, por definicdo, a*n + b = 0(n).

N6s dizemos ent@o que o numero de instrucdes executadas pela busca linear no

pior caso é 0(n), e 0(lg n) pela busca binaria.

4. EXERCICIO: mostre que a*n + b = 0(n2), V "a" e "b" naturais positivos.

5. DEFINICAO: dadas duas funcdes f e g, com dominio igual aos naturais e

————————— contradominio igual aos reais, f = Q(g) sse existem um natural n_0

e um real c, ambos positivos, tais que, para todo n >= n_0,
0 <= c*g(n) <= f(n).



6. EXERCICIO: mostre que a*n + b = Q(1), V "a" e "b" naturais positivos.

Sejam f(n) = a*n + b e g(n) = 1. Nés mostraremos que f = Q(g).
Sejam ¢ = n@ = 1.

Seja n >= n0O. Temos:

0 <= c*g(n)
= 1*1
=1
<= a*n + b (pois a,b >> 1 e n > nd = 1)
= f(n).

Logo, por definicdo, a*n + b = Q(1), CQD.

7. EXERCICIO: prove ou apresente contraexemplo: n = Q(5n)
PROVA
Sejam f(n) = n e g(n) = 5n. N6s mostraremos que f = Q(g).

Sejam ¢ = 1/5 e n@ = 1.
Seja n >= n@. Temos:

0 <=1
c*g(n)

ne <= n=1/5 * 5*n = c*g(n).
n <=n=f(n).

8. EXERCICIO (ESSENCIAL): prove ou apresente contraexemplo: n = Q(n2).
9. EXERCICIO: mostre que nA3 != 0(nA2).
10. EXERCICIO: mostre que n = 0(27n).

11. EXERCICIO: mostre que n != Q(27n).

Classico em andlise de algoritmos, com andlises rigorosas de tempo de execucdao:
http://www-cs-faculty.stanford.edu/~uno/taocp.html
Andlise de algoritmos hoje em dia:

http://aofa.cs.purdue.edu/



