Como dito em [Cormen, 22 ed., 82.3]:
"Existem muitas maneiras de projetar algoritmos. A ordenacdo por inserc¢do usa
uma abordagem INCREMENTAL: tendo ordenado o subvetor A[i..j-1], nés inserimos
0 elemento A[j] na sua posicdo correta, obtendo o subvetor ordenado A[i..j]."

Outra técnica de projeto de algoritmos, amplamente utilizada, é a DIVISAO E
CONQUISTA: dada uma insténcia para um problema,

a) Se a instancia for trivial, resolva-a diretamente.
b) Se a instéancia ndo for trivial:
1) DIVISAO: divida-a em inst&ncias menores.
2) CONQUISTA: resolva essas instancias menores RECURSIVAMENTE
(isto é, pela mesma estratégia de divisdo e conquista).

3) COMBINACAO: combine as solugbes das instancias menores,
de forma a obter uma solucdo para a insténcia original.

Algoritmo: mergesort

Entrada: vetores V[1..n] e B[1..n], indices "i" e "f".
Pré-condigdo: 1 <= i <= f <= n ou n = 0.

Saida: nenhuma.

Pés-condicdo: se n != 0, entdo V[i..f] estard ordenado.

1. SEi < f

2. | m =1+ [(f-1)/2] // = 11+ (f-1)/72] = [(i+f)/2].
3. | mergesort(V,B,1i,m)

4. | mergesort(V,B,m+1,f)

5. | entrelacar(V,B,i,m,f)



0 cerne desse algoritmo é a funcdo "entrelacar":

Algoritmo: entrelacar

Entrada: vetores V[1..n] e B[1..n], indices "i", "m" e "f".
Pré-condigdo: 1 <= i <= m < f <= n e trechos V[i..m] e V[m+1l..f] ordenados.
Saida: nenhuma.

Pés-condicéo: V[i..f] estara ordenado.

/*
* INVARIANTES: * i <= a <= m+1
* *m+l <= b <= f+1
* * k-1 = a-1 + b-(m+1)
* * B[i..k-1] contém V[i..a-1] U V[m+1..b-1] ordenado.
*
* VARIANTES: * m+l-a + f+1-b
* * f-k+1
*/

02. REPITA SEMPRE

03. | SE V[a] <= V[b]

04. | | B[k] := V[a]

05. | | ++k, ++a

6. | | SEm < a

07. | | | REPITA

8. | | | | B[k] := V[b]
9. | | | | ++k, ++b

10. | | | ENQUANTO b <= f.
11. | | | SAIA_DO_LAGO // "break"
12. | SENAO

13. | | B[k] := V[b]

14. | | ++k, ++b

15. | | SE f < b

16. | | | REPITA

17. | | | | B[k] := V[a]
8. | | | | ++k, ++a

19. | | | ENQUANTO a <= m.
20. | | | SAIA_DO_LACO // "break"
21. k := 1

22. REPITA

23. | V[k] := B[k]

24. | ++k

25. ENQUANTO k <= f.

Como o algoritmo "entrelacar" executa em tempo O(t) sobre um intervalo de
tamanho t = f-i+1 >= 1, entdo o tempo de execucdo do Mergesort é limitado
superiormente por

f(t) = f([t/2]) + f(lt/2]) + a*t, ---> termo constante englobado em "a*n".
para "t" e "a" grandes o suficiente. 0 método da arvore de recursdo aplicado a

funcdo acima nos d& aproximadamente 1lg(t) niveis ao custo de "a*t" cada, o que
nos leva a estimativa de que f(t) = 0(t*1lg t), que pode ser provada por inducéo:



1. TESE: f(n) = 0(n*1lg n).

ESBOCO DA PROVA (passo indutivo):

* TESE: ¥V n >= ..., f(n) <= c*n*1lg n.
*BASE (... <= n <= ...):

*H.I.:V ... <=1<n, f(l) <= c*1*1g 1.
* PASSO INDUTIVO (n >= ... >= 100):

f(n) = f(In/2]1) + f(In/2]) + a*n
<= c¢*[n/21*1g [n/2] + c*|n/2]*1g |n/2] + a*n ---> H.I.
<= ¢*[n/21*1g [n/2] + c*|n/2]*1g [n/2] + a*n
= c*([n/2] + In/2])*1g [n/2] + a*n
= ¢c*n*lg [n/2] + a*n
<= c*n*1lg(n/2 + 1) + a*n
<= c*n*1lg(n/2 + n/100) + a*n --->n >= 100
c*n*1g(50n/100 + n/100) + a*n
c*n*1lg(n/(100/51)) + a*n
c*n*[1g(n) - 1g(100/51)] + a*n
c*n*lg(n) - c*n*1g(100/51) + a*n
<= c*n*1lg(n), CQD, ---> veja abaixo

onde a ultima inequacdo vale porque

a*n - c*n*1lg(100/51) <= 0 a*n <= c*n*1g(100/51)

::z a <= c*1g(100/51) --->n >= 100 > 0
<-> a/lg(100/51) <= c ,
0 que é possivel, basta escolher '"c" grande o suficiente, ja que
1 = 51/51 < 100/51 < 102/51 = 2
e portanto 0 = 1g(1) < 1g(100/51) < 1g(2) = 1.

Veja os interessantes exercicios do Rudini que podem ser resolvidos "a la"
Mergesort:

http://lia.ufc.br/~rudini/ufc/2014ii/cana.listl.pdf
Ha algumas claras melhorias possiveis no Mergesort:

a) Muitas cépias sao feitas desnecessariamente de um vetor para o outro.
Escreva uma versdo do algoritmo em que os passos de entrelacamento séo
feitos alternando-se entre um vetor e outro.

b) A versdo original do Mergesort ndo atenta para o fato de que partes
consideraveis do vetor podem j& estar ordenadas. Faca uma versdo do
algoritmo que comega dividindo o vetor em trechos ja ordenados, e que entéo
entrelaca pares de trechos sucessivos até restar apenas um trecho.

Agui estd uma boa leitura adicional sobre o Mergesort:

http://dx.doi.org/10.1007/3-540-62592-5_74 .



