Considere "n" atividades, sendo c[i] o horéario de comeco da atividade "i" e f[i]
0 horario de fim da mesma atividade, com c[i] < f[i]. Digamos, ainda, que duas
atividades "i" e "j" s&@o compativeis sse f[i] <= c[]j] ou f[j] <= c[1i], ou seja,
sse ndo héd choque de horario entre elas. 0 nosso problema é entdo o de, dados
c[1..n] e f[1..n], encontrar um conjunto, tdo grande quanto possivel, que seja
composto exclusivamente de atividades mutuamente compativeis. Tal conjunto deve
ser informado por meio de um vetor s[1..n], onde s[i] = 1 sse a atividade "i"
foi selecionada, isto é, se ela pertence ao conjunto em questdo, e s[i] = 0 em
caso contrario.

Observe que o problema de selecdo de atividades acima pode ser resolvido por
programacdo dindmica. De fato, todo conjunto de atividades compativeis possui
uma primeira atividade. Nesse caso, uma estratégia recursiva para resolver o

problema é a seguinte:

1. Para cada atividade i € [1..n], obtenha a melhor solucdo possivel na qual a
atividade "i" é a primeira atividade. Para tanto, resolva recursivamente a
entrada composta pelas atividades que comecam a partir do tempo f[i], e a
solucdo encontrada adicione a atividade "i".

2. Retorne a maior das "n" solucgdes encontradas no passo anterior.
Antes de continuar o raciocinio:

1. EXERCICIO: o argumento de que o algoritmo acima de fato resolve o problema
--------- depende do fato de que o problema possui subestrutura 6tima, isto
é, que, dada uma solucdo 6tima "S" cuja primeira atividade é a atividade "i",
entdo S \ {i} é uma solucdo O6tima para a entrada composta por todas as
atividades que comecam a partir do tempo f[i]. Prove, entdo, que o problema
de fato possui a propriedade em questéo.

Retomando o raciocinio, observe agora que o primeiro passo da estratégia
recursiva acima pode ser realizado de forma eficiente caso as atividades estejam
ordenadas pelo tempo de comec¢o; nesse caso, 0 conjunto das atividades que
comecam a partir do tempo f[i] é o conjunto {k, k+1, ..., n}, onde "k" & o menor
"j" tal que f[i] <= c[]j]. Assim, é conveniente realizar uma ordenacdo preliminar
das atividades, o que implica ordenar o vetor "c" em ordem crescente, e realizar
a permutacdo correspondente no vetor "f". Além disso, como o vetor de saida "s"
deve ser preenchido de acordo com a numeracdo original das atividades, é util
manter também um vetor "I" tal que I[j] é o indice original da atividade que,
apos

a ordenacdo, passou a ter indice "j" (para obté-lo, basta preenché-lo
inicialmente com "I[j] := j", e entd@o permutid-lo da mesma maneira que o vetor
Ilfll) .

Finalmente, observe que, combinando-se as ideias acima, obtém-se um algoritmo
recursivo que resolve repetidas vezes uma instancia composta pelas atividades
{k, ..., n} (para algum k € [1..n]), o que pode ser resolvido facilmente via
programacdo dinamica.

2. EXERCICIO: materialize as ideias acima em dois algoritmos: um que resolva as
————————— instancias recursivamente e que faca célculos repetidos, conforme
explicado acima, e outro que utilize programacdo dinamica para evitar tal
repeticdo. Qual é a complexidade assintdtica do tempo deste ultimo algoritmo?



Observando o problema de selecdo de atividades acima com mais cuidado, é
possivel perceber que o algoritmo de programac¢do dindmica acima faz mais
cadlculos do que o necessario. De fato:

3. LEMA: Para qualquer entrada c[1..n] e f[1..n], se uma atividade t € [1..n] é
---- tal que f[t] <= f[i] Vi € [1..n], entdo existe uma solucdo 6tima na
qual a atividade "t" é selecionada.

Sejam "c", "f" e "t" como no enunciado, e seja S uma solucdo 6tima para a
entrada em questdo. Se t € S, entdo S é uma testemunha para a afirmacdo do
enunciado e o resultado estd provado. Se t € S, seja "p" a primeira atividade de
S (observe que S ndo é vazia, porque nenhuma solucdo 6tima é vazia), e seja

T= (S \ {p} ) U {t}. N6s argumentamos que T possui apenas atividades
compativeis. De fato, como todas as atividades de S \ {p} estdo em S, entdo elas
sdo todas compativeis entre si. Logo, resta apenas mostrar que "t" é compativel
com todas as atividades de S \ {p}. De fato, seja q € S \ {p}. Pela definicdo de
"p", temos que f[p] <= c[q], e, pela hipétese do enunciado sobre "t", temos que
f[t] <= f[p]l; logo, f[t] <= c[q], ou seja, "t" e "q" sdo compativeis. Logo, "t"
é compativel com todas as atividades de S \ {p}, e portanto T possui apenas
atividades compativeis. Por fim, |T| = |S| -1 +1 = |S|, e portanto T também é
solucdo O6tima para a entrada em questdo. Logo, T é testemunha para o enunciado e
0 resultado esta provado.

0 resultado acima, juntamente com o fato de que o problema possui subestrutura
O6tima, implica que o problema pode ser resolvido simplesmente assim:

1. Selecione a atividade que termina primeiro.
2. Descarte as atividades incompativeis com a atividade selecionada.
3. Se restarem atividades n&do descartadas, volte ao passo 1.

Analogamente ao caso do algoritmo de programacdo dindmica da secdo anterior, é
conveniente ordenar as atividades, MAS DESTA VEZ PELO TEMPO DE FINALIZACAO, e
nado pelo tempo de comeco. Nesse caso, a estratégia passa a ser a seguinte:

1. Ordene as atividades em ordem crescente de tempo de finalizacéo.

2. Selecione a primeira atividade.

3. Percorra as demais atividades, por ordem de tempo de finalizac&o; para cada
atividade considerada, selecione-a sse ela for compativel com a ultima
atividade anteriormente selecionada.

4. EXERCICIO: Escreva um algoritmo O(n*1g n) que materialize a estratégia acima.
————————— Vocé ndo precisa detalhar o passo de ordenacdo, isto é, o seu
algoritmo pode comecar com as linhas

1. PARA i DE 1 A n

2. | I[i] =1

3. Ordene o vetor "f" em ordem crescente, e permute os vetores "c" e "I" de
forma correspondente. /* De forma que c[i] e f[i] sejam o comeco e o fim
da atividade cujo indice original era I[i]. */

As demais linhas do seu algoritmo devem ser normalmente detalhadas (cada
execucdo de uma linha deve usar apenas tempo constante), e o restante do
algoritmo deve executar em tempo O(n).



0 algoritmo O(n*lg n) acima é um "algoritmo guloso". Uma estratégia gulosa € uma
gue realize uma escolha que n&o seja baseada numa completa andlise do espaco de
solugdes. No caso, a escolha gulosa do algoritmo é a de selecionar sempre a
atividade que termina primeiro; em contraste, a estratégia de programacéo
dinadmica apresentada anteriormente ndo realiza uma escolha gulosa, pois nela uma
atividade "i" s6 é selecionada depois de se considerar todas as demais
atividades, e de se verificar que ela leva a uma solucdo com o maior tamanho
possivel.

Nem todo algoritmo guloso sempre leva a solucbes Otimas para um problema. Em
alguns casos, porém (como no problema de selecdo de atividades em questédo), é
possivel provar que uma certa estratégia gulosa sempre leva a soluc¢des Otimas.
Nesses casos, 0 algoritmo guloso correspondente geralmente executa mais
rapidamente que um algoritmo de programa¢do dinémica, devido a este ultimo
percorrer, mesmo que de forma esperta, todo o espaco de solucgdes.

5. EXERCICIOS:

a) 0 problema de selecdo de atividades também pode ser resolvido por meio de
grafos. De fato, considere o grafo direcionado em que as atividades séo
representadas por vértices, e onde um par (a,b) é uma aresta sse
f[a] <= c[b]. Esse grafo é aciclico, e além disso a relacdo de vizinhanca
é transitiva: se (a,b) e (b,c) sédo arestas, entdo (a,c) também o é.

Logo, é possivel particionar os vértices em camadas: os vértices da camada
1 sdao aqueles que ndo sado destino de nenhuma aresta; para k > 1, os
vértices da camada "k" s8o aqueles que sdo destinos de arestas cujas
origens estdo todas nas camadas 1,...,k-1. Nesse caso:

1) Mostre que o numero de camadas é o tamanho do maior conjunto de
atividades compativeis.

2) Escreva um algoritmo 0(n2) que resolva o problema de selecdo de
atividades por meio da estratégia acima. Observe que a construcdo do
grafo pode ser feita em tempo 0(n2), assim como o particionamento dos
vértices em camadas.

b) Na estratégia de programacdo dindmica apresentada na 22 secdo deste texto,
toda vez que o algoritmo considera selecionar a atividade "i", ele precisa
da solucdo da entrada {k,...,n}, onde "k" é a menor atividade "j" tal que
f[i] <= c[]j]. Descobrir o valor de "k" leva tempo O(n-i+1) caso a busca
seja feita de forma linear; entretanto, como os tempos de inicio estéao
ordenados, é possivel realizar uma busca binaria. Isso diminui a
complexidade assintdtica do tempo do algoritmo? E se ndo for necessario
computar o conjunto de atividades em si, mas apenas o tamanho dele, o
tempo do algoritmo diminui, assintoticamente falando?

Cc) H& outra estratégia de programacdo dindmica para resolver o problema.
Nela, computa-se, para cada atividade "i", uma solucdo tdo boa quanto
possivel que inclua a atividade "i", SEM A RESTRICAO DE QUE A ATIVIDADE
"i" seja a primeira do conjunto. Nesse caso, é necessario ter computado
anteriormente soluc¢cfes para duas insténcias menores: o conjunto das
atividades que terminam até o tempo c[i], e o conjunto das atividades que
comecam a partir do tempo f[i].

Escreva entdo um algoritmo de programacdo dinadmica que materialize essa
estratégia, e que execute em 0(n3). Assim como nos casos anteriores, vocé
pode considerar util ordenar as atividades.



