* CODIGOS DE HUFFMAN * (Cormen, §16.3)

1.

DEFINICAO DO PROBLEMA: informalmente, nés desejamos encontrar uma codificac&o
bindria "livre de prefixos" (isto é, o cddigo de um caractere nunca pode ser
um trecho inicial do cédigo de um caractere diferente) que minimize o tamanho
da codificacgdo resultante de um dado texto. A entrada do problema é, porém,
apenas um vetor "o" indexado pelos caracteres do texto, sendo o[c] o numero
(POSITIVO) de ocorréncias de um caractere "c" qualquer do texto. Nés supomos
gue "o" tem pelo menos dois elementos, isto e, que o texto tem pelo menos
dois caracteres diferentes.

Como vimos em sala, o fato de s6 admitirmos codificacbes livres de prefixos
permite que representemos uma SOLUCAO por uma arvore binaria, na qual as
folhas correspondem aos caracteres da entrada. Nesse caso, o CUSTO de uma
solucdo S é dado por

c(S) = SOMATORIO {c € C} o[c] * d(c,S) ,
onde

* C é o conjunto dos caracteres da entrada;
* d(c,S), ou apenas d(c), é a profundidade ("depth") de "c" na arvore S.

Finalmente, nds dizemos que uma SOLUCAO OTIMA é uma solucdo de custo minimo.

. EXERCICIO: escreva uma demonstracdo precisa do seguinte fato, argumentado em

sala: "nenhuma solucdo 6tima S possui um né interno com um filho apenas -- ou
seja, todo ndé interno de S tem exatamente dois filhos".

. LEMA: seja S uma solucao para uma entrada "o" do problema. Além disso, sejam

x,a € C tais que o[x] <= o[a] e d(x,S) <= d(a,S). Finalmente, seja T a
solucao obtida a partir de S pela troca das posicbes de "x" e "a". Nesse
caso, temos c(T) <= c(S).
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VA:
erve que

) - c(T) = o[x]*d(x,S) + o[al*d(a,S) + SOMATQRIO_{c I= x,a} o[c]l*d(c,S)
( o[x]*d(x,T) + o[a]*d(a,T) + SOMATORIO {c != x,a} o[cl*d(c,T) )

o[x]*d(x,S) + o[al*d(a,S) - ( o[x]*d(x,T) + o[a]*d(a,T) ) (1)
o[x]*d(x,S) + o[al*d(a,S) - ( o[x]*d(a,S) + o[a]*d(x,S) ) (2)
( o[x] - ola] )*d(x,S) + ( o[a] - o[x] )*d(a,S)

( ofa]l - o[x] )*( d(a,S) - d(x,S) )

1) d(c,T) = d(c,S) para todo ¢ !'= a,x ("c" ndao mudou de posicao na darvore);
2) De S para T, "x" e "a" trocaram de posicao;
3) o[a] >= o[x] e d(a,S) >= d(x,S).

o, c(S) >= c(T), CaQD.




4. LEMA: se "o0" é uma entrada do problema na qual ha caracteres x != vy tais que
o[x] <= o[y] <= o[c] para todo c != x,y , entao existe uma solucao
6tima S para "o" na qual "x" e "y" sdo irmdos e estdo no nivel mais
profundo de S.

PROVA:

Seja R uma solucao 6tima para "o". Se "x" e "y" ocorrem como irmdos no nivel
mais profundo de R, entdo R é uma testemunha para o enunciado, CQD. Em caso
contrario, seja "a" um né do nivel mais profundo de R. Como |C| >= 2, entdo "a"
ndo pode ser a raiz. Além disso, pelo exercicio 2, o pai de "a" possui
exatamente dois filhos. Adicionalmente, o irmao de "a" tem que ser uma folha,
pois em caso contrario os filhos de "a" teriam nivel maior que "a", um absurdo
pela escolha de "a". Seja, entdo, "b" o irmdao de "a", e suponhamos, sem perda de
generalidade, que o[a] <= o[b]. Logo, pelo enunciado, temos o[x] <= o[a] e

o[y] <= o[b]. Além disso, temos d(a,R) >= d(x,R) e d(b,R) >= d(y,R). Logo, pelo
lema 3 acima, a arvore S que obtemos a partir de R pela troca das posicdes de
"x" e "a" é tal que c(S) <= c(R), e portanto também é uma solucdo 6tima para
"o". Se b =y, entdo "x" e "y" sao irmdos no nivel mais profundo de S, o que
prova o resultado. Se b '= vy, seja T a arvore obtida a partir de S pela troca
das posicOes de "b" e "y". Pelo lema 3, temos que c(T) <= c(S), e portanto que
T também é solucao 6tima. Além disso, "x" e "y" sao irmaos no nivel mais
profundo de T, o que prova o resultado.

5. LEMA: Se

(1) "o" é uma entrada de tamanho >= 3 na qual hd caracteres x !=y tais que
o[x] <= o[y] <= o[c] para todo c != X,y ;

(2) "o'" é uma entrada igual a "o", exceto por nao possuir os caracteres "x"
e "y", e por possuir um caractere "z" nao presente em "o", sendo
0'[z] = o[x] + olyl;

(3) S é uma solugdo 6tima para o',

entdo a solucao T obtida a partir de S pela adicao de "x" e "y" como filhos
esquerdo e direito de "z", respectivamente, é 6tima para "o".

PROVA:

Observe primeiramente que, sendo R = SOMATORIO {c != x,y,z} o[c] * d(c,S), entdo

c(S) =R +0'[z] * d(z,S)
= R + (o[x] + oly]l) * d(z,S)
e
c(T) = R + o[x]*d(x,T) + o[yl*d(y,T)

R + o[x]*(d(z,S) + 1) + o[yl*(d(z,S) + 1)
R + (o[x] + o[y]l) * d(z,S) + o[x] + oly]
c(S) + o[x] + olyl]

Suponha agora, por absurdo, que T ndo é uma solucao 6tima para "o". Logo, pelo
lema 4 acima existe uma solucdo 6tima T* para "o" tal que "x" e "y" ocorrem como
irmdos no nivel mais profundo de T*. Seja, entdo, S* a solucdo para o' que se
obtém a partir de T* pela substituicdo da subdrvore enraizada no pai de "x" e
"y" pela folha "z". Analogamente a acima, segue que

c(T*) = c(S*) + o[x] + o[yl



Logo, como c(T*) < c(T), entdo
c(S*) + o[x] + o[y] < c(S) + o[x] + o[y] => c(S*) < c(S)

’

ou seja, S nao é solucao d6tima para o', um absurdo com a hipétese "2" do
enunciado.

Logo, T é necessariamente 6tima para "o", CQD.

6. ALGORITMO DE HUFFMAN, baseado no lema acima:

Algoritmo: huffman

Entrada: o vetor o[l..n] descrito na definicao do problema.

Saida: uma arvore bindria.

01. Q := monte ("heap") de minimo vazio cujos elementos sdo "n" folhas; cada
folha corresponde a um caractere "c" de "o" e tem prioridade o[c].

02. FACA n-1 vezes

03. | px := prioridade min(Q) , x := remover min(Q)

04. | py := prioridade min(Q) , = remover min(Q)

05. | Crie um né "z" cujos filhos esquerdo e direito sejam "x" e "y"
06. | Insira z em Q com prioridade px+py

07. RETORNE remover min(Q).

0 algoritmo acima pode ser implementado de forma a executar em tempo O(n*lg n),
pois a linha 1 custa 0(n) (construcao de um monte bindrio) e cada uma das n-1
iteracdes custa 0(lg n).

7. EXERCICIOS:

(a) Certifique-se de que vocé entende o algoritmo acima e os lemas nos quais
ele se baseia. (Uma opcao é tentar reescrever tudo sem consulta.)

(b) Em sala foi considerada a estratégia abaixo para o mesmo problema, onde
c 1l ... cn sao os caracteres da entrada considerados em ordem
decrescente de frequéncia. Para que tipo de entrada essa estratégia
necessariamente leva a solucdes 6timas?
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(c) Veja mais em: http://en.wikipedia.org/wiki/Huffman coding
http://dx.doi.org/10.1109%2FJRPROC.1952.273898



