@1. LEMA: Seja t(n) uma funcdo de naturais em reais que respeite as seguintes

equacdes de recorréncia

(como, por exemplo, a funcdo do tempo de execucdo da busca binaria recursiva):

= c_1.
t(m) = c_2 + t(y), para algum y <= piso(m/2).

NOs mostraremos que t(m) <= c_1 + c_2*piso(lg m),
para todo natural m >= 1.

--------------- PROVA -------oomomoo-
PROVA: por inducdo em m:

* Base (m = 1):

Temos que mostrar que t(m) <= c_1 + c_2*piso(lg m).

Como m = 1, temos:

t(m) = c_1=c. 1+ c 2% =c_1 + c_2*piso(®) = c_1 + c_2*piso(lg 1), como
desejado.

* HipoOtese de indugéo: para todo m' < m, t(m') <= c_1 + c_2*piso(lg m').

* Passo:
Temos que mostrar que t(m) <= c_1 + c_2*piso(lg m).
Temos:
t(m) = c_2 + t(y), para algum y <= piso(m/2) < m.
<= c 2 +c_1+ c_2*piso(lg y) -->pela H.I., poisy <m
<= c_2 +c_1+ c_2*piso(lg piso(m/2))
<= c 2 + c_1 + c_2*piso(lg m/2) --> pois piso(m/2) <= m/2
=c_2 +c_1+ c_2*piso(lgm - 1lg 2)
=c_ 2 +c_ 1+ c_2*piso(lgm - 1)
=c_ 2 +c_1+ c_2*piso(lgm) - c_2
= c_1 + c_2*piso(lg m), CQD.
--------------- PROVA ---------------

Algoritmo: méax_rec
Entrada: um vetor A[1l..n] de numeros reais
Saida: um numero real

01. SE n=1
02. | RETORNE A[1]
03. SENAO

04. | RETORNE max( A[1] , max_rec(A[2..n]) )

t(1) = c_1
=c_2 + t(n-1) , para n > 1.

@4. LEMA: t(n) = c_1 + c_2*(n-1), para todo n >= 1.

Por inducdo em n:

* BASE (n=1): t(1) = c_1 =c_1 + c_2(n-1).



* HIPOTESE DE INDUGCAO: t(n') = c_1 + c_2*(n'-1), para todo n' < n.

* PASSO (n > 1): temos:

t(n) c_2 + t(n-1)
c_2 +c_1+ c_2*(n-2)
c_1+ c_2*(n-1), CQD.

5. EXEMPLO: considere a funcdo definida pelas equacdes abaixo (e que é
semelhante aquela do tempo de execucdo do "mergesort"):

1
2*t(piso(n/2)) + n

t(1
t(n)
6. LEMA: t(n) = 0(n*1lg(n)), para todo n >= 1.

--------------- PROVA ---------mmommn
N6s mostraremos o resultado mostrando a seguinte inequacéao:
t(n) <= n + n*teto(lg n).

Por inducdo em n:
* BASE (nh=1): t(1) =1 =1+ 0 =1 + 1*teto(1lg 1).
* HIPOTESE DE INDUCAO: t(n') <= n' + n'*teto(lg n'), para todo n' < n.
* PASSO (n>1): temos:
t(n) = 2*t(piso(n/2)) + n

<= 2 * ( piso(n/2) + piso(n/2)*teto(lg piso(n/2)) ) + n --> pois
"piso(n/2) < n"
*

<=2 ( n/2 + (n/2)*teto(1lg n/2) ) + n --> pois piso(n/2) <= n/2
= n + n*teto(lg n/2) + n
= n + n*teto(lg n - 1g 2) + n
= n + n*teto(lg n - 1) + n
= n*teto(lg n) + n, CQD.
——————————————— PROVA ---------------
7. EXEMPLO:

Algoritmo: max_rec_2
Entrada: um vetor A[1..n] de numeros reais
Saida: um numero real

@1. SE n=1
02. | RETORNE A[1]
03. SENAO

Q4. | m := piso((1+n)/2)
05. | RETORNE max( max_rec_2(A[1..m]) , max_rec_2(A[m+1l..n]) )

a
b + t(piso(n/2)) + t(teto(n/2))

8. EXERCICIO: mostre que t(n) = 0(a*n), ou, se preferir, que t(n) = 0(n)

(naturalmente, os resultados sdo equivalentes, pois "a" é constante).

9. EXERCICIO: mostre que t(n) = Omega(n).



