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Grafos Aleatc’)riosl

Erdos, Rényi (1960): On the Evolution of Random Graphs

G(n, p): Espaco de probabilidade n vértices + probabilidade p para arestas

Fungao limiar (1) de uma propriedade () de grafos:

rcenza- {1 2770 <

BO”Obé.S, Thomason (1987): Threshold functions para todas propriedades crescentes de

grafos, como conectividade ou emergéncia de triangulos
Friedgut (1999): condico necessaria e suficiente para limiar severo.
Grosso modo: Propriedade Global x Propriedade Local

Limiar severo r(n) se, Ve > 0,

| 0 sep=pin) < (1 = 2)r(
”h_’rglo Glp) € Q) = 1 sep=p(n)>(1+c¢e)r(n).
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|Teoria Extremal dos Grafosl

ex(n, H) = max{|E(G)| : G = (V,E),|V(G)| =n,G p H}

Teorema 1 (Turan (1941)).

ex(n, K,) = (1 — —— 4 o(1)) <”>

p—1

R & o grafo obtido de R substituindo cada vértice x de R por um conjunto V,, com ¢ vértices,

mantendo a relacdo das arestas, ou seja, cada aresta por um K& £t

Teorema 2 (Erd8s, Stone (1946)).

ex(n, K1) = (1— —— + o(1)) <”>

p—1

Teorema 3 (Erd8s, Simonovits (1966)).

ex(n, H) = (1=~ + o)) (Z)
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ex(G,H) =max{|E(G")|: G’ CG,G 0 H}

Conjectura 4 (Kohayakawa, tuczak, Rodl (1997): Erd6s-Stone-Simonovits probabilistico). Seja H
um grafo ndo vazio com pelo menos 3 vértices. Se p = p(n) > n_l/d2(H), entdo, com probabilidade
1 —o(1),

ex(G(n.p). H) = (1 = o + o(D)e(Gln.p)
A 2-densidade ds(H ) é definida como
do(H) = max { :581 = ; . JC H,|V(J)| > 3}.

Provada para alguns grafos H, como florestas, K3 [Frankl, Rodl (1986)], C% e C*'*1 [Haxell, Ko-
hayakawa, tuczak (1995), (1996)], /X4 [Kohayakawa,t uczak, Rodl (1997)] e K5 [Gerke, Schickinger,
Steger (2004)].
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Dado 17 > 0 e os grafos G e H, escrevemos
G—y, H

se, para todo grafo G’ C G com |E(G")| > n|E(G)|, temos que G’ contém H como subgrafo.

1

Conjectura equivale a provar que, paratodon > 1 — X(H) =1

G(n,p) =, H.

|Teoria Combinatoria dos NUmerosl

Fendmenos semelhantes. Dado um conjunto S de inteiros e uma propriedade P, escrevemos

LS —, P ou 2) S — (P),

[1 (1) se todo subconjunto U C S, com |U| > 1|5, satisfaz P.

[] (2) se toda 7-coloragdo dos elementos de S' gera um subconjunto monocromatico satisfazendo P
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|Notac;éo|
n] ={1,2,...,n}.

[] 5 € um conjunto aleatorio de [] com N elementos sorteado uniformemente.

Z.,. Anel de inteiros modulo n.

Zn’p: Subconjunto aleatorio de Z,,, onde cada elemento tem probabilidade p independentemente.

‘Propriedades Classicas em NI

Propriedade P = Schur(n): Contém z,y, z € [n] tais que = + y = 2.

Propriedade P = Dif(Q(n)): Contém x, y tais que x — y € Q(n), onde
Q(n) = {x? # 0 : 2 € [n]} & o conjunto dos quadrados dos elementos de [n], exceto 0.

Propriedade P = PA,: Contém uma progressao aritmética com k elementos.

Page 7
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| MOtiV&QéO I para explorar subconjuntos aleatorios 1V de Z, com propriedades PP conhecidas,
como Schur (P = Schur(n)), Sarkozy (P = Dif(Q(n))) e van der Waerden (P = PAy).

Teorema 5 (Schur (1916)). Para todo inteiro 7, existe ng tal que, se n > ng, entao

[n] — (Schur(n)),

Teorema 6 (Sarkozy (1978)). Para todo 7, existe ng tal que, se n > ng, entao

[n] —, Dif(Q(n))

Teorema 7 (van der Waerden (1927)). Para todos inteiros k, r, existe ng tal que, se n > ng, entdo
Teorema 8 (Szemerédi (1975)). Para todo 7 > 0 e inteiro k, existe ng tal que, se n > nyg, entdo

[n] _>77 PAk
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| Resultados correlatos |

Teorema 9 (Graham, Rodl, Rucinski (1996)).

0 se N <« ni/?
lim P([n]y — (Schur(n)),—s =
n—00 1 se N> nl/?

Teorema 10 (ROdI, Rucinski (1995)). V k£ > 3, r > 2, existem constantes C' > ¢ > ( tais que

0 se N <eplt-l/(=1)
lim P([n]y — (PAg), = -
n— 00 1 se N> Cnl—l/(k:—l)

Teorema 11 (Kohayakawa, tuczak e Rodl (1996)). V n > 0, existem constantes C' > ¢ > 0 tais que

. 0 se N < cnl/?
lim P([TL]N — PAg) =
n—o0 1 se N > Cnl/?
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‘Conjecturas sobre Z,, I

Problema 12 (Versao de densidade para Schur). Para todo 0 < n < 1/2, existem constantes
C > ¢ > 0 tais que

0 sep=p(n) <en /2
lim P(Z,, —1/24+, Schur(n)) = p=pln) <

n—oo 1 sep=p(n)>Cn~ /2

Problema 13 (Vers&o de densidade para Sarkozy). Para todo 0 < 17 < 1, existem constantes C' >

c > 0 tais que

0 sep=npn)<en?
lim P(Z,, —, Dif(Q(n))) = p=pn) <

n—oo 1 sep=p(n)>Cnt

Problema 14 (Verséo geral de densidade para van der Waerden). Para todo 17 > 0 e inteiro & > 0,

existem constantes C' > ¢ > 0 tais que

0 sep=p(n) <en VD

lim P(Z,,, =, PA;) =
n—oo (Znp = ) 1 sep=p(n)>Cn Y01
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|Resuhados|

Schur [Kohayakawa, Leite (2005)]

lim P(Z,,, —1/2+n Schur(n)) = 1, se p = p(n) > Cn~?log n.

n—00

Usa Chung-Graham + Regularidade

Sérkt')zy [Kohayakawa, Leite (2005)]

lim P(Z,, —, Dif(Q(n))) =1, sep = p(n) > Cn~".

n—00

Usa Chung-Graham + Heranca de Uniformidade

van der Waerden [Kohayakawa, tuczak, Rodl (1996)]: para k = 3.
Usa Lema da Regularidade para grafos esparsos

N&o parece admitir generalizacéo direta para k qualquer
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| Principais ferramentas I

[] Chung—G raham (propriedades quase-aleatorias de grafos e de conjuntos)
[ Heranga de Uniformidade (padrao, esparso, hipergrafos)

0 Lema da Regularidade (padrao, esparso, hipergrafos)
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| Quase-aleatoriedade |:

Lista de Propriedades Quase-aleatorias + Equivaléncia

0 Chung, Graham, Wilson (1989): Grafos
0 Chung, Graham (1991): Hipergrafos (deviation)

0 Kohayakawa, Rodl, Skokan (2002): Hipergrafos (discrepancy)

0 Chung, Graham (1992): subconjuntos S de Z,
Grafo de Chung-Graham de S, CG,,(.S): vértices Z,, + arestaxy,se z +y € S.

1. (WT) Para quase todo = € Z,, |S N (S + z)| = s*/n + o(n).
2. (GRAPH) O grafo CG,,(.S) é quase-aleatorio.

3. (EXP) Paratodo j # 0 em Z,, onde 1 = y/—1
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|Grafos de Chung-GrahamI

Transformada de Fourier: f: Z, — C
0 T(f): 20 = C = T(N@) = Xy, fy)e>"

O Convolugéo (f * g)(x) = > ez f(W)g(z —y) :+ T(f*g)=T()T(9)
[0 vetor C" paraumafungdo f : Z, — C : (f(0), f(1),...,f(n—=1)eC* : T:C"—C"

Kohayakawa, Leite (2005)
0 RUW CZypcomUNW =(. Fungio(0—1): R(z)=1,sex € R
0 e(CGu(R)UW]) = 2 rcr 2ouer W(r —u) = (R, U x W)
0 |e(CGa (R, W]) = HRIUIWI| < (max;z [T(R)G)]) V/TTTV]
0 e(CGu(R)) = (1+ 12+ LH2|R| <= d(CG,(R)) > |R|/n
0 D C Reom |[D|=a|R| : e(CG,(D)) > a(l — 2)e(CG,(R))
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Problemas de Densidade de Schur e Sarkdzy
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|Problema de Schurl

O D C Z,, nédo possui tripla de Schur <= D N (D — D) = ()

0 o —z € (D — D) elemento proibido | <= ,,/ Par proibido {z.z} de CG,, (D)

Haxell, Kohayakawa, t.uczak (1996)

Lema 15 (par proibido: adicdo de aresta gera um C***1). V k. o, 6, A, 3 C) tal que todo grafo G,
(p, A)-uniforme com p = p(n) > CoA?n='T1/2% ¢ tal que, se H C G com e(H) > ae(G), entdo
o nimero de pares proibidos de H & maior que (1 — &) (e(H)/e(G))(%).

Definicdo 16. G, é (p, A)-uniforme se, VU, W C V(G) disjuntos com 1 < |U| < |W| < pn]|U|:
lea(U, W) = plU[|W]| < Ay/pny/|U[[W|

0 CGn(R)é (p, A)-uniforme, parap = |R|/ne A > max;- |T(R)(7)|/\/Pn

0 max;.o|T(Znp)(j)| < v/24logn,/pn com probabilidade 1 — o(1) = A = /24logn
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| Problema de Schur (cont.) I

[} Sorteio de Z,, e escolhade D com |D| = (1/2 + n)|Z,,,| sem tripla de Schur

[} Sorteio de Z, , em 2 etapas 71 e Z) - (1 —p1)? = (1 — p). Densidades 1 e 7 de D

[] Sorteio de Z%l,z))l em k etapas Z&{;}Q, . ,Zq(ll,},]? C (I—po)*=(1—py)

O p=o(l) <= p2 ~ p1/k ~p/2k

[ Maior D; = DN 789 proibe (1 — §)y*n elementos, onde v* > ; é a densidade de |D,|

O Z3), tera~ (y*n)p ~ 7| Zi, | proibidos : 7e|Zi), | = [DNZE), | < (1—~7)|Z3), ]

0 Mas, 1/24+n~ (v14+72)/2< (v*+1—~*)/2=1/2. D tem tripla de Schur.
Questoes

0 CG,(Zy,,) € (p, A)-uniforme para A constante ? (max;.o T (Z,,)(j)) < Ay/pn ?
(0 Melhorar Cy = 32(A/dcp)? do Lema 6 de Haxell, Kohayakawa, tuczak (1996) 7

[1 Heranca de uniformidade super-exponencial para 3-grafos ?+ CG%(Zn,p) inf-uniforme ?
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|Problema de Sérkbzyl

[0 n > 2 primogrande, e > 0e j € Z,, j # 0:

TQM)G) = Y e =0(V/n) <—— =

z€Q(n)

CG,(Q(n)) e CG,(Q(n)) : (¢)-uniforme com densidade | Q(n)|/n ~ 1/2.
£ e 3 “pequeno” = (Heranca de uniformidade) —- Cec¢

[]
[]
0 Vy <1,p=p(n) > Cnt, C grande a ser escolhido:
O P(|Zn,| =np(1£1/2)) >1—2e /12> 1 —~/2
[]

Q C Zyycom Q| = 0|2y, = |Q=q=mmp(1£1/2):q >nC/2

np _ nC C
=73 =72 T U0GL QM)

[J () satisfaz condic&o de heranca: Nimero de conjuntos () ruins & no maximo /34 (Z)
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| Problema de Sarkdzy (cont.) I

O Qéruimse e(CG,(Q(n))[Q]) < (1 —&)d(CGL(Q(n)))(Y)
[} Conjuntos ruins ) C Zy, ,, onde |Q| = ¢ = nmnp(1 £1/2) e |Z, | = np(1 £1/2)

3nnp/2 n 3nnp/2 en \ 9 3nnp/2 2%\

< E 5q< )pqé E (ﬁ—p> < E (—) <7/2.
_ q B q B n
q=nnp/2 q=nnp/2 q=nnp/2

[0 Nenhum |Q| = n|Z, | € ruim, com probabilidade > (1 —v/2)(1 —~/2) > 1 —~

Questoes
[J Prova mais geral: sequéncia de conjuntos (Q(3), Q(5), Q(7), Q(11),...)

[J Residuo quadratico em Z,, ,, ?
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| Heranca de Uniformidadel
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| Heranca de Uniformidadel

Erd6s (1959): V &, 1, existe G com x(G) > k e girth(G) >

Duke, RodI (1985):
[] Existe “testemunha pequena” para X(G) grande em G “denso”

[0 Condigao: remocdo de en? arestas mantém n(mero cromatico > k

[] Heranca forte (erro super-exponencial)

G é e-uniforme com densidade dse V V' C V(G), com |V'| > ¢|V(G)], entao
: V'l
Bl =),

Heranca de uniformidade: V 3,¢’, 3¢q, wo, se G é e-uniforme com densidade d, para
e < &g, entdo o nimero de subconjuntos W C V(G), [W| = w > wy tais que G[W] é &’-uniforme
com densidade d é pelo menos

1V

w
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|Heran(;a de Uniformidade: grafos esparsosl

Gerke, Kohayakawa, Rodl, Steger (2006)

[] Existe “testemunha pequena” para X(G) grande em (G esparso sem pedacos densos
[1 Condicdo: remocéo de 5pn2 arestas mantém niimero cromatico > k
[1 Heranca forte para grafos esparsos (erro super-exponencial)
G bipartido (V7, V5) é (&)-uniforme com densidade d se V V| C Vi, VJ C V5, com |V/| > |V4],

(V| > ¢|V4], entdo
|E(GV], VJ])| = (1 £ &)d|V{||V5]

Heranca de inf-uniformidade esparsa: v 3, ¢/, 3¢, C taisque, se G = (ViUV3, E)
€ um grafo bipartido (5)-inf-uniforme com densidade d, para ¢ < gq, entdo o niUmero de subconjuntos
W c Vi, [W| = w > C/d, formando um subgrafo (¢’)-inf-uniforme de densidade d com V5 é pelo

- (M)
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‘Heranga de Uniformidade: k-grafosl

Mubayi, Rédl (2004)
[0 Homomorfismo k-grafo H = F: fungéo f : V(H) — V(F). Ex: t-partido = Kj.

[] Existe “testemunha pequena” para k-grafo 7 sem homomorfismo para um k-grafo F dado
[] Condig&o: remocéo de enk hiperarestas mantém ndo homomorfismo para F

[1 Heranca fraca para k-grafos (erro exponencial)

H*) & (d, €)-uniforme V V' C V(HK)), com |V'| > |V (H®))], entao
V/
pe =z ()

Heranca de uniformidade para k-grafos: v 4, 3 ro, V r > ro, 3 8, n tais que se
H®*), com n > ng vertices, & (d, &)-uniforme, entdo o nimero de subconjuntos com 7 vértices que

induzem um sub-hipergrafo (d, ¢ )-uniforme é pelo menos

(1—e""'/20 (7:)
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‘Heranga super-exponencial para k-grafos?l

Mubayi, Rodl (2004)

Versao k-partida com pesos nas hiperarestas: UWT(k) x WT(k)
Prova por indugao: WT(2) = UWT(3) = WT(3)
WT(k) = UWT(k + 1) = WT(k + 1)

3-grafo 3-partido H(A, B, C)

0O O 0o O o0

grafo G(A x B, (') + grafo H(A, B) com pesos w(a,b) = [{c € C : (a,b,c) € H}

Nagle, Rodl, Schacht (2005)
[0 3-grafo k-partido H(V1, ..., V)
[0 Link graphs: V v, € V}
O grafo (k — 1)-partido L, (Va, ..., Vi): (vi, v;) aresta se (vq, v;,v;) € H

[1 Todos, exceto dn vértices v; de V| possuem link graphs regulares
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|Lema da Regularidadel
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Rudini Sampaio

Exemplos de Representacao por Grafos e Hipergrafosl

Justificativa para Lema da Regularidade sobre Grafos e Hipergrafos
Chung, Graham (1992): Grafos CG,,(S) e CG, (S)
ROdI (1990): k-grafo F: vertices [n] + arestas (PA ;).

Kohayakawa, tuczak, Rodl (1996):
[J 3-grafo F(.5): elementos de S + arestas (PA 3)

[1 grafo 3-partido: Partes sdo copias de [n] + triangulos sdo PA 3
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| Pares s-regularesl

Grafo G = (V, E) e A, B C V disjuntos.
Densidade d( A, B) do par (A, B):

e(A, B)

A B) =
WA B) = a8

onde e(A, B) & o nimero de arestas de GG “entre” A e B.

Par (A, B) e-regular: Se paratodos A’ C A, B’ C B tais que |A'| > ¢|A|, |B’| > ¢|B]|, temos

d(A',B) = d(A, B) £ ¢

[] Deg Fees: quase todos vértices de A tem a vizinhanca esperada
0 Co-d €grees: quase todos os pares de vértices de A tem a vizinhanca esperada

0 Grafo bipartido aleatOrio: e-regular com alta probabilidade
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|Lema da Regularidade de Szemerédil

Todo grafo pode ser particionado em um namero constante de classes tais que a “maioria” dos pares

induzem um grafo bipartido £-regular.

Teorema 17 (Lema da Regularidade). Ve, tg, 3T, ng, Se G é um grafo com |V (G)| = n > ny,
entdo existe uma particio de V(G) = Vo U Vi U ... UV, tal que:

o {op <t <
o |Vo| <en
o [Vi|=...=1|V

e Com excecdo de no maximo et?, todos pares (V;, V;) sdo e-regulares.

2—«

Todo grafo esparso (n vértices, mas n arestas) é “trivialmente” e-regular.
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| Aplicacoes I

[] Slicing Lemma (heranca simples: an — e/oz-regular)

0 Key/Embedding Lemma (contém o “grafo reduzido” R)

0 Counting Lemma (contém muitas copias de R)

|Lema da Contageml

Lema 18 (Lema da Contagem). Se

& um grafo k-partido com V(G) = Vi U ... U V;, com |Vi| = ... = |Vi| = n, onde todos GY s&o

e-regulares com densidade d, entdo o nimero de k-cliques K, em G é:
k
dEn (1% f(e))

onde f(g) — 0 quando ¢ — 0.
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|Lema da Regularidade: grafos esparsosl

Par (A, B) (&, p)-regular: Se paratodos A* C A, B’ C B tais que |A’| > ¢|A|, |B'| > ¢|B|,
temos d(A’, B') = d(A, B) + €p, onde p é geralmente a densidade do grafo O(n~%).

Teorema 19 (Kohayakawa (1997), Rodl (1997)). Todo grafo G = (V, E) sem “pedacos densos” pode
ser particionado em um namero constante de classes tais que a “maioria” dos pares induzem um grafo

bipartido (&, p)-regular, para p = |E|/|V|?.

|Pedag;os Densosl

(G é n-esparso com densidade p se, VU, W C V(G) disjuntos com |U|, |W| > n|V (G)|, temos
que d(U, W) < (14 n)p.

[] Importante para “seguir’ mutatis mutandi a prova de Szemerédi
[1 Grafos aleatorios ndo contém pedagos densos com alta probabilidade

[1 Key/Embedding e Counting Lemmas n&o funcionam com pares (5,p)—regulares
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‘Lema da Regularidade: hipergrafos k-uniformesl

k-grafo H = (V, E) e Xy,..., X C V disjuntos.
Densidade d( X1, ..., Xy) da k-upla (X1, ..., X¢):

(X1, ., Xp)
d(X1,...,Xg) =
o AN
onde e( X1, ..., X%) & o nimero de hiperarestas de 7 com um vértice em cada X.

k-upla (X1, ..., X}) e-regular: Se para todos X C X; tais que | X/| > ¢|X;|, temos

d(X!,. . X)) =d(X1,..., Xp) £e

Teorema 20 (Promel, Steger (1992)). Todo k-grafo pode ser particionado em um nimero constante de

classes tais que a “maioria” das k-uplas induzem um k-grafo k-partido e-regular.
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‘Lema da Regularidade: hipergrafos k-uniformesl

[0 Util para Decomposicéo de k-grafos
[1 Usado na prova de heranca de uniformidade para hipergrafos

[1 Mas, Lema da Contagem n&o funciona

Construcao de um 3-grafo 4-partido denso e regular, mas sem 4-clique
Vi, Vs, Vs, V), disjuntos de tamanho n.
2-coloracao aleatoria de todos os pares entre quaisquer V; e Vj

Construgdo de #: {v;, v;, v } € uma hiperaresta se e so se os pares {v;, v, } e {v;, v}, } receberam

cores diferentes, paral <1 < j < k < 4,

H[‘/Z-, Vj, Vk] é denso e e-regular, com alta probabilidade, mas H n&o possui clique de tamanho 4.
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‘Lema da Regularidade: k-grafos + Lema da Contageml

Frankl, Rodl (2002): Regularidade para 3-grafos + Lema da Contagem

Particiona sobre os vértices e sobre os pares de vértices.
Grosso modo, H (ds, d3, r)-regular sobre G (ds, d5)-regular formam os “blocos pseudo-aleatorios”.

Namero de [-cliques em H, onde f(d3) — 0 quando d3 — 0:

()| = (1 7(85))dPd® .

Rf)d|, Skokan (2004): Regularidade para k-grafos + Lema da Contagem

Particiona sobre as j-uplas, paratodo 1 < j < k.

Particionamentos Necessarios

Lema da Contagem nao funciona sem particionamento nas (k — 1)—up|as.
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|Lema da Regularidade: subgrafosl

Propriedade R de Ramsey (2-coloracéo nas arestas + triangulo monocromatico)

Teorema 21 (RAdI, Rucinski (1994)). Existem C' > ¢ > 0 tais que

0 sep=p(n) <en /2

lim P(G(n,p) € R) =
n—oo 1 sep=p(n)>Cn~ /2

Teorema 22 (Friedgut, Rodl, Rucinski, Tetali (2006)). R tem limiar severo

Friedgut (1999): Limiar grosseiro

Propriedade () com limiar grosseiro

Existe p tal que 3 < P(G(n,p) € Q) <1 — B, paracn™ /7 < p = p(n) < Cn~Yr
Existe G € G \ @, onde G(n,p) € G quase sempre

P((G U M*) € Q) > 2a, para um grafo fixo M com densidade p = 2 colocado aleatoriamente

o O o oo o

P((G UG(n,&p)) € Q) < a (fendmeno local)

2-coloragao propria arestas de G + /A ¢ Base(G) N G(n,Ep) + core monocromatico
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Friedgut, RodI, Rucinski, Tetali (2006): Limiar severo para propriedade R de Ramsey

(2-coloragdo nas arestas + triangulo monocromatico)

[1 Necessidade de contar copias “especiais” de um grafo H pequeno em um grafo GG grande
Densidade de arestas + esparsidade + (e, p)-regularidade

Densidade de copias “especiais” de H em GG + esparsidade + (6§, S)-regularidade

Particionamento nos vértices e nas arestas

O O O o0

Regularizacdo de G C H?, para t grande
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|Outros Problemasl

Problema de van der Waerden

[1 Generalizacdo de Kohayakawa, tuczak, Rodl, 1996 para k > 3 ?

Heranca de Uniformidade
[1 Erro super-exponencial para Heranca em hipergrafos ?

0 CG3(Z,,) inf-uniforme ?

Lema da Regularidade

[1 Contagem na Regularidade para Subgrafos ?
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FIM
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