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Resumo

Neste trabalho, estudamos fungoes limiares de densidade de alguns
problemas probabilisticos da Teoria Combinatéria dos Nimeros.

Duas ferramentas muito poderosas sao estudadas para atacar estes
problemas: O Lema da Regularidade e Resultados de Heranca de Uni-
formidade.

Inicialmente, apresentamos o Lema da Regularidade de Szemerédi
juntamente com suas recentes versoes para grafos esparsos de Ko-
hayakawa e Rodl, para hipergrafos 3-uniformes de Frankl e Rodl e uma
complexa regularizagao de Friedgut, Rodl, Ruciriski e Tetali (2003) que
decompoe sobre uma familia qualquer de subgrafos pequenos.

A seguir, apresentamos os resultados de Heranca de Uniformidade
para grafos de Duke e Rodl, para grafos esparsos de Gerke, Kohayakawa,
R&dl e Steger (2004) e para hipergrafos de Mubayi e R6dl (2004). Con-
jecturamos ainda uma melhoria no resultado de Mubayi e Rodl com um
possivel roteiro para se obter este resultado.

Na sequéncia, apresentamos trés problemas que sao versoes proba-
bilisticas de teoremas classicos da Teoria Combinatoria dos Nimeros:
os Teoremas de Schur, de Sarkozy e de van der Waerden.

O primeiro afirma, grosso modo, que, para n grande, subconjun-
tos aleatérios Z,, de [n] com probabilidade p(n) > Cn=/2, C cons-
tante, sao tais que todo subconjunto D C Z,,, com |[D| > (1/2 +
N)|Zy, |, possui elementos x,y,z € D satisfazendo z +y = 2, Vn €
(0,1/2]. Kohayakawa e Leite (2005) provaram este resultado para
p(n) > Cn~'?log n.

O segundo afirma, grosso modo, que Z,, com p = p(n) > Cn™"
sao tais que todo subconjunto D C Z,,,, com |D| > n|Z,,|, possui
x,y € D satisfazendo x—y é um quadrado diferente de zero em Z,, Vn €
(0,1]. Kohayakawa e Leite (2005) provaram este resultado. Estamos
interessados em investigar a restricao x —y € Z, .

O terceiro afirma, grosso modo, que Z,, , com p = p(n) > Cn~ /(=1
sao tais que todo subconjunto D C Z,, ,, com |D| > n|Z,, ,|, possui uma
PA com k elementos, ¥y € (0,1]. Kohayakawa, Luczak e Rédl (1996)
provaram um resultado semelhante para k = 3. Infelizmente esta prova
nao parece admitir uma generalizagao simples para k& > 3.



Abstract

In this work, we study limiar functions of density to certain proba-
bilistic problems of Combinatorial Number Theory.

Two powerfull tools to attack these problems are studied: The
Regu-larity Lemma and Results of Inheritance of Uniformity.

We present the celebrated Szemerédi’s Regularity Lemma and its
variants for sparse graphs of Kohayakawa and Rodl, for 3-uniform hy-
pergraphs of Frankl and Rodl and a complex regularization of Friedgut,
R6dl, Rucinski and Tetali (2003) that decomposes over a fixed family
of small subgraphs.

Next, we present the results of Inheritance of Uniformity for graphs
of Duke and R6dl, for sparse graphs of Gerke, Kohayakawa, Rodl and
Steger (2004), and for uniform hypergraphs of Mubayi and Rodl (2004).
We conjecture an improvement of Mubayi and Rodl, giving a possible
way to find this result.

Finally, we present probabilistic versions of three classic theorems of
Combinatorial Number Theory: Schur, Sarkozy and van der Waerden
Theorems.

The first states, roughly, that random subsets Z,, , of [n] with proba-
bility p(n) > Cn~/2, C constant, are such that all subset D C Z,,,,
with |D| > (1/2 + n)|Z,,,|, contains elements z,y,z € D satisfying
r+y =z VYn € (0,1/2]. Kohayakawa and Leite (2005) proved this
result to p(n) > Cn~'/?log n.

The second states, roughly, that Z,, with p = p(n) > Cn ! is
such that all subset D C Z,,, with |D| > n|Z,,|, contains z,y € D
satisfying = — y is a square in Z, different from zero, Vn € (0,1].
Kohayakawa and Leite (2005) proved this result. We are interested to
investigate the condition x — y € Z,, .

The third states, roughly, that Z,, with p = p(n) > Cn~1/*=1 ig
such that all subset D C Z,, ,, with |D| > n|Z,,,|, contains a PA with
k elements, Vn € (0, 1]. Kohayakawa, Luczak and Rédl (1996) proved
a similar result for £ = 3. Unfortunately, it seems it is not possible a
simple generalization of this proof for £ > 3.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Grafos Aleatérios e Funcgoes Limiares

A teoria dos grafos aleatérios foi fundada praticamente por Erdés e Rényi em
1960, com o monumental artigo “On the Evolution of Random Graphs” [19],
ap6s Erdos descobrir a grande utilidade de métodos probabilisticos para
tratar problemas extremais em teoria dos grafos [16], [17], [18].

Basicamente, o método probabilistico é utilizado em Matemaética Discre-
ta para provar de maneira nao-construtiva a existéncia de uma estrutura com
determinadas propriedades. Para isso, define-se um espaco de probabilidades
apropriado para as estruturas e mostra-se que a propriedade desejada ocorre
com probabilidade positiva nesse espaco.

Considera-se frequentemente que o método probabilistico foi usado pela
primeira vez por Szele, em 1943, para provar que existe um torneio com n
jogadores e pelo menos n!2'~" caminhos hamiltonianos. No entanto, Paul
Erdés foi certamente o primeiro a compreender a capacidade do método e a
aplica-lo sucessivamente sobre varios problemas, iniciando em 1947 com um
limite inferior para o ntiimero diagonal de Ramsey: R(k,k) > |25/2].

Seja n um inteiro positivo e 0 < p < 1. O grafo aleatério G(n,p) é um
espaco de probabilidades sobre o conjunto dos grafos com n vértices, onde
P(uv € G) = p, para todo par de vértices u # v, independentemente.

O principal resultado de Erdés e Rényi, 1960, foi a descoberta de que
muitas propriedades ) de grafos surgem repentinamente, ou seja, fixando
a probabilidade p(n), em funcdo do nimero de vértices n, quase todos os
grafos G(n,p) possuem a propriedade @) ou quase todos nao possuem a
propriedade (). A transicao da propriedade ser muito improvédvel para ser
muito provavel é geralmente muito rapida.



Dizemos que r(n) é fungido limiar de uma propriedade @) de grafos se

0 sep=p(n) Lr(n)

Jim P(G(n,p) € Q) = {1 se p = p(n) > r(n).

Para muitas propriedades, existem constantes c e C, ¢ < C, tais que a
probabilidade é 0, se p(n) < cr(n), e é igual a 1, se p(n) > Cr(n).

Em 1987, Bollobds e Thomason [6] provaram a existéncia de funcoes
limiares para todas as propriedades crescentes de grafos, como conectividade
ou emergéncia de triangulos. No entanto, algumas propriedades crescentes
nao possuem limites “mais precisos”.

Dizemos entao que uma propriedade possui um limiar severo r(n) se,

Ve > 0,

lim P(G(n,p) € Q) =

n—oo

{0 se p=p(n) < (1 —¢)r(n)
1 sep=npn)>(1+e)r(n).

Caso contrario, dizemos que a propriedade possui um limiar grosseiro.

Em 1999, Friedgut [26] obteve uma condigdo necessdria e suficiente para
a obtencao de limiares severos, que serd apresentada posteriomente. Grosso
modo, propriedades globais como conectividade possuem limiares severos e
propriedades locais como emergéncia de triAngulos possuem limiares gros-
Seiros.

1.2 Versoes probabilisticas na Teoria Combinatdria
dos Niumeros

Fenomenos semelhantes as funcoes limiares sdo observados também fora do
escopo da teoria dos grafos aleatdrios, como em versoes probabilisticas de
teoremas da Teoria Combinatéria dos Niumeros.

Seja [n] = {1,2,...,n}. Seja S um conjunto de inteiros e P uma pro-
priedade.

Definigao 1 (particio mantém a propriedade). Escrevemos
S = (P),

se toda coloracao dos elementos de S com r cores gera um subconjunto
monocromatico que satisfaz a propriedade P.



Definigao 2 (densidade mantém a propriedade). Escrevemos
S =y P
se todo subconjunto U C S, com |U| > 1|S|, satistaz a propriedade P.
Como exemplo de propriedades cléssicas, temos:

e Propriedade de Schur (P = Schur(n)): Contém z,y,z € [n] tais que
T+y==z

e Propriedade de Sarkozy (P = Dif(Q(n))): Contém z,y tais que z—y €
Q(n), onde Q(n) = {2 #0: x € [n]} é o conjunto dos quadrados dos
elementos de [n], exceto 0.

e Propriedade de van der Waerden (P = PAy): Contém uma progressao
aritmética com k elementos.

Os titulos dados a essas propriedades sao devido aos seguintes teoremas:

Teorema 3 (Schur [62], 1916). Vr > 0, Ing, tal que, se n > ny,
[n] — (Schur(n)),

Teorema 4 (van der Waerden [67], 1927). Vk,r > 0, Ing, tal que, se
n > no,
[n] - (PAk)'r

Teorema 5 (Sarkézy [61], 1978). Vn > 0, Ing, tal que, se n > ny,
[n] =, Dif(Q(n))

Podemos provar facilmente uma versao de densidade para a propriedade
de Schur. Basta tomar D C [n], |D| > (1/2+n)n. Seja (D — D) = {d; —ds :
di,dy € D,dy > dg} Como (D —D) - [’fl] e

(D=D)|>|D|—1>(1/24n)n—1>n/2.

para n > 1/n, tem-se que D N (D — D) # 0. Logo existem z,y,z € D tais
que z = z — y, ou seja uma tripla de Schur.

Em 1975, Szemerédi provou a versao de densidade para a propriedade
de van der Waerden, a saber:

Teorema 6 (Szemerédi, 1975). Vn > 0,k > 0, Ing, tal que, se n > nyg,

[n] —rn PAk



Para provar este célebre teorema, Szemerédi obteve o famoso lema da
regularidade, que sera tratado posteriormente.

Recentemente, alguns resultados mais fortes foram obtidos, envolvendo
subconjuntos aleatérios de [n]. Seja [n]y um conjunto aleatério de [n] com
N elementos sorteados uniformemente.

Teorema 7 (Graham, R6dl, Rucinski [32], 1996).

lim P([n]y — (Schur(n)),—2) =

n—oo

0 se N <nl'/?
1 se N> nl/2

Teorema 8 (Ro6dl, Rucinski [57], 1995). V k£ > 3, r > 2, existem
constantes C > ¢ > 0 tais que

lim P([n]y — (PAg),) =

n—o0

0 seN < en!=1/(k=1)
1 se N> (Cnl k-1

Teorema 9 (Kohayakawa, Luczak e R6dl [44], 1996). V7 > 0, existem
constantes C > ¢ > 0 tais que

lim P([n]y —, PA3) =

n—o0

0 seN < enl/?
1 seN> Cnl/?

Tais resultados sao uma forte motivacdo para investigar outras versoes
probabilisticas de teoremas classicos da teoria combinatéria dos niimeros.

Para isso, definimos Z, ; como um subconjunto aleatério de Z,,, o anel
de inteiros médulo n, onde cada elemento de Z, tem probabilidade p de
pertencer a Z, , , de modo independente.

Associado a propriedade de Schur, o primeiro problema estudado con-
jectura que, para todo 0 < 1 < 1/2, existe uma constante C' > 0 tal
que, se p = p(n) > Cn~'/2, entdo, para todo subconjunto D C Zp,p com
|D| > (1/2 4+ )| Zpp|, existem z,y, z € D satisfazendo z +y = z.

Kohayakawa e Leite (2005) provaram uma versao fraca deste problema
para p(n) > Cn~/?log n.

Associado a propriedade de Sarkdzy, o segundo problema estudado con-
jectura que, para todo 0 < n < 1, existe uma constante C' > 0 tal que, se
p=p(n) > Cn~!, entdo para todo subconjunto D C Z,,, com |D| > 1|Zy |,
existem z,y € D tais que z — y é um residuo quadratico diferente de zero
pertencente a Z,,.

Kohayakawa e Leite (2005) provaram este resultado. Estamos interessa-
dos em investigar a restricao x — y € Zy, .



Associado a propriedade de van der Waerden, o terceiro problema es-
tudado conjectura que, para todo 0 < n < 1, existe uma constante C' > 0
tal que, se p = p(n) > Cn~"/ =1 entio todo subconjunto D C Z, ,, com
|D| > n|Zn,p|, possui uma PA com k elementos.

O resultado citado de Kohayakawa, Luczak e Rodl [44] resolve esta
questao para k = 3. Infelizmente esta prova nao parece admitir uma genera-
lizacao simples para k£ > 3.

Duas poderosas ferramentas utilizadas nas provas de Kohayakawa e Leite
sao o Lema da Regularidade e a Heranca de Uniformidade.

1.3 Lema da Regularidade de Szemerédi

Em 1936, Erdés e Turdn conjecturaram uma versao de densidade do Teo-
rema 4 de van der Waerden. Esta conjectura foi provada apenas em 1975,
por Szemerédi [63], e estd descrito no Teorema 6.

Um lema auxiliar da prova deste teorema, conhecido atualmente como
o famoso lema da regularidade de Szemerédi, veio a se tornar uma das
ferramentas mais usadas para atacar problemas em combinatdria extremal.

A grosso modo, o lema da regularidade estabelece que todo grafo pode ser
decomposto em um ntmero limitado de grafos bipartidos quase-aleatérios,
com relacao a distribuicao das arestas. Esta distribuicdo possui um fator
de erro quadrético no nimero de vértices do grafo, mas com uma constante
multiplicativa arbitrariamente pequena. Com isso, é possivel lidar com a
distribuicao das arestas do grafo original, desde que ele possua um niimero
quadratico de arestas.

Associado ao lema da regularidade, existe um fato conhecido como “lema
da contagem”, muito usado em aplicagoes, que permite prever o nimero de
certos subgrafos pequenos no grafo regularizado. As defini¢cdes explicitas
serao mostrada posteriormente, visto que necessita de varias defini-coes pre-
liminares.

Em 1993, Kohayakawa e Rddl [42], [46] provaram independentemente
uma versao esparsa do lema da regularidade, ou seja, para os casos em que
o numero de arestas é subquadratico no niimero de vértices. Esta variante é
utilizada neste documento e serd detalhada posteriormente. Recentemente
foram provadas variantes do lema da regularidade para hipergrafos.

Em 2002, Frankl and RG6dl [25] provaram uma versao para 3-grafos
(hipergrafos 3-uniformes), onde a decomposigio é feita sobre grafos tripar-
tidos quase-aleatérios. O particionamento é feito sobre o conjunto de vértices
e sobre o conjunto de pares de vértices do 3-grafo.



Em 2004, Rodl e Skokan [59] generalizaram o lema da regularidade para
k-grafos, obtendo ainda o lema da contagem associado. O particionamento
¢ feito sobre todas as j-uplas do k-grafo, Vj < k. Provamos um resultado
simples sobre a necessidade de se fazer tal particionamento para se ter um
lema da contagem geral.

Em 2006, Friedgut, Rodl, Rucinski e Tetali [27] provaram uma versao
bem mais complicada do lema da regularidade, e com varias restrigoes, apli-
cada sobre cépias de um subgrafo fixo em um grafo. A grosso modo, a
regularizacao nos lemas anteriores é feita respectivamente sobre as arestas
(H = K3), sobre os tridngulos (H = K3) e sobre as k-cliques (H = K}).
Nesta versao, a decomposi¢ao é feita sobre uma familia fixa S (especial)
de subgrafos pequenos isomorfos a um grafo H dado. Esta versiao pode
ser interpretada como uma versao esparsa e limitada do lema da regular-
idade para hipergrafos uniformes, considerando cada membro de S como
uma hiperaresta.

A secdo A.5 apresenta um exemplo desta versido, com o esbogo da prova
do resultado que a motivou, a saber: existe um limiar severo para a pro-
priedade Ramsey R de grafos, tais que toda 2-coloragao nas arestas gera
um tridngulo monocromatico. Essas variantes parecem promissoras para
resolucao dos problemas descritos e serao detalhadas posteriormente.

1.4 Heranca de Uniformidade

Em 1959, Erdés provou o teorema abaixo, com uma simples aplicacao do
método probabilistico. Para um grafo G, sejam x(G) e girth(G), respecti-
vamente, o niimero croméatico de G e o tamanho do menor ciclo.

Teorema 10 (Erdds, 1959). Para todos k,l positivos, existe um grafo G
com girth(G) > 1 e x(G) > k.

Este resultado é surpreendente pois vai contra o senso comum de que
X(G) e girth(G) deveriam ser “inversamente proporcionais”.

O teorema mostra que existem muitos grafos G com x(G) > k, mas
que se “comportam” localmente como uma arvore. Por isso, naturalmente
conjecturou-se que nao existe uma “testemunha pequena” de que x(G) > k,
ou seja, um subgrafo H C G com |V (H)| pequeno e x(H) > k. Em 1985,
Duke e Rodl provaram o contrario para grafos G nao esparsos, ou seja, que
existe uma “testemunha pequena” para x(G) > k em G nio esparso.

Um poderoso lema auxiliar desta prova introduzia um conceito de heredi-
tariedade sofisticada. Dizemos que um grafo G é e-uniforme com densidade
d se VV' CV(G), com |V'| > e|V(@)|, entao |[E(GIV)|/(%) =d +e.



A grosso modo, o lema afirma que se um grafo G é e-uniforme com
densidade d, entao G[V'] é &'-uniforme com densidade d para V' C V(G),
|V'| > w, com probabilidade “super-exponencial” (casos ruins tio poucos
quanto se queira), segundo a quantifica¢ao Vd, &' Je, w.

Recentemente, em 2004, Gerke, Kohayakawa, Rodl e Steger provaram
o resultado de Duke e R6dl (a existéncia de uma “testemunha pequena”
para x(G) > k) para uma classe grande de grafos esparsos G. Para isso,
redefiniram o conceito de e-uniformidade, a fim de se adequar a aplicacao da
versao esparsa do lema da regularidade, e provaram um resultado semelhante
de hereditariedade para grafos bipartidos com este novo conceito.

Em 2005, Kohayakawa e Leite provaram uma versao interna desta herancga
de uniformidade, ou seja, abrangendo nao apenas grafos bipartidos, e aplica-
ram-na para resolver uma versao restrita do problema probabilistico de
Sarkozy ja mencionado.

Todos esses conceitos serao detalhados posteriormente.

Por outro lado, em 2003, Mubayi e Rod]l deram uma extensa prova de
heranga de uniformidade para [-grafos (hipergrafos [-uniformes), segundo
um conceito ligeiramente diferente de (d, §)-uniformidade para hipergrafos.
No entanto, a proporcao de casos ruins, apesar de ser exponencialmente
pequena, nao é “super-exponencialmente” pequena como para grafos.

A prova de Mubayi e Rodl é feita por inducdo, mas utiliza o conceito de
peso nas hiperarestas. Apesar disso, temos motivacao suficiente para tentar
provar que a proporcao de casos ruins pode ser “super-exponencialmente”
diminuida. Conjectura-se assim, na se¢ao 3.4.1, um resultado para 3-grafos
e apresentamos um roteiro para a inducao ao caso geral de [-grafos. Uma
prova disto seria um grande passo para se provar o problema probabilistico
de densidade associado a propriedade de Schur, descrita no Problema 66 da
secao 4.5.

Como exemplo desta versao de heranca de uniformidade, a secao B.3
apresenta a prova do resultado que a motivou, a saber: existem infinitos /-
grafos G tais que p(G) > p(G) > 0, onde p(G) e p(G) sao conceitos diferentes
da densidade de Ramsey-Turédn, associado a ex(n, G) - o0 niimero maximo de
arestas de um [-grafo com n vértices sem nenhuma copia de G - e que serao
detalhados posteriormente.



Capitulo 2

Lema da Regularidade

2.1 Introducao

Usaremos nesse documento a notacdo X =Y =+ ¢ para denotar | X — Y| <
e. Seja G = (V,E) um grafo e A, B C V subconjuntos disjuntos de V.
Definimos a densidade dg (A, B) do par (A, B), ou simplesmente d(A, B)
quando G estiver subentendido, por:

ec(A, B)

onde e (A, B) é o ntimero de arestas com uma extremidade em A e a outra
em B.

Dizemos que o par (A, B) é e-regular em G se para todos A’ C A, B'C B
tais que |A'| > ¢|A|, |B'| > €|B|, temos que

da(A',B') = dg(A, B) + ¢

Na verdade, a regularidade pode ser verificada apenas para subconjuntos
A" e B" de tamanho igual a a = [¢|A]] e b = [¢|B]], j& que

1oy 1 z : "o
a b ) A'cA A |=a
B”CB/,‘B”‘:()

O lema da regularidade de Szemerédi é uma poderosa ferramenta na
teoria dos grafos extremais. Uma das suas consequéncias mais importantes
é que, em circunstancias apropriadas, ele pode ser usado para mostrar que
um dado grafo possui um subgrafo fixo. Essa observacao segue direta e facil-
mente do resultado abaixo, conhecido por Lema da Contagem para grafos.
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Lema 11 (Lema da Contagem). Se G = Ui<i<;<xG"Y é um grafo k-
partido com V(G) = ViU ... UV, com |Vi| = ... = |Vi| = n, onde todos
G sdo e-regulares com densidade d, entdo o niimero de k-cliques K, em G
é:

dGnf(1+ f(e))

onde f(¢) — 0 quando ¢ — 0. Ademais, se ¢ < d, entao |f(e)| < 1, paran
suficientemente grande.

O Lema da Regulardade de Szemerédi, 1978, é o seguinte resultado:

Teorema 12 (Lema da Regularidade). Ve, to, 3Ty, ng, Se G é um grafo
com |V (G)| = n > ng, entao existe uma particao de V(G) = VoUV1 U.. .UV,
tal que:

e tg<t<Tp

o [Vo| <en

o« Vil=...= [V

e Com excecio de no maximo £t2, todos os pares (V;, V) sao e-regulares.

Uma consequéncia direta desse resultado é uma variante nas arestas,
substituindo a tltima sentenca acima por:

e Com excecio de no miximo en?, todas as arestas pertencem a pares
(Vi, Vj) e-regulares.

O conjunto Vj serd chamado ezcepcional e sua existéncia é puramente
técnica: para tornar possivel que todos os outros conjuntos tenham exata-
mente a mesma cardinalidade. Se essa condicao |V;| = |Vj| for “relaxada”
para ||V;| — |Vj|| < 1, podemos considerar Vj = 0.

A variavel ¢ty exerce uma funcdo importante limitando o niimero minimo
de partes. Ela faz com que as classes V; possam ser suficientemente pequenas
de modo que o niimero de arestas dentro dessas classes seja proporcional-
mente desprezivel. De fato, como t > tg, escolhendo um #; suficientemente
grande, o nimero de arestas internas é no maximo t("Q/ N~ ()t < (3) /o

Além disso, a varidvel Ty garante que o ntiimero de partes seja limitado
(t < Tp), pois, caso contrario, a partigao poderia ser feita em n classes de
tamanho 1, que seriam regulares trivialmente. O fato de T nao depender
de n é crucial para o lema, ou seja, é possivel ter n > Ty (é quase sempre o
caso das aplicagoes).

Observe ainda que, como o erro no nimero de pares de conjuntos e-
regulares (ou no niimero de arestas na outra variante) é de ordem quadratica,
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um grafo que tenha nimero de arestas sub-quadratico, ou seja, o(n?), sat-
isfaz o lema, trivialmente, pois todas as suas arestas poderiam ser colocadas
nos casos ruins, obtendo grafos vazios. Assim, o lema da regularidade é 1til
apenas para grafos densos.

Em [64], Szemerédi se questiona se os pares irregulares, previstos pelo
lema, existiam de fato. Um exemplo simples dessa existéncia, mostrado
em [1], é o grafo bipartido com classes A = {a1,...,an} e B ={by,..., by},
onde a;b; é uma aresta se e s6 se i < j.

Na prova do lema da regularidade, uma funcao chamada indez é definida
para cada particdo de V(G) a fim de “medir” quanto regular sdo os pares
dessa partigao. Seja P uma particao de V(G) em Vj, ..., V; e seja

t t
) 1
index(P) = > > d*(Vi, V)

i=1 j=i+1

Observe que index(P) < 1/2. A idéia principal é que se a particio P
viola as condigoes do lema da regularidade, ela pode ser refinada para uma
particdo @) com index(Q) significativamente maior, segundo o lema abaixo:

Lema 13. Sejae > 0 e G = (V, E) um grafo com n vértices. Seja P uma
particao de V em t+1 conjuntos Vy, ..., V; com |Vy| < ene|Vi| = ... =|V].
Se mais de €t? pares desses conjuntos nao sao e-regulares, entao existe um
refinamento Q de P em 1 + t4' conjuntos tal que index(Q) > index(P) +
£°/20 e o conjunto excepcional Vi aumenta de no mdximo n /4.

Segundo o lema acima, aplicando k refinamentos sucessivos, obtemos
uma particao P tal que
ked

> index(Py) > index(P) + 5
2_mde:v( ) > index )+20

—_

Portanto, k& < 10e~° e podemos obter uma particao satisfazendo as
condicoes do lema da regularidade em menos de 10~ passos.

Exemplos de aplicacao do lema da regularidade podem ser vistos na
prova do Lema 46 da secao 3.4.1 e na secao A.2.

2.2 Versao Esparsa
Como ja mencionamos, o lema da regularidade nao é 1til para grafos espar-

sos, pois aproxima grafos G = (V, E) com |E| = en?>~%, ¢,a > 0, para um
grafo vazio, j4 que o nimero de arestas ignoradas é de ordem quadratica.
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Em 1997, Kohayakawa e Rodl provaram independentemente uma versao
do lema da regularidade para grafos esparsos [42], [46]. A observacao chave é
que, com um escalonamento dos valores envolvidos por um dado p, possibilita-
se um erro subquadratico cn?~® = n?p, ou seja, p = ecn~ @ = o(1). Com
isso, redefinimos a densidade de um par de conjuntos para dgp(A,B) =
da (A, B)/p, ousimplesmente d,(A, B). Substituindo essa densidade d¢ (A, B)
na definicao de parti¢ao e-regular, temos a definicao de partigao (e,p)-
regular.

Resumindo, dizemos que o par (A, B) é (&, p)-regular em G se para todos
A" C A, B' C B tais que |A'| > ¢|A|, |B'| > ¢|B|, temos que

dG,p(A,, B,) = dG,p(A, B) +e

onde
eG(Aa B)

plA[|B|

Apesar desse escalonamento, a prova do lema original ndo poderia ser
seguida mutatis mutandi pois é possivel que algum par (V;, V) possua uma
densidade escalonada ilimitada superiormente em funcdo de n. Para isso,
devemos evitar que o grafo G esparso da aplicacao contenha um subgrafo
denso relativamente grande.

Isso porque, apesar da esparsidade de GG, poderiamos ter na particao
um par com densidade original dg (U, W) nao tao pequena quanto esperado
de forma que sua densidade escalonada dg, = dg/p, com p = o(1), seja
ilimitada superiormente em funcdo de n . Assim, o valor da medida index
da particao se torna também ilimitado, inviabilizando a prova anterior, onde
o indez era limitado em 1/2.

Sejam 0 < n < 1e0 < p < 1. Um grafo G é (n,b)-esparso com
densidade p se, YU, W C V(G) disjuntos com |U|,|W| > n|V(G)|, entao
dg (U, W) < b. Claramente, se G é (1), b)-esparso com densidade p, entdo
também ¢é (n',b')-esparso com densidade p’, paran' >n, b' > bep’ > p.

Esta notagdo, de [44], é mais apropriada para nossas aplicagoes, como
na prova do Teorema 32. Ela é mais geral do que as notagoes em [46], [35]
e [36], que limitam a densidade escalonada por 1 + 7, ao invés de b = 2.

dap(A,B) =

Teorema 14 (Lema da Regularidade para grafos esparsos). Ve, g, b,
3n, Ty, no, tais que, se G é um grafo (n, b)-esparso com densidade p e n > ny
vértices, entao existe uma particio de V(G) = Vo U Vi U... UV, tal que:

o tp <t<Tp

o [Vo| <en
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o« Vil=...= [V

e Com excecao de no maximo € (;), todos pares (V;, V;) sao (e, p)-regulares.

Obtemos a variante das arestas, substituindo a tultima sentenca acima
por:

e Com excecao de no maximo sp(g), todas arestas pertencem a pares
(Vi, Vj) (e, p)-regulares.

Um exemplo de aplicacao pode ser visto na prova do Teorema 32 da
secdo 3.2. Outros exemplos sdo citados na secdo A.3.

Nao existe [27] um Lema da Contagem geral (k-cliques K}), andlogo
ao Lema 11, para o caso esparso. No entanto, resultados de contagens de
outros subgrafos e/ou em diferentes contextos podem ser obtidos, como na
Proposicao 4.8 de [27].

2.3 Versao simples para hipergrafos

Para fins de notacao, um k-grafo é um hipergrafo k-uniforme e Ki(k), 1>k,
é o k-grafo completo com 7 vértices (ou i-clique k-uniforme).

Uma versao simples do lema da regularidade para hipergrafos [55], muito
préxima a original de Szemerédi, é utilizada em algumas aplicagoes, como em
[61] na prova de que hd uma “testemunha pequena” para ntimero cromdtico
grande de um k-grafo. Esse resultado é mostrado na sec¢ao 3.4.

Seja H um k-grafo, n = |V(H)| e sejam Xj,..., X conjuntos disjuntos
de vértices de H. Definimos a densidade da k-upla (X1,..., X) como

(X, Xy)
Ad(Xy,.... X)) = Dol 2k)
(X5 X) | Xq|. .| Xg]
onde e(X1,..., X)) é o nimero de hiperarestas com exatamente um vértice

de cada Xj;.

Dizemos que a k-upla (X1, ..., Xj) é e-regular com densidade d = d(X7q, ...

se para toda k-upla (X1,..., X}), com X] C X; e | X]| > ¢|X;|, para cada 1,
entao
d(X!,.... X)) =d+e.

Dizemos que uma particao Vg, V1, ..., V; dos vértices de H é e-regular se
] |V0| <Een
0|V1|Z...Z|Vi|
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e Todas, exceto et, k-uplas (V;,,...,V;,) sdo e-regulares

Obtemos a variante das arestas, substituindo a tultima sentenca acima
por:

e Todas, exceto en®, hiperarestas pertencem a k-uplas (V;,,...,Vi,) e-
regulares

Apresentamos entao abaixo uma versao simples do lema da regularidade
para hipergrafos, cuja prova é essencialmente a mesma para grafos (k = 2).

Teorema 15 (Lema da Regularidade simples para hipergrafos).
Fixe k > 2. Para todo e > 0 e tg > 1, existem inteiros Ty e ng tais que todo
k-grafo H com n > ng vértices, possui uma particao e-regular Vg, ..., Vs,
com t() S t S T().

Um exemplo de aplicacdo pode ser visto na prova do Teorema 39 da
secao 3.4 sobre testemunha pequena para homomorfismo entre k-grafos.

Esta versao do lema da regularidade para hipergrafos falha em obter um
resultado andlogo ao lema da contagem [53], [56]:

Lema 16 (3-grafo denso e regular, mas sem 4-clique). Para todo
€ > 0, existe um 3-grafo 4-partido H com partes V1, Vo, V3, V4, tal que todo
Vi,Vi, Vi, 1 <@ < j < k <4, é denso e e-regular, mas H nao contém uma
clique de tamanho 4.

Prova. Tome € > 0 e Vq, Vo, V3, V4 disjuntos e de tamanho n. Considere
ainda uma 2-coloracao aleatéria dos pares {v;,v;}, v; € Vi, v; € Vj, 1 <i <
j<d

Construiremos #H da seguinte forma: uma 3-upla {v;,v;, v}, 1 < i <
Jj < k < 4, é uma hiperaresta de # se e s6 se os pares {v;,v;} e {v;,vx}
receberam cores diferentes.

E facil verificar que H nao contém uma clique {v1,va,v3,v4}, pois, dos
pares {v1,v2}, {v1,v3} e {v1,v4}, dois devem possuir a mesma cor, pelo
principio da casa dos pombos.

Usando a desigualdade de Chernoff, para n suficientemente grande, é
facil verificar que

1
‘d(‘/HV]aVk) - 5‘ <e

e que (V;,V;, V) é e-regular, 1 <i < j <k <4.
Para isso, basta tomar varidveis indicadores X, para e = {v;,v;, vy} ser
uma hiperaresta. Claramente, E(X,) = 1/2. Seja

X:ZXe

ec(Vi, V5, V)
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o nimero de hiperarestas em V;, V;, Vj.
Pela linearidade da esperanca, E(X) = n?/2 e, por Chernoff,

1
P(ld(V;, V;, Vi) — §| >¢e) = P(|X — B(X)| > en®) < 2exp{—2¢?n3/3} — 0.

O mesmo ocorre tomando (V;, V], V), tais que |V/|,|V/|,|V{| > en, e
obtendo o niimero de hiperarestas em V/, V/, V)| como

X' = Z X,.

e€(V/,V]\Vy)

Pela linearidade da esperanca, E(X') = |V/||V]||V{|/2 e, por Chernoff,

1
P(|d(V}, Vi, Vi) = 51> &) = P(X" = B(X)| > e[V || V}I[Vi])
< 2exp{—2¢?|V/||VjI|V{]/3} < 2exp{~2¢"n*/3} — 0.
O

Nas se¢oes seguintes, veremos abordagens mais sofisticadas para se chegar
a uma versao do lema da regularidade para k-grafos, que permita um lema
da contagem associado.

2.4 Versao para 3-grafos

O lema da regularidade de Szemerédi decompoe qualquer grafo em blocos
quase-aleatorios: os pares e-regulares. Essa nocao de quase-aleatoriedade
admite a companhia do Lema da Contagem exposto e usado em aplicagoes.

Para desenvolver um lema da regularidade razodvel para hipergrafos, ou
seja, que decompoe o hipergrafo em blocos quase-aleatdrios, é importante
levar em consideracao um Lema da Contagem associado, que estimaria o
ntimero de hipergrafos com dado isomorfismo em uma colecdo de blocos
quase-aleatorios, o que seria de grande utilidade para aplicacgoes.

Véarios conceitos tentando capturar a nocao de quase-aleatoriedade para
hipergrafos foram estudados. O conceito central em [9] e [10], denominado
“deviation” , admite um lema da contagem, bem como em [48], mais recente,
com outro conceito denominado “discrepancy”.

Além disso, era necessdrio propor particionamentos mais sofisticados. No
lema da regularidade de Szemerédi, por exemplo, a estrutura principal a ser
regularizada é o conjunto de arestas do grafo, onde uma particao dos vértices
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é usada como estrutura auxiliar. Resumidamente, as arestas (2-uplas) sdo
regularizadas em relacao aos vértices (1-uplas).

Se, para k-grafos, as k-uplas sdo regularizadas em relacdo aos vértices,
como em [55], mostrado na secao anterior, entao a analogia natural com o
lema da contagem falha [53]. Uma abordagem mais refinada foi considerada
em [7] e [24], sem intencdo de obter um lema da contagem. O particiona-
mento auxiliar é feito sobre as j-uplas, para cada j < k.

Seguindo este conceito, Frankl e Rodl [25] provaram um Lema da Regu-
laridade para 3-grafos, com particionamento auxiliar nas 2-uplas e outro nos
vértices. Além disso, provaram um lema da contagem para o caso especial
do K f). Posteriormente, provou-se o lema da contagem geral para Ki(?’),
i > 3, em [53] (ver [54] para uma prova mais curta e interessante). Seguindo
a mesma linha, R6dl e Skokan [59] estenderam o lema da regularidade para
k-grafos e obtiveram o lema da contagem associado, que serdo expostos na
préxima segao.

Para detalhamento do lema da regularidade para 3-grafos de Frankl e
Rodl, sao necessarias algumas defini¢oes preliminares.

Fixe Il > 3. Sejam H um 3-grafo e G um grafo, ambos [-partidos com
mesmo conjunto de vértices V =V, U... UV,

Seja K3(G) a familia de 3-uplas de vértices que formam triangulos (K3)
em um grafo G.

Fixe classes V,,Vp, V., onde 1 < a < b < ¢ < [. Para r > 1 inteiro,
seja GaP¢ = {G9b ... G} uma familia de r subgrafos de G[V,, V;, V.] (o
subgrafo 3-partido de G induzido sobre V, UV, U V).

Definimos assim a densidade do 3-grafo H com respeito a G®¢ como

d(H|Gabc) — |H N Ulgsgr IC3(Glslbc)|
|U1§s§r IC3(G(slbc)|

se o denominador for maior que 0. Sendo, a densidade é igual a 0. Ou seja,
representa a fracao de triangulos de G2P¢ que sao hiperarestas de .

Dizemos que H é (d3,ds, r)-regular com respeito a um grafo G se, para
escolha de qualquer V,,V},, V., com 1 < a < b < ¢ <1, e de qualquer familia
Gabe = [Gebe ... G} de subgrafos de G[V,,V;,V.] com mais de uma
fracao d3 do total de tridngulos, ou seja, satisfazendo

| U Ks(GP)| > 65|K3(G[Va, Vi, Ve
1<s<r

entao

d(H|G2P€) = d3 + 5.
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Grosso modo, subgrafos 3-partidos de G com “muitos” triangulos tém
muitas hiperarestas de H. O conceito de (03, ds,r)-regularidade caracte-
riza a nocao usada de quase-aleatoriedade para 3-grafos, dando controle do
hipergrafo H em relacao ao grafo G.

Estamos interessados nos casos em que H é (03, d3,r)-regular com re-
speito a um grafo G com mesma [-particao e cada G[V,, V3] é d9-regular com
densidade dy & 09, para cada 1 < a < b <.

Grosso modo, o 3-grafo H (d3,ds, r)-regular com respeito ao grafo G J,-
regular formam os “blocos quase-aleatdrios” que serao obtidos pelo lema da
regularidade na decomposicao de quaisquer 3-grafos suficientemente grandes.

A importancia em se considerar uma familia de r subgrafos, ao invés
de um subgrafo apenas, estd no fato de que, quanto maior r, mais grupos
de tridangulos de G sao considerados. Um exemplo muito simples pode ser
montado. Suponha que tenhamos G 3-partido completo cujas partes tem
dois vértices: A = {aj,a2}, B = {b1,b2} e C = {c1,c2}. Considere o
grupo de triangulos {a1bicy, a1bocy, asbecy}. Ele ndo pode ser obtido com
um subgrafo apenas (r = 1), pois seriam necessarias as arestas ajby, ajby
e agby entre A e B, as arestas ajci, ajcy € ascy entre A e C, e as arestas
bicy, baco € bacy entre B e C, o que geraria, além dos tridngulos desejados, o
triangulo a1bacy indesejado. Mas, com dois subgrafos (r = 2), é possivel se
obter exatamente o grupo desejado de triangulos. Disso conclui-se que, para
r > 1, (03, r)-regularidade implica (d3, 1)-regularidade, mas nao o contrario.

Neste ponto, descreveremos o particionamento do lema da regularidade
para 3-grafos, que serd de duas formas: nos vértices e nos pares de vértices.
Fixe t,l, 09, 3, d2, d3 reais positivos. Uma (¢,[)-particio consiste de:

e Particdo nos vértices: V=V, U...UV, onde |Vi| < ... < |Vj| <
Vil +1

e Particao nos pares de vértices: O grafo bipartido completo com
partes (Vg,V3), para todos 1 < a < b < ¢, é particionado em [, grafos
bipartidos G¢*, ..., G?abb disjuntos nas arestas, onde 1 < j <l <.

Uma (¢,1)-particao é (u, da, do)-equilibrada se:

e Todo, exceto no maximo pun?, par de vértices (vq, ), vq € Vg, vy € Vp,
pertence a um grafo G?b do-regular com densidade do + o, para todo
1<a<b<tel <j <l <l Ouseja, a maioria dos pares de V
pertencem a grafos bipartidos regulares.

Esta notacao mais geral estd de acordo com a generalizagao para k-grafos
da préxima se¢io [59]. Em [27], toma-se um erro u(5)m?, onde m = |n/t].
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Além disso, em [25] e [58], toma-se Iy, = [, para todos 1 < a < b < te,
consequentemente, do = %
Segundo Frankl e R6dl [25], uma (,)-parti¢do é (d3,r)-regular se:

e toda, exceto d3n?, tripla (ve, vy, ve), vq € Vo, vp € Vi, ve € V., per-
tence a uma triade de grafos T%¢ = G%’b U G?lfc U GYe tal que H
é (63,d(H|T%), r)-regular com respeito a T, onde 1 < jup < lap,
1§jbc§lbce 1§jac§lac-

Alternativamente, segundo Rodl e Skokan [59], uma (¢,[)-particao é
(03, 7)-regular se:

e toda, exceto d3n3, hiperaresta de H é do tipo (va,vp,ve), V4 € Va,
vp € Vi, ve € Ve, (va, ) € G%)ba (vp,vc) € ngcc, (va,ve) € G;‘fca

onde H é (83, d(H|T), r)-regular com respeito a triade de grafos

abc __ yab be ac
T - Gjab U Gjbc U Gjac'

Essas versoes de (t,1)-particdo (d3,7)-regular sdo equivalentes. Em com-
paracao com a regularizacao sobre grafos, a segunda pode ser vista como
a original sobre as arestas e a primeira pode ser vista como regularizacao
sobre pares de vértices, que ndo é muito diferente, visto que o grafo nao é
esparso.

Um tltimo comentdrio sobre H ser (83, d(H|T9¢), r)-regular com respeito
a triade T¢ = G%’b U G?:C UGS¢ de grafos faz-se necessdrio. Isso significa
que para escolha de qualquer familia F2P¢ de r subgrafos de 7% com mais
de uma fragio d3 do total de tridngulos, ou seja, satisfazendo

|3 (F229)| 2 05113 (T)]

entao

d(H|FaPC) = d(H|T™) + 6.

Finalmente, com todas essas definicbes, podemos enunciar o lema da
regularidade para 3-grafos:

Teorema 17 (Lema da Regularidade para 3-grafos). Para todos reais
positivos i e d3, e fungdes

52 : (Oa 1] — (Oa 1]a
r:Nx (0,1] = N,

existem Ty, Ly e ng tais que, para todo 3-grafo H com n > ng vértices,
existem inteiros t,l,ds e uma (t,l)-particao (u,ds,ds)-equilibrada (ds,7)-
regular de H tais que t < Ty e | < Lg, onde 09 = do(da) e r = r(t,ds).
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Observe que do deve ser escolhida como funcido de ds. Temos entdao a
seguinte quantificacao, que deve ser respeitada na elaboragdo do Lema da
Contagem abaixo para 3-grafos, também provado em [53] e [54]: u,d3 >
03 > da > 0a.

Teorema 18 (Lema da Contagem para 3-grafos). Fixe um inteiro
Il > 3. Vds dd3 Vdy Jd9 e existem inteiros positivos r e ng tais que, se
H é um 3-grafo l-partido (03, ds,r)-regular com respeito a um grafo G do-
regular com densidade dy £ 09, com particao V(H) = V(G) =V, U... UV,
e |Vil =n > ngy,1 <i <, entdo o nimero de l-cliques no 3-grafo H é:

Ki(H)] = (1 £ £(32)d ) nt,

onde f(d3) — 0 quando 3 — 0.

A prova desse Lema da Contagem em [54] é muito interessente e apre-
senta técnicas uteis para atacar problemas similares. Resumidamente, a
prova é feita por inducdo em [ > 3. O caso base [ = 3 para o 3-grafo
3-partido H = HY%3, é trivial. Para [ > 3 e fixando um vértice v € V7,
define-se o grafo de liga¢io L, de modo que (v;,v;) é uma aresta de L,,
para v; € V; e v; € Vj, se e 86 se é uma aresta de G e (v,v;,v;) é uma
hiperaresta de H.

O fator chave da prova é a aplicacao do lema da regularidade de Sze-
merédi sobre o grafo de ligagao L,. Usando a inducao, estima-se entao o
ntmero de [-cliques de H a partir de uma soma do nimero de (I —1)-cliques
de subhipergrafos de H induzidos sobre partes regulares do grafo de ligagao
L,.

Na proxima segao, como ilustracao, apresentamos uma generalizacao
para k-grafos de Rodl e Skokan [59] semelhante a esta para 3-grafos.

2.5 Versao para k-grafos

Como ilustracao, mostramos a generalizacao de Rodl e Skokan [59], que
estenderam o lema da regularidade de 3-grafos para k-grafos, k£ > 3, seguindo
a mesma abordagem anterior.

Nosso interesse aqui é devido a necessidade de se particionar sobre as j-
uplas, para cada j < k, pois a versao para subgrafos da se¢ao 2.6, que foi alvo
de nosso estudo, particiona de outra forma, praticamente impossibilitando
um lema da contagem geral.

Fixe | > k > 2. Para todo 2 < i < k, seja G um i-grafo [-partido com
particio V5 U...UV,. Consequentemente, G =V, U...U V.
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‘Seja ICj(g(i)) a familia de j-uplas de vértices que formam uma clique
K em G0, 2 <i<j <k

Para j > 3, fixe classes V;,,...,Vj;, onde 1 <4y,... <i; <I. Parar > 1
inteiro, seja QU1 = {ng_l), ey quj_l)} uma familia de sub-hipergrafos
de GU-VV;,,.. -, Vi;] (o sub-hipergrafo j-partido de GU=Y induzido sobre
Vi, u...u V@J-

Definimos entao a densidade de GU) com respeito a QU1 como

169 Uy cue, K5(QF )]
| Ulgsfr ICJ( gj_l))|

se 0 denominador for maior que 0. Senao, a densidade ¢ igual a 0. Ou seja,
é a fracao de hiperarestas (de tamanho j) que sdo (j — 1)-cliques.

Dizemos que G é (04,dj,r)-regular com respeito a GU=1 ge para escolha
de qualquer V;,,...,V;;, com 1 < 4,... < ij <[, e de qualquer familia
QU-Y = {ng_l), el ng_l)} de sub-hipergrafos de GU-V[V;,,..., Vi;] sa-
tisfazendo

d(g|Qu—1)

| U K5(QU)) > 61K (GY D Vi, ... Vi)

1<s<r

entao

d(g(j)|Q(j*1)) =d;j +§;

O conceito de (05, dj, r)-regularidade caracteriza a nocao usada de quase-
aleatoriedade para j-grafos, dando controle do hipergrafo G () em relaciio ao
hipergrafo gU —1) Para obter maior controle sobre gU), adicionam-se res-
tricdes sobre GU—1) em relacio a GU~2) e assim por diante.

Definimos assim uma (I, h)-estrutura, h < [, como sendo um sistema
{g(ﬂ}g:l de j-grafos I-partidos GU) satisfazendo GU) C ICj(g(j_l)), para
2 < j < h, com mesma particio nos vértices G = V; U...UV}. Ou seja,
toda hiperaresta de G) forma uma (j — 1)-clique em GU=1.

Dizemos que uma (I, h)-estrutura é (d,d, r)-regular, para r > 1 inteiro e
vetores 0 = (dg,...,0;) ed = (da,...,dy), se:

o G2 [Va, V3] € do-regular com densidade dy £ 09, paracada 1 < a < b <1
o GU) ¢ (04,dj,r)-regular com respeito a GU=1), para cada 3 < j < h

A grosso modo, (I, h)-estruturas regulares sao os “blocos quase-aleatérios”
que serao obtidos pelo lema da regularidade na decomposi¢ao de quaisquer
k-grafos suficientemente grandes.
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Neste ponto, descreveremos o particionamento realizado pelo lema da
regularidade para hipergrafos. Considere o vetor a = (ay,...,a5_1) € 0s
vetores § e d. Seja P = P(k — 1,a) = {PW,..., P¢=D} uma familia de
partigoes dos vértices, duplas, triplas,...,(k — 1)-uplas de V.

Definigao 19. Dizemos que P é (i, d, d, r)-equilibrada se satisfaz as seguintes
condicoes:

o P = {Vi : 1 <i < a1} é uma particao de vértices de V tal que
Vi < ... <V, | £ 1] +1

o PU) é uma particio de K;(GV)) = K,EZ)(W, ..., Vq,) tal que, se ngfl),
LQYTY e PUTY e k(UL QFY) # 0 entdo K (UL, QF7) ¢

particionado em no maximo a; partes.

e Todas exceto no maximo un* k-uplas K de V sao tais que existe
uma unica (k,k — 1)-estrutura (d,d, r)-regular P(K) = {Q(j)};?;ll tal
que QY possui como membros (l;) diferentes partes de PY) e K €
Kr(@*D) ... c Kp(@W)

A estrutura P(K) = {Q(j)}ﬁ;ll faz o papel dos pares (V;,V;) no Lema
da regularidade de Szemerédi.

Nos dizemos que um k-grafo HE) 6 (0g,7)-regular com respeito a uma
familia de particdes P se todas, exceto no maximo d;nF, hiperarestas K de
HE) si0 tais que K € Kx(GW) e P(K) = {QU) ;“;11 é a unica (k,k — 1)-
estrutura onde K € Kj(Q*~1),

Finalmente, com todas essas definicbes, podemos enunciar o lema da
regularidade para k-grafos, que é essencialmente igual ao lema da regu-
laridade para grafos e para 3-grafos:

Teorema 20 (Lema da Regularidade para k-grafos). Para todos reais
positivos u e O, e fungoes

8;: (0,1%7 = (0,1],Vj = 2,...,k— 1,

r:Nx (0,12 5 N,

existe Ty e ng tais que, para todo k-grafo H*) com n > ng vértices, existe
uma familia de parti¢coes P = P(k—1,a) e um vetor d = (da,...,d;—1) tais
que para o vetor § = (d2,...,0,_1), onde §; = 0;(d;,...,d_1),2<j <k, e
para r = r(a1,d), temos que:

e P é uma familia de particées (u,d,d, r)-equilibrada
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e a; <Ty,paratodoi=1,...,.k—1
o HK) é (6, r)-regular com respeito a P

Observe que, para 2 < j < k, a constante J; deve ser escolhida como
funcdo de dy, ..., d;_1. Logo, podemos garantir que d; > min{d;,...,dy_1}.
Entretanto, nao h4 controle algum sobre a relacao entre ; e dj_1. Ou seja,
podemos ter d; > d;_1, gerando a seguinte hierarquia:

Podp >0 > dp 1> 01> ... > do > 09

Essa quantificacao deve ser respeitada na elaboracao do Lema da Con-
tagem abaixo para k-grafos, também provado em [59].

Teorema 21 (Lema da Contagem para k-grafos). Para todos inteiros
2 < k <1 vale que: YuNd36xVdy_130;_1 ... Vda3ds e existem inteiros pos-
itivos r e mg tais que, com vetores d = (dg,...,dg), d = (02,...,0%) €
m > my, Sse {g(j)};?:1 é uma (I, k)-estrutura (6,d,r)-regular com particao
Viu...UVie V] =m,1 <i <, entdo o nimero de [-cliques em Gk ¢:

S
(G = (1 £ p) T dp'm!

h=2

Esse resultado ¢ essencialmente igual para o caso k = 3 de [53] e [54],
apresentado na se¢ido anterior, porém com prova bem mais técnica.

2.5.1 Particionamentos Necessarios

Como mostrado na se¢ao 2.3, a versao simples do lema da regularidade
para hipergrafos falha em obter um lema da contagem geral. Em especial,
o Lema 16 prova que existe um 3-grafo 4-partido denso e com partes e-
regulares entre si, mas sem clique de tamanho 4.

A secao 2.5 acima apresenta um lema da regularidade para k-grafos e seu
Lema da Contagem associado. Os particionamentos sao feitos sobre todas
as j-uplas, Vj < k.

Surge entao a seguinte questao: E possivel obter um Lema da Contagem
geral sem particionamento das (k — 1)-uplas, para k£ > 37 O lema 23 abaixo
responde negativamente para o caso kK = 4 e pode ser facilmente estendido
para o caso geral. Considere primeiramente as defini¢oes abaixo.

Configuragao 22. Sejam k, r e n inteiros dados. Sejam dy, 04, do, 69 reais
positivos nao nulos. Suponha que:
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e V=WVU...UV, |Vi| = ... = |Vi| = n é um particionamento do
conjunto de vértices V. =V (P) =V (H)

e P=Ui<icj<k P é um grafo k-partido onde todos P sdo 0;-regulares
com densidade dy, V1 <i < j <k

o H = U1§f<h<i<j§k MM 6 um 4-grafo k-partido tal que as arestas
de P dao suporte as hiperarestas de H. Ou seja, se (vg,vp, v, vj) €
4-aresta de H/MJ | entdo (vy,vp) € P, (vp,v;) € PIY, (vg,v;) € P17,
(vh,vi) € Phi, (vh,vj) € Phj, (vi,v]’) € Pij, Vi<f<h<i<ji<k

Seja P/Mi = pfhypfigpfiyphiuypPhiupPi 1< f<h<i<j<k.

Uma r-upla P de subgrafos ¢ um conjunto de subgrafos

plhij — U Psfhz] _ (Plfhzj’ L ’Prfhm)’
1<s<r

onde Psfhij C Pfhij, Vi<s<r.
Seja Q(G) o conjunto de 4-cliques de um grafo G. Seja Q(P/"7) =
Uics<r Q(ng hij ). A densidade de uma r-upla P/" mede a proporcao de

— 7
4-cliques de P/ que sao hiperarestas de H. Ou seja,

7
_ HNQwIM)]
—T

—_—
dgy (PTM17) .
|Q(PThir)]

Dizemos que 1/ é (d4, 4, 7)-regular com respeito a PIhii ge. para toda
r-upla PFhJ com |Q(PT"7)| > 6,|Q(P1"7)|, temos que dy (P/"7) = dy+d4.

Lema 23 (4-grafo 5-partido denso e regular, mas sem 5-clique).
Fixe do > do > 0. Para todo 04,7 > 0, existe ng tais que, se V e P sao
de acordo com a Configuracao 22, para k = 5, entao existe um 4-grafo ‘H
5-partido, também de acordo com a Configuracao 22, sem clique de tamanho
5, tal que HI"I ¢é (%, 84, 7)-regular com respeito a P/ V1 < f < h <i <
i <5,

Prova. Considere uma 2-coloracao aleatéria das triplas {vp, v;, v}, vy € Vj,
v €Vi,vj eV, 1 <h<i<j<s.

Construiremos H da seguinte forma: uma 4-upla {vy,vs,v;,v;} € uma
hiperaresta de # se e sé se as triplas {vy, vy, v; } € {vf,vp,v;} receberam cores
diferentes, e (vy,vp) € P (vp,v;) € PIi, (vy,05) € P, (vp,v;) € P,
(vh,vj) € Phj, (vi,v]’) € Pij, 1<f<h<i<j<h5h.
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E facil verificar que H nfio contém uma clique {v1,v9,v3,v4,v5}, OIS,
das triplas {vi,ve,vs}, {v1,v2,v4} e {v1,v2,v5}, duas devem ter a mesma
cor, pelo principio da casa dos pombos.

De forma analoga ao Lema 16, também é facil verificar que, para n > ng
suficientemente grande, H /"7 é (%, 64,7)-regular com respeito a P/ V1 <
f<h<i<j<5h.

. . . y

Para isso, fixe 1 < f < h < i < j < 5, e uma r-upla P/ com

— . — 1
|Q(PIMi7)| > 64|Q(P/M7)|. Queremos provar que dy (P/"7) = 1 £ 4.

Para isso, tome varidveis indicadores X, para e = {vg, vp,v;,vj} ser
uma hiperaresta de H, onde (vy,vy) € prh, (vf,v5) € Pl (vf,v5) € pPli,
(vn,vi) € P, (vp,v5) € P, (v;,0;) € P4

—
Claramente, E(X,) = 1. Seja X o ntimero de hiperarestas em Q(P/"V):

X= > X
—_—
e€cQ(PIhil)

—
Pela linearidade da esperanca, temos que E(X) = |Q(P/"7)|/2.
Como os grafos P sio d9-regulares com densidade do, V1 < i < j < 5,
temos, pelo Lema 11 da contagem, que
4
2

QP = ) nt(1 £ £(6)),

onde |f(d2)] < 1, ja que 2 < da, e f(d2) — 0 quando d — 0.
Finalmente, por Chernoff,

i1 —
P(ldy(P™) = 5| > 01) = P(X = E(X)| > 4|Q(PT")))
< 2exp{~207|Q(P/")[} < 2exp{-263|Q(P/")|}
< 2exp{—203dSn*(1 — f(62))} — 0.

O

A formalizacao do corolario abaixo segue a Defini¢ao 19 e é muito técnica.
Mas a idéia geral é a mesma. Se temos particionamentos de todas as j-uplas,
para cada j < k — 2, mas ndo temos particionamento das (k — 1)-uplas, ndo
conseguimos obter um lema da contagem.

Coroldrio 24 (k-grafo (k + 1)-partido denso e regular, mas sem
(k + 1)-clique). Fixe 0 < 6,4 < 1 e os vetores a = (ay,...,a5-9), 6 =
(81,...,0k_2) ed = (di,...,dx_s). SejaP = P(k—2,a) = {PD), ... PH-2}
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uma familia (u, §, d, r)-equilibrada de particoes dos vértices, duplas, triplas,...,(k—
2)-uplas de V. Entao existe um k-grafo H (k + 1)-partido sem clique de
tamanho k + 1, tal que H[iy, ... ix] é (%, 0k, T)-regular com respeito a

U P(k_Q) [jh cee ajk—?]a
{d150sdk—23 a1, 00k }
paral <iq,...,i; <k+1.

Prova. Mesma idéia do Lema 23. Basta considerar uma 2-coloracao aleatoria
das (k—1)-uplas {v;,,...,v;,_, },ondev;; € V;,, paral <iy,... ig_1 < k+1.

Com isso, construimos H da seguinte forma: uma k-upla {v;;,...,v;, }

é uma hiperaresta de H se e sé6 se as (k — 1)-uplas {v;,,...,vi,_,,vi, ,} €

{viy,...,vi,_,,vi, } receberam cores diferentes e, para todos {j1,...,jx_2} C
. . —9r - .

{i1,... i}, temos que {vj,,...,v;, ,} € pk )[jl, ey Tk O

2.6 Versao para Subgrafos quaisquer

O Lema de Szemerédi realiza a regularizacao das arestas (K3) de um grafo
qualquer. O Lema de Frankl-Rodl realiza a regularizacao das hiperarestas
de um 3-grafo qualquer, que pode ser considerado, grosso modo, uma regu-
larizacdo sobre os triangulos (K3) de um grafo qualquer, cujos tridngulos
representariam as hiperarestas do 3-grafo. Da mesma forma, o Lema de
Ro6dl-Skokan realizaria a regularizacio das k-cliques (Kj) de um grafo qual-
quer.

Motivados pelo problema de se encontrar um limiar severo para a pro-
priedade Ramsey R (toda 2-coloragao nas arestas gera um triangulo monocro-
matico), em 2006, Friedgut, Rodl, Rucinski e Tetali [27] provaram uma
versao do lema da regularidade que realiza a regularizacao sobre um sub-
grafo H qualquer dado. Por exemplo, com algumas restricoes, H = Ko,
H = K3 e H = K}, corresponderiam aos casos anteriores, respectivamente.
Além disso, ela é mais geral, pois é possivel restringir quais copias de H de-
verao ser consideradas, ao invés de todas. Chamaremos de S a essa familia
de cépias especiais de H.

No entanto, essa versao é mais restritiva do que os casos Ko, K3 e K,
pois obriga que o grafo a ser regularizado seja, respectivamente, bipartido,
tripartido ou k-partido. Apesar dessa restri¢do, temos uma ferramenta geral,
embora complexa, para atacar problemas que necessitem de regularizagao
sobre quaisquer subgrafos.
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Em geral, o grafo G = (V, E) a ser regularizado deve ser um subgrafo
de H™, m a ser definido, ou seja, o grafo obtido de H, substituindo cada
vértice z de H por um conjunto V, com m vértices, mantendo a relacao das
arestas, ou seja, cada aresta por um Ky, y,.

Sé nos interessarao copias H' de H em G consistentes com essa cons-
trucao de H™, ou seja, se para cada vértice z de H, a sua imagem z’ em
H' pertence a V. Seja entao Cy(G') o conjunto das cdpias consistentes de
H em G' C G. Obviamente, S C Oy (G).

Essa versao do lema da regularidade trata também de grafos esparsos,
ja que o limiar da propriedade R, que serviu de motivagao, é da ordem de
n~1/2. Como em Kohayakawa-Rodl [42], também sera necessdrio escalonar
a densidade por um fator p. Mas, aqui surge uma diferenca. Neste caso,
deveremos ter duas medidas de densidade, uma relativa as arestas e outra
as cépias de H. Além disso, como em [42], deveremos evitar um subgrafo
relativamente grande “denso”, segundo essas duas defini¢oes de densidade,
ou seja, limité-las superiormente por constantes D e D* dadas.

Seja p > 0 um real e A, B C V(G) conjuntos disjuntos. Definimos a
densidade de arestas dy(A, B) do par (A, B) como:

ec(A, B)

d,(A,B) = LB 2)
o4 B) = rAlB]

onde e (A, B) é o nimero de arestas com uma extremidade em A e outra
em B.

Seja p* um real e R um subgrafo de G. Definimos a densidade de sub-
grafos dgp+(R) como:

SN Cr(R)|
ds,p*(R) = p*|CH(R)|

O lema da regularidade para subgrafos é o teorema abaixo. A defini¢ao
de (t,1)-particao (¢(1), p)-uniforme (4, S)-regular de G é dada logo em seguida.

Teorema 25 (Lema da Regularidade para Subgrafos). Para todo
grafo H, h = |V (H)|, Y6 >0, D > 0, D* > 1 reais e para toda funcao

e:N— (0,1],

existem Ty, Lo e ng, tais que vale o seguinte: se G é um subgrafo de H™,
com |V (G)| =n = hm > ny, satisfazendo que

e nenhuma aresta de G pertence a mais de |Cy(G)|/log® n cépias con-
sistentes de H,
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e VA, B C V(G), disjuntos com |A|,|B| > n/logn, temos d,(A, B) < D,
e VR C G, com |Cy(R)| > |Cy(G)|/log? n, temos ds » (R) < D*,

para algum 0 < p,p* < 1, e para alguma familia S C Cy(G), entao existe
uma (t,1)-particao (e(l), p)-uniforme (6, S)-regular de G, onde:

o t < T
o [ < Ly

Uma (t,1)-particao de G C H™ consiste de uma particao nos vértices e
outra nas arestas, a saber:

eV, =V>IU...UV! onde [V} <... < |V < |V} +1, Vo € V(H),
onde V representa xr em G C H™

. Gfgz = f,c(f{’i’j) %’k, Vey € E(H), com [(zy,i,j) <1, onde Gyy =
G[Vy, V,] representa a aresta zy em G C H™ e G}, = Gmy[Vl?, Vi)

Uma (t,1)-particdo de G é (e, p)-uniforme se todas, exceto uma fracao ¢,
das arestas de G pertencem a subgrafos G%’k (¢, p)-regulares.

Uma (¢,1)-particao de G é (4, S)-regular se todas, exceto uma fragao 4,
das cépias consistentes de H em G pertencem a poliades (9, S)-regulares. O
conceito de poliade reqular aqui mencionado faz o papel dos blocos quase-
aleatorios do lema da regularizacao.

Uma poliade P é um subgrafo de G obtido selecionando uma parte Ve,
Vx € V(H), e um subgrafo G%’“”k”, Vzy € E(H). Ou seja, fixando 1 <
iy <t,Vz e V(H), e fixando 1 < kyyy < (zy,4,j), Voy € E(H), temos:

P U ae
zyeE(H)

Dizemos que uma poliade P é (4, S)-regular se VQ C P com |Cy(Q)| >
3|Cr(P)|, temos que dg,+(Q) = dg - (P) £ 0.

A figura 2.1 ilustra o grafo G, subgrafo de H™, com classes de vértices
Vi,...,Vs (nos circulos maiores), com particionamento dos vértices (nos
circulos menores internos) e das arestas (entre as partes).

Como j4 citado, nao existe [27] um lema da contagem geral para o caso
esparso. Porém, para a aplicacao do Teorema 25 para o caso especifico da
propriedade Ramsey R, foi obtido um resultado de contagem de subgrafos
estrelas segundo um formato predeterminado [27].
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Figura 2.1: Exemplo dos conceitos da regularizacao sobre subgrafos
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Capitulo 3

Heranca de Uniformidade

3.1 Introducao

Um dos resultados mais simples sobre heranca é conhecido como Slicing
Lemma [50]. Se um grafo é e-regular com densidade d, entao todo subcon-
junto com an vértices induz um grafo e/a-regular com densidade d, para
a > g, onde n é o nimero de vértices.

Um resultado mais forte de heranca foi obtido segundo um contexto
bastante interessante. Seja G = (V, E) um grafo. Sejam x(G) e girth(Q)
0 nimero cromético e o tamanho do menor ciclo (ou circunferéncia) de
G. Em 1959, Erd6s provou que existem grafos com nitimero cromadtico e
circunferéncia tao grandes quanto se queira.

Esse resultado é surpreendente, pois vai contra o senso comum de que,
quanto maior o nimero cromatico, mais conectados estariam os vértices e
menor seria a circunferéncia do grafo. A prova em [2] apresentada abaixo é
curta e é uma aplicacao simples do método probabilistico.

Teorema 26 (Erdés, 1959). Para todos k,l positivos, existe um grafo G
com girth(G) > 1 e x(G) > k.

Prova. Fixe < 1/ e seja G = G(n,p) com p = n’~!. Seja X o ntimero de
ciclos de tamanho menor ou igual a /. Entao

l (n)i ! nf
23 Qzlpz ZQ_ZS

% =3

= o(n),

=] |

jd que Ol < 1, onde (n); = n!/(n — ). Portanto, pela desigualdade de
Markov, P(X > n/2) < E(X)/(n/2) = o(1).

30



Seja (@) o tamanho do conjunto independente maximo de G. Seja
Yy = [%Inn]. Para todo Y C V(G) com |Y| = y, seja Ay o evento de Y ser
um conjunto independente. Portanto,

P(a(G) > y) = Pr [YC\V/(G) AY] < ysz;G) P(Ay)
Vi=y e

Como 1 — p < e P, para p > 0, temos que

n

B(a(G) > y) < (y

)= < e — o),

Seja n suficientemente grande tal que P(X > n/2) < 0.5 e P(a(G) >
y) < 0.5. Entao existe um grafo G com menos de n/2 ciclos de tamanho
menor ou igual a Il e com a(G) < 3n'’Inn.

Remova de G um vértice de cada ciclo de tamanho menor ou igual a [.
Isso gera um grafo G* com pelo menos n/2 vértices. G* possui circunferéncia
maior que ! e a(G*) < «a(G). Logo, tomando n suficientemente grande,
temos
|E(G™)] n/2 n’

) > > =
x(@) 2 a(G*) T 3n'~%nn  6Inn

>k

O

Assim, existem muitos grafos G com x(G) > k, mas que se “compor-
tam” localmente como uma arvore, pois tem circunferéncia grande. Natu-
ralmente conjecturou-se que nem sempre existe subgrafo H C G com |V (H)|
“pequeno” e x(H) > k, ou seja, uma “testemunha pequena”’ com nimero
cromético elevado.

Em 1985, Duke e R6dl [14] provaram justamente o contréario para grafos
G nao esparsos com numero cromatico “robustamente” elevado.

Teorema 27 (Testemunha pequena para grafos). Para todo k > 0 e
€ > 0, existem inteiros positivos ng e r tais que ocorre o seguinte: Seja G
um grafo, com n > ny vértices e m arestas, tal que x(H) > k, para todo
subgrafo H C G com pelo menos m —en? arestas. Entao existe um subgrafo
J C G com x(J) > k e no maximo r vértices.

O grafo J representa a “testemunha pequena”, ji que tem tamanho
limitado por r, que independe do numero de vértices de G, que pode ser
tao grande quanto se queira. Recentemente, Goldreich, Goldwasser e Ron
[31] obtiveram melhores limites superiores para r, na motivacido de encon-
trar algoritmos eficientes para testar se um grafo possui ou nao uma dada

31



propriedade. Seus resultados foram melhorados posteriormente por Alon e
Krivelevich [3].

Na prova do Teorema 27, utilizou-se um poderoso lema auxiliar que in-
troduzia um conceito sofisticado de heranca de uniformidade, ou seja, a
capacidade de um grafo uniforme “passar” essa propriedade aos seus sub-
grafos.

Defini¢ao 28 (e-uniforme com densidade d). Dizemos que um grafo G
é e-uniforme com densidade d se YV' C V(G), com |V'| > ¢|V(G)|, entao
B@GVDI/(Y) =dxe.

Observe a diferenca entre a definicao acima de grafo e-uniforme e a
defini¢ao na secao 2.1 de grafo bipartido G e-regular.

Grosso modo, o lema afirma que, V3,¢’, 3eg, wg, se um grafo G é e-
uniforme com densidade d, para ¢ < gg, entao o nimero de subconjuntos
W C V(Q), [W| =w > wg tais que G[W] é &’-uniforme com densidade d é

pelo menos
V(G)]
w .

-
O fator (1— /") representa um pequeno erro que chamaremos de “super-
exponencial”, pois § pode ser tdo pequeno quanto se queira.

3.2 Grafos Esparsos

Recentemente, em 2004, Gerke, Kohayakawa, Rodl e Steger [29] provaram
o resultado de Duke e Rodl (existéncia de uma “testemunha pequena” para
x(G) > k) para uma classe grande de grafos esparsos G. Para isso, uti-
lizaram um conceito um pouco diferente de e-uniformidade, a saber (e)-
uniformidade, a fim de se adequar a aplicacao da versao esparsa do lema da
regularidade, e provaram um resultado semelhante de hereditariedade para
grafos bipartidos, apresentado abaixo.

Defini¢ao 29 (bipartido (¢)-uniforme ou (¢)-inf-uniforme com den-
sidade d). Dizemos que um grafo bipartido G = (V1 UVa, E) é (¢)-uniforme
com densidade d se, YV| C V1,VV, C Vi, com |V{| > e|Vi| e |V5] > €|V5|,
entdo | E(V!, V)| = (1 e)dV{[IV3]. Se [E(V{, Vi) > (1 — e)dlV}|[Vy], dize-
mos que G é (&)-inf-uniforme com densidade d.

Observe a pequena diferenca entre a defini¢cao acima de grafo bipartido
(e)-uniforme e a definicdo na secdo 2.1 de grafo bipartido e-regular. Ao
invés da densidade d + €, tem-se aqui d(1 + ¢), possibilitando tratar com
grafos esparsos, onde d < ¢.
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Lema 30 (Heranga de inf-uniformidade para grafos bipartidos es-
parsos). Paratodos0 < (3,&' < 1, existem g, C tais que, se G = (V1UVa, E)
é um grafo bipartido (¢)-inf-uniforme com densidade d, para ¢ < €, entao
o niimero de conjuntos W C Vi, |W| = w > C/d, formando um subgrafo
(¢")-inf-uniforme de densidade d com V5 é pelo menos

( —ﬂ“’)('fj').

Lema 31 (Heranga de uniformidade para grafos bipartidos espar-
sos). Para todos 0 < f3,&' < 1, existem eg, C tais que, se G = (V4 U Vs, E)
é um grafo bipartido (¢)-uniforme com densidade d, para ¢ < gy, entdo o
nimero de conjuntos W C Vi, |W| = w > C/d, que contém um subcon-
junto W' C W, |W'| > (1 — €")|W| formando um subgrafo (¢')-uniforme de
densidade d' = d(1 +€) com V5 é pelo menos

a-g ("),

No Lema 31, seria mais facil se o préprio conjunto W C V; formasse
um subgrafo (¢')-uniforme com V3, como no lema 30, ao invés de considerar
subconjuntos W' C W. No entanto, como mostrado em [29], isso ndo é
verdade para os casos em geral.

O Lema 30 serd usado adiante na prova de uma heranca interna de
uniformidade, ou seja, nao apenas para grafos bipartidos.

O Lema 31 e o lema da regularidade para grafos esparsos sao usados
na prova do teorema abaixo de [29] sobre a existéncia de uma “testemunha
pequena” para x(G) > k, onde G é (n,b)-esparso com densidade p. Como
visto na secao 2.2, um grafo G = (V, E) é (n, b)-esparso com densidade p se,
para todo U, W C V disjuntos com |U|,|W| > n|V|, temos que

pIU[[W]

Teorema 32 (Testemunha pequena para grafos esparsos). Para to-
dos b, k,e > 0, existem 1,ng, f > 0 tais que ocorre o seguinte. Seja G um
grafo (n,b)-esparso com densidade p > 0, com n > ng vértices e m arestas,
tal que x(H) > k, para todo subgrafo H C G com pelo menos m — epn’
arestas. Entao, existe um subgrafo J C G com no mdximo f/p vértices e
x(J) > k.
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Prova. Apenas esbocaremos a prova. Tome &' = 1/k > 0, f =1/2,0 <
e" < &g, onde gy vem do Lema 31, e o > 0, tal que 3c”"ab+ a < e.

Aplique a versdo esparsa e “relaxada” do lema da regularidade (Teo-
rema 14), com parametros ae”, to = [1/ag”"], b, para um grafo G (n,b)-
esparso com densidade p > 0. Como, pela defini¢ao de (7, b, p)-sup-uniformidade,
G nao possui grandes “pedacos” densos, obtemos uma particdo V(G) =
Vi,..., Vi, t > tg, com partes de tamanho |n/t] ou [n/t], onde todas, exceto
no méximo ac”pn?, arestas pertencem a pares (V;, V;) (ae”, p)-regulares.

Com isso, removendo no maximo epn? arestas, obtemos um subgrafo H
de G, onde cada par (V;, Vj) é (ae”, p)-regular com densidade d(V;,V;) = 0 ou
d(V;,V;) > ap. Isso siginifica que sao também (&”)-uniforme com densidade
nula ou pelo menos ap também.

Por hip6tese, x(H) > k. Aplicando o Lema 31 sobre H, temos que, para
cada 7 = 1,...,t, existem subconjuntos W; C V; de tamanho w tais que
(W;, W;) forma um grafo (¢')-uniforme com a mesma densidade de (V;,V})
(nula ou pelo menos ap). Seja J o subgrafo de H induzido sobre W1,..., W;.

Por contradi¢io, suponha que x(J) < k e considere uma coloracao de J
com k — 1 cores. Mostraremos que é possivel estender a coloracao de J para
uma coloracao de H com k — 1 cores, o que contradiz o fato de x(H) > k.

Para ¢ = 1,...,t, seja ¢; a cor mais usada em W; na coloragao do grafo
J. Seja C; € W; o conjunto dos vértices que receberam a cor ¢;. Note que
|Ci| > w/k = €'|W;|. Assim, paral < 1,j < t, como (W;, W;) é (¢')-uniforme
com densidade d(W;, W;) = d(V;,Vj), e d(V;,V;) = 0 ou d(V;,V;) > ap,
temos que a densidade d(C;, C;) = 0 se e s6 se d(V;, V) = 0.

Logo, podemos colorir H dando a cor ¢; para o conjunto V; inteiro, pois,
se houvessem vértices v; € V; e v; € V; com a mesma cor tais que v;v;
é uma aresta de H, isso significa que d(V;,V;) > 0, e consequentemente,
d(C;, C;) > 0, o que seria um absurdo.

Com isso, temos uma coloracao prépria de H com k — 1 cores. Con-
tradicao. O

Resumidamente, a prova do teorema aplica a versao esparsa do lema
da regularidade sobre G e elimina algumas arestas para obter um grafo H
com particao uniforme. Tomando uma colecao de pequenos subconjuntos de
cada parte, teremos, pela heranca de uniformidade, que essa colecao induzira
um grafo J também uniforme. Se, por contradi¢do, x(J) < k poderemos
estender uma (k — 1)-coloracdo de J para uma (k — 1)-coloracdo de H,
contradizendo x(H) > k.

A prova acima é interessante por aplicar tanto o lema da regularidade es-
parsa como a herancga de uniformidade. No entanto, esta heranca é somente
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para grafos bipartidos.

3.3 Versao Interna para Grafos Esparsos

Em 2005, Kohayakawa e Leite [49] provaram uma versao interna da heranca
de inf-uniformidade, ou seja, abrangendo nao apenas grafos bipartidos. No
entanto, a prova desse resultado em [49] apresentou alguns problemas, que
foram corrigidos na prova do Lema 34 abaixo.

Definicdo 33 (nao bipartido (¢)-uniforme ou (¢)-inf-uniforme com
densidade d). Dizemos que um grafo G = (V, E) nao bipartido é (e)-
uniforme com densidade d se, para todos U W C V com |U|,|W| > ¢|V]| e
UNW =10, temos que

[E(U, W)

= (1+£e)d.
Ul[W]

Se |E(U,W)| > (1 — e)d|U||W|, dizemos que G é nao bipartido (&)-inf-

uniforme com densidade d.
Observe a pequena diferenca com relacao as Definicoes 28 e 29.

Lema 34 (Heranga interna de inf-uniformidade para grafos espar-
sos). Para todos 0 < 3,&' < 1, existem C,eg,ng tais que, se G = (V, E)
é um grafo (¢)-inf-uniforme, para ¢ < ¢y, com n > ng vértices e densi-
dade d, entao o nimero de conjuntos W C V, |W| = w > C/d tais que
e(GIW]) > (1 —€')d(%) é pelo menos

(1- ) ('Z').

Prova. Dizemos que (V7,V5) é uma biparti¢ao equilibrada de V = V(G) se
ViUV, =V e |Vi| = [n/2] e |Va] = [n/2]. Obviamente, V3 NV, = (. Fixe
uma biparti¢ao equilibrada (V1,V3) de V.

Aplicando o Lema 30, heranca de inf-uniformidade esparsa, com cons-
tantes de entrada 8 = (8/3)%, & = €', obtém-se como saida €p e C. Tome
g0 = £0/2 e C = 3C. Fixe entdo w > C/d. Note que |w/2] > C/3d = C/d.
Tome ainda ¢ < gg = €3/2 e o grafo G nao bipartido (¢)-inf-uniforme com
densidade d, segundo a Defini¢ao 33, do enunciado.

Observe que G[Vi, V3] é bipartido (2¢)-inf-uniforme com densidade d,
segundo a Defini¢ao 29, pois terfamos |V{| > €|V| > 2¢|V;]. Como 2¢ < &g,
temos pelo Lema 30 que o ntimero de pares (Wy, Wy) com Wy C Vi, Wy C Vs,
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|[Wh| = |w/2], |[Wa| = [w/2], tais que o grafo G[W7, Ws] é (&')-inf-uniforme
com densidade d é pelo menos

a5 (o= () = 0 - ()

Dizemos que um par de conjuntos (Wi, Ws) é ruim se Wy N Wo = (),
Wil = /2], [Wel = [w/2] e c(Wi.Wa) < (1 — e)d|w/2|[w/2]. Assim.
o numero de pares (W, Wy) ruins com Wy C Vi e Wy C V4 é no méximo

~ 2
Zﬁw/2(L"/2J) , para (V1,V3) fixa.

[w/2]
(1)

Observe que existem
formas de construir uma parti¢ao equilibrada (V1,V3) de V' a partir de um
par (Wi, W3). Ou seja, para cada par ruim podemos ter esse nimero de
biparti¢oes equilibradas (V1,V5) de V com Wi C Vj e Wy C V5.

Portanto, como existem (Ln% j) biparticoes equilibradas (V1,Vs) de V,
temos que o nimero de pares (W, Ws) ruins é no maximo

e B () = ()

(" r20) vidvaey W/ (" why2y)

Seja agora um conjunto W, com |W| = w. Dizemos que W é denso se
e(GIW]) > (1 —€')d(%y). Como cada aresta de W aparece em exatamente

2(L(w“i_2)2/2 J) biparti¢oes equilibradas (W7, Ws) de W, temos que

bip. eq.
AGW) =~ > eGWLWR).  (3)
2(\we2)/2) wilTaew

Se toda biparticao equilibrada (W7, Ws) de W nao é um par ruim, entao
([w172j) w w w

(@) > 2 g P[4 = 1 - e')d( ) (32)
2(\(w-2)/2)) [2”21 2

ou seja, W é denso. Com isso, se W nao é denso, existe (W7, Ws) equilibrada
que é par ruim. Portanto, o nimero de conjuntos W nao densos é menor
ou igual ao nimero de pares (W1, Ws) ruins.

36



Pela férmula de Stirling para fatoriais, prova-se facilmente que, para
w > 1 e n suficientemente grande,

([’n72j) :(1+O(1))2w n—uw

(" wy2)) n

< 2.5, (3.3)

Tome ng tal que, se n > ng, a desigualdade 3.3 ocorre. Portanto, o
nimero de conjuntos nao densos é menor que

(e s (2) (1)

Como observado, o Lema 34 e sua prova receberam vérias melhorias
nesta apresentacao com relagao ao original. Além disso, acreditamos que ele
possa ser estendido de (¢)-inf-uniformidade para (¢)-uniformidade, no estilo
do Lema 31. Outro interesse é adapta-lo para uma definicio de heranca
mais no sentido original de Duke-Ro6dl, discutido na proxima secao.

g

3.3.1 (¢)-uniformidade® de Duke-R6dl para grafos esparsos

A secao anterior trata da heranca de uniformidade relativa a Definicao 33.
Esta definicao trata de grafo esparsos gerais (nao bipartidos), mas é diferente
da Definicao 28 original utilizada por Duke e Rodl [14].

A defini¢do abaixo seria a versdo esparsa da original de Duke e Raodl,
que mostra-se bastante préxima da Definicao 33, a versao esparsa da secao
anterior.

2 2

Definicao 35 ((¢)-uniforme” ou (¢)-inf-uniforme” com densidade d).
Dizemos que um grafo G = (V, E) é (¢)-uniforme? com densidade d se, para
todo V! CV, com |V'| > ¢|V]|, entao

[E(GIVT)]
VI
(")
Se |[E(GIV'])| > (1 — e)d("g/‘), dizemos que G é (¢)-inf-uniforme? com den-
sidade d.

Observe a pequena diferenca com relacao as Definicoes 28, 29 e 33.
Nossa intencao é mostrar que essas definicoes sao “quase” equivalentes.

Lema 36. Se G = (V, E) é (¢)-uniforme? com densidade d, entdo G é (2¢)-
uniforme com densidade d.

=(1+e)d.
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Prova. Tome U/W C V com |U|,|W| > 2¢|lV| e UNW = (. Seja u =
|U| e w = |W|. Sejam U, Us tais que Uy UUs = U com |Ui| = |u/2] e
|Uz| = [u/2]. Sejam Wy, Wy tais que Wy U Wy = W com |Wi| = |w/2] e
Wal = [w/2].
Temos que
eg(U, W) = BG(Ul U W1) + eg(Ul U WQ) + eG(U2 U Wl) + 6G(U2 U WQ)
—26G(U1) - 26G(U2) - 26G(W1) - 26G(W2).

Portanto,

)
o = ean([3] 2]+ [2)[5]+ [2]12] + 31750
- zon([3] + 2T)([3]+T3T) - 0 m

O

Lema 37. Se G = (V, E) é (¢)-uniforme com densidade d, entao G é (2¢)-
uniforme? com densidade d. Se G = (V, E) é (¢)-inf-uniforme com densidade
d, entdo G é (2¢)-inf-uniforme? com densidade d.

Prova. Provaremos somente a primeira parte. Tome W C V com |W| >
2¢|V]. Seja w = |W|. Dizemos que (W7, Ws) é uma biparticao equilibrada
de Wse WyUWy =W e |[W| = |w/2]| e |Ws| = [w/2].

Pela equacao 3.1, temos que

(/o)) w | [w w
ec(W) = %(1 ie)dbj [ﬂ ~ (1 is)d<2>,

que é muito semelhante a equacao 3.2. U
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3.4 Hipergrafos uniformes

Em 2003, Mubayi e RAdl [51] generalizaram para hipergrafos uniformes o
Teorema 27 de Duke e Rodl sobre testemunhas pequenas. Na verdade,
provaram um resultado mais forte sobre homomorfismos.

Na prova desse resultado, foi obtido um outro resultado de heranca de
uniformidade para hipergrafos, semelhante aos apresentados para grafos,
mas ligeiramente diferente.

Representaremos um [-grafo com n vértices por Hg). Dizemos que um

Hg) é (a, &)-uniforme se todo subgrafo induzido com &n vértices possui (a=+
6)(%") hiperarestas.

Lema 38 (Heranga de uniformidade para hipergrafos). Fixe 0 <
a < 1el > 2. Para todo d, existe rg tal que, para todo r > 1y, existem

(1)

. . ! [ .
d,no tais que ocorre o seguinte: Se Hy’, com n > ngy, é (a,d)-uniforme,

(D)

~ 1/l . , . l .
entio todos, exceto e "'/20 (:f), r-conjuntos de vértices de Hy’ induzem

um sub-hipergrafo («, )-uniforme.

Observe inicialmente que, ao invés dos resultados de heranca de uniformi-
dade para grafos, nao ha o fator 5 que representa o erro e que poderiamos
fazer suficientemente pequeno segundo as necessidades do problema. Aqui
o erro é exponencialmente pequeno, mas bem maior do que os casos anteri-
ores, “super-exponencialmente” pequenos. Acreditamos ser possivel melho-
rar este resultado. Nas proximas secoes, apresentamos um “roteiro” de como
poderia ser a prova desta melhoria para erro “super-exponencialmente” pe-
queno.

Note ainda que se o teorema vale para §, entao ele também vale para
todo ¢’ < 4, j4 que um hipergrafo («, §')-uniforme é também (c, d)-uniforme.
Para a aplicagao da préxima segao, por exemplo, vamos querer que § < 1/77".

Note também que quanto menor S, maior deve ser rgy, ou seja, rg — oC
quando 5 — 0. Caso contrario, poderiamos escolher 5 tal que org < l e
6 < a, fazendo com que nenhum rg-conjunto R possa ser (v, S)—uniforme,
pois todo subconjunto de R de tamanho érg < | nao induz arestas, mas
deveria ter densidade pelo menos a — 6> 0.

Como mencionado, o Lema 38 é utilizado para provar o Teorema 39
abaixo (testemunha para hipergrafos), que apresenta elementos muito seme-
lhantes & prova do Teorema 31 (testemunha para grafos esparsos), apesar
de envolver homomorfismo.

Um l-grafo H possui um homomorfismo para o [-grafo F se existe uma
funcao f : V(H) — V(F) tal que se {vi,...,v;} é uma hiperaresta de H,
entdo {f(v1),..., f(v;)} é uma hiperaresta de F. Todo grafo bipartido, para
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exemplo de [ = 2, possui homomorfismo para uma aresta.

Teorema 39 (Testemunha pequena para hipergrafos). Sejae > 0 e
F um l-grafo fixo. Entao existem ngy e r tais que ocorre o seguinte: Seja
‘H um l-grafo, com n > ng vértices e m hiperarestas, tal que todo H' C H,
com pelo menos m — en! hiperarestas, nao admite homomorfismo para F.
Entao, existe J C H, com no maximo r vértices, que também nao admite
homomorfismo para F.

Prova. Seja ¢ > 0 e F um I-grafo fixo. Aplique o Lema 38, heranca de
regularidade para hipergrafos, com entrada 0 < 1 /IV(F)| e saida ¢, r e ng,
onde podemos assumir que § € ¢ e r > 1/e.

Seja tg > max{|V(F)|,1/§}. Aplique o Teorema 15, versao simples do
lema da regularidade para hipergrafos, com entrada 0 e ty, e com saida T e
ng, onde podemos assumir que ny > ny.

Seja H um l-grafo com n > ng vértices e m arestas. Suponha que todo
H' C H, com pelo menos m — en! hiperarestas, nio admite homomorfismo
para F.

Como |V (H)| > ng, H admite uma parti¢do d-regular V(H) = VpU...U
Vi, com tg <t <T,onde |Vy| <dne|Vi|=...=|Vi] =s <n/t

Pela aplicagdo da versdo [-partida do Lema 38 (Lema 41), temos que
toda l-upla {V;,,....V; } d-regular com densidade o > ¢/2 é tal que todas,
exceto eN_’"l/l/QO (i)l, l-uplas {V;,,...,V;,} de r-conjuntos f/ij eVi, |‘~/zj| =,
sa0 (a, d)-uniformes.

Consequentemente, se escolhemos aleatoriamente um r-conjunto V; de
cada V;, 1 < ¢ < t, entdo o numero esperado de l-uplas (formadas por [
desses ¢ r-conjuntos) que nio sao (e, 0)-uniformes é no maximo er/!/20 (f)
Portanto, existe uma escolha de r-conjuntos V' de cada V;, 1 < i < ¢, tal
que todas, exceto no maximo 2¢~"1/20 (f), [-uplas desses r-conjuntos sao
(av, &)-uniformes. Fixe tal escolha desses 7-conjuntos V; C V;.

Remova de H toda [-aresta com algum vértice de Vj, ou que possui 2
vértices de uma mesma parte V;, ou que pertence a uma l-upla V;,,...,V;,
d-irregular, ou d-regular com densidade menor que £/2. E facil ver que o
nimero de arestas removidas de H é no méaximo (g/2)n’.

Remova também de H toda l-aresta que pertence a umal-upla V;,,....V;

cujos r-conjuntos V..

1
’Vzlz selecionados formam uma [-upla que nao é

(v, 5)—unif0rme. E facil ver que o nimero de arestas removidas aqui é no
méximo 2e~""/'/20 (1)s' < (e/2)n!, tomando r > 1/e.

Portanto, no total, sio removidas no maximo en! hiperarestas de H e,
por hipétese, o I-grafo H’ resultante nao admite homomorfismo para F.
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Além disso, ' é tal que toda l-upla {V;,,...,V;,} é (@, d)-uniforme ou
nao possui hiperarestas.

Seja J o sub-hipergrafo de #' induzido sobre VY, ..., V/. Por contradigio,
suponha que J possui homomorfismo para F. Seja f : V(J) = V(F) a
funcao de homomorfismo. Mostraremos que é possivel estender essa fungao
de homomorfismo de J para uma de H’, o que contradiz o fato de H' nao
possuir homomorfismo para F.

Para i =1,...,t, seja f; o vértice de F com maior niimero de vértices
vl € V! tais que f(v)) = fi. Seja F; C V! o conjunto dos vértices v, € V/
tais que f(v}) = fi. Note que |F;| > |[V/|/|V(F)| > ér, para todo 1 < i <.
Assim, como toda [-upla {VZ'I,,VZ;} é (a, d)-uniforme ou nao pos-
sui hiperarestas, temos que {Fj,,..., F;} ndo possui hiperaresta em H’ se
e s se {1/1’1,,171’1} também nao possui e, consequentemente, se e s se
{Vi,,..., Vi, } também ndo possui.

Logo, podemos estender o homomorfismo de .JJ em F para de H' em F
fazendo f(v;) = f; para todo v; € V;, pois, se {v;,,...,v;, } é uma hiperaresta
de H', com v;; € V;;, V1 < j <1, entdo {F;,..., Fj} também possui hiper-
aresta (ja que {V;,,...,V;,} possui uma), o que confirma o homomorfismo.

Com isso, H' possui homomorfismo para F. Contradi¢gdo. Além disso, o
numero de vértices de H' é tr = r’, cujo valor nao depende de n. ]

Como antes, o subgrafo J representa a “testemunha pequena”’ de H.
Além disso, para grafos [ = 2, a relagdo entre “homomorfismo de J para
F7 e “x(J) < k7 é direta, bastando tomar F = K}, (grafo completo com k
vértices). Isso porque se x(J) < k, temos uma coloracao de J com k cores.
Podemos fazer entao a funcao f levar vértices de J com a mesma cor em
um 1nico vértice de F. Temos assim um homomorfismo, pois toda aresta
(v1,v2) de J serd obviamente entre vértices de cores diferentes ¢; e cg, as
quais formam uma aresta em F completo.

3.4.1 Prova da Heranca para Hipergrafos de Mubayi e Rodl

Nesta secdo, apresentamos um esboco da prova do Lema 38: heranca de
uniformidade para hipergrafos (de [51]). E uma demonstracio complexa,
mas que possui elementos que poderdao ser melhorados a fim de obter um
erro “super-exponencialmente” pequeno, como no caso dos grafos (ao invés
de exponencialmente pequeno).

A prova é feita usando hipergrafos “ponderados”, ou seja, com pesos nas
hiperarestas. Seja H um [-grafo [-partido completo com partes Vi,...,V].
Seja w: Vi x ... x V; — [0,1] uma funcao peso para as arestas de H.
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Definimos o peso da [-upla (V1,...,V]) sobre w como:

wVi,..., V) = Z w(v,...,0])

(vl,...,vl)evl X...XV;

A densidade de (Vi,...,V)) é

wVi,..., V)
dVi,...,V)) = —F"——=
M )= T
Dizemos que w é e-regular com densidade o = d(V4,...,V]) se para todo

V! C Vi com |V]| > €|Vj|, 1 < i <, temos que d(V{,...,V/) = ate.
Dizemos que w é (a,¢)-uniforme se para todo V;/ C V; com |V/| > €|V},

1 <i <1, temos que d(V/,...,V/) = a £ . Existe uma ligeira diferenca
entre essas duas definicoes. Na primeira, a densidade fixa « é a prépria
densidade de (Vi,...,V}). Na segunda, a densidade fixa @ é um ndmero

dado e a densidade de (V4,...,V]) é a te.

Considere o lema abaixo, que é a versao do lema 38 para [-grafos pon-
derados.
Lema 40. Fixe 0 < a« < 1 el > 2. Para todo 5, existe rog tal que, para
todo r > rg, existem J,ng tais que ocorre o seguinte: Se Hg), comn > ng, é
um [-grafo ponderado com funcao peso w («,d)-uniforme, entao todos, ex-
ceto e="/20 (’;), r-conjuntos de vértices de ’Hg) induzem um sub-hipergrafo

ponderado com funcao peso w' («, d)-uniforme.
Seja WT(I) a afirmacao do Lema 40 para [-grafos e UWT(I) a afirmagao

do Lema 38 para [-grafos.
Tomando uma funcao peso w do tipo 0 — 1, temos claramente que:

WT() = UWT().

O objetivo é provar por inducao que WT'(l) = WT(l + 1). Na verdade,
prova-se apenas que WT'(2) = UWT(3). Depois, estende-se esse resultado
para WT'(2) = WT(3), com alguns argumentos simples. Da mesma forma,
com simples argumentos, estende-se esse tltimo resultado para WT'(l) =
WT(l+ 1), que é o desejado.

Para facilitar, utiliza-se uma versao /-partida do Lema 40, a saber:
Lema 41. Fixe0 < a <1 el > 2. Para todo 5, existe rg tal que, para todo
r > 19, existem 0, ng tais que ocorre o seguinte: Se ’H,(f) =H(V,..., V) éum
l-grafo l-partido ponderado com |V;| =n > ngy, 1 <1i <1 e com fun¢ao peso
w (a, §)-uniforme, entao todas, exceto e~1/10 (:f)l, l-uplas (V{,...,V/), com
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Vi €V, |V/| =r, 1 <4<, induzem um sub-hipergrafo ponderado com
fungao peso w' («, §)-uniforme.

Para podermos utiliza-la, devemos provar que o Lema 41 implica o
Lema 40. Como mencionado acima, basta considerar nessas provas o caso
nao ponderado e [ = 3. Resolve-se isso, provando com certa facilidade que:

e Hipétese do Lema 40 com §, ng = Hipétese do Lema 41 com 144, ng/2

e Conclusao do Lema 40 com S, r falha = Conclusao do Lema 41 com
d/2, r/3 falha

O objetivo agora é provar o Lema 41, seguindo a estratégia indutiva
descrita acima. Para provar o caso base da indugao, ou seja, o Lema 41 com
[ = 2, utiliza-se o resultado abaixo de [1] que equipara regularidade com
certas condigoes sobre os graus dos vértices.

Seja G(X,Y) um grafo bipartido e 0 < ¢,¢’,a < 1. Seja UNI(¢) a
afirmagao de que G é (a, €)-uniforme. Seja DPC(e’) as seguintes afirmagoes:

e Todos, exceto ¢'| X |, vértices de X tem grau (a =+ €)|Y|

e Todos, exceto £'| X |2, pares de vértices de X tem vizinhanca em comum
de tamanho (a? 4 €)|Y|

O termo DPC significa “degree and pair condition”. E provado em 1]
que UNI(e) e DPC(¢') sdo “equivalentes”.

Fato 42. Equivaléncia entre DPC e UNI [1]:
e Ve, 3¢’ ng, Va: Se min{|X|,|Y|} > ng entdo DPC(e') = UNI(¢)
e V&', Je,ng, Va: Se min{|X|,|Y|} > ng entao UNI(e) = DPC(e')

Porém, para o nosso caso, utilizamos grafos ponderados, sendo necessario

passar esses conceitos para o caso ponderado. Sejam A = {aq1,...,a,} e B =
{b1,...,bp}. Sejaw : Ax B — [0,1] uma funcao peso. Sejam w; ; = w(a;, b;)
e W; = {wi1,...,Wn}. Em analogia, Z}l:l wj j representa o grau de a; em

A, para w do tipo 0 — 1. Seja a = Z” wj j/n?, que, para w do tipo 0 — 1,
representa a densidade do grafo.

Assim, seja UNI()) a afirmacao de que w é (a, d)-uniforme. Seja agora
DPC (") a afirmacio de que todos, exceto 'n?, pares i, j € [n] tem produto
escalar w;w; = (o §')%n.

Prova-se entao no préprio artigo ([51]) com certa facilidade que UNI(6)
e DPC({") sao “equivalentes”, ou seja:
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e Vo, 3, ng, Yo, Yn > ng: DPC(d') = UNI(9)
e V¢, 38,19, Va, Yn > ng: UNI(§) = DPC(d')

Além desse resultado, sao provados ainda, com certa dificuldade, dois
lemas auxiliares de grande importancia, chamados “lemas hipergeométricos”,
a saber:

Lema 43. Ve, e, Irg,no, Yr > ro, n > ng: Se y z; =cn, para 0 < x; <

i€[n]
1, entdo todos, exceto e~ V'/? ("), r-conjuntos R C [n], |R| = r, satisfazem

YicrTi = (cE£e)r.

Idéia da Prova. A prova é longa, mas basicamente particiona os elementos
x; em intervalos e aplica desigualdades de grandes desvios para distribuicao
binomial e hipergeométricas a cada intervalo que tem uma propor¢ao grande
dos z;’s. O

Lema 44. Fixe k > 2. VYf3, 3rg,ng, Vr > 19, n > ng: Seja G um grafo
ponderado com n vértices, peso total (soma dos pesos das arestas) < (nF,
médximo grau ponderado < n*~! e peso mdximo < n¥~2. Entdo todos,
exceto 2¢ V7/2 (:f), r-conjuntos de vértices induzem um subgrafo com peso
total < 20n*=2r2,

Idéia da Prova. Aplicagoes sucessivas do Lema 43. U

Finalmente, podemos provar o Lema 41 para grafos (I = 2), ou seja, o
caso base da inducao.

Lema 45. Fixe 0 < a < 1. Para todo 5, existe ro tal que, para todo
r > 1o, existem 0, nq tais que ocorre o seguinte: Se G = G(A, B) é um grafo
bipartido ponderado com |A| = |B| = n > ng e com fun¢ao peso w (v, 0)-
uniforme, entdo todos, exceto e V7/10 (?)2, pares {A',B'}, onde A" C A,
B' C B, |A'| = |B'| = r, induzem um subgrafo ponderado com func¢io peso
w' (, 6)-uniforme.

Esboco da prova. Tome § > §" > & > 4, com § — 0 quando § — 0. Como
w é (e, 0)-uniforme, G satisfaz DPC(¢').

Seja G4 um grafo auxiliar com V(G4) = A e arestas consistindo dos
pares i, j excepcionais em DPC(8'). Logo, G 4 tem < §'n? arestas.

Aplique o Lema 44 com 3 = &' e k = 2. Entio todos, exceto 2e~V"/2 ™),
r-conjuntos de vértices A’ C A, com |A’'| = r, induzem < 2§'r? arestas de
G 4. Fixe um tal A’.
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Nosso objetivo é provar que para a maioria dos r-conjuntos B’ C B, com
|B'| = r, o par A, B satisfaz DPC(¢") com §" = 3¢'. Com isso, a fungao
w restrita a A’ U B’ seria (v, §)-uniforme, como desejado.

Fixe entao um par {4,7'}, onde i,7’ € A’, tal que nao é aresta de G4 (ou
seja, {i,7'} nao é excepcional). Para todo j € B, seja x; = w; jwy j. Pela
escolha de {7,7'}, temos que:

g xj = g w; jwy j = wWiwj = (o 5')271.
j€B jEB

Aplique o Lema 43, com ¢ = (e + §')? e ¢ = §'. Entao todos, exceto

e~ VT/2 (), r-conjuntos B' C B, com |B'| = r, satisfazem
Y aj=(cte)r=((axd)+d)r= (a3 (3.4)
jep'

Portanto, contabilizando o méximo de escolhas possiveis de {i,4'}, temos
que todos, exceto (;)e_\/’j/2 M) < e VT/3 ("), r-conjuntos B’ C B, com
|B'| = r, satisfazem (3.4) para todas as escolhas de {i,i'} € [A']? — E(G 4).

Assim, contabilizando os conjuntos A’ ruins com quaisquer B’ mais os
B’ ruins com quaisquer A’, temos que o nimero de escolhas de A’, B’ que

nao satisfazem DPC(4") é no miximo
2 2 2
2eV7/2 " + e VI3 " < e V10 "
T T r)’

Provado o caso base da inducao (I = 2), passaremos & prova do passo da
inducao, que, como ja mencionado, serd para hipergrafos nao ponderados e
para [ = 3, a saber:

O

Lema 46. Fixe 0 < o < 1. Para todo 5, existe rg tal que, para todo r > T,
existem 0,nq tais que ocorre o seguinte: Se H = H(A, B,C) é um 3-grafo
3-partido (a,d)-uniforme com |A| = |B| = |C| = n > ng, entao todos,
exceto e~'/*/10 (’;)3, triplas {A’", B',C"}, onde A’ C A, B' C B, C' C C,
|A'| = |B'| = |C'| = r, induzem um sub-hipergrafo H' = H'(A’',B’,C")

(e, §)-uniforme.

Esbogo da prova. Nao entraremos em detalhes, pois a prova é muito longa
e técnica. Apresentamos apenas as linhas gerais. Teremos a seguinte hie-
rarquia de constantes:

a>i>iD > > >e>1/t>1/r>6>1/n. (3.5)
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Fixe o e 0. Seja I' = (A x B,C) um grafo bipartido com E(I') =
{((a,b),¢) : (a,b,c) € E(H),a € A,b € B,c € C}. Temos que I' tem a
mesma densidade de #, igual a a.

PASSO 1: Aplique o Lema da regularidade de Szemerédi sobre I' com
entrada € > 0 escolhida apropriadamente e saida ng e t. Obtemos entao um
particionamento

AXxB=G1U...UGy, |Gi| =n?/t, 1 <i<t

C=C1U...UCy, |C’j|:n/t,1§j§t

tal que todos, exceto et?, pares G;, C; sao e-regulares.

Para todo 1 < j <'t, considere o grafo ponderado H;(A, B) com funcao
peso w;, onde w;(a,b) é o niimero de vértices ¢ € C; tal que {a,b,c} € H,
ou seja:

wji(a,b) = |{c € Cj: (a,b,c) € H}|.

PASSO 2: Fixe 6® > §. Aplique a hipétese de inducio WT(2),
Lema 45, sobre H;j(A, B). Temos entio que a “maioria” (exceto e~ V7/10 (7)2)
dos r-conjuntos A', B', com A’ C A, B' C B, |A'| = |B'| = r, sao tais que
wj restrito a A’ U B’ é (a, 0¥))-uniforme.

Ouseja, d(A", B", Cj) = dy,(a,5)(A", B") = a+0®| para todo A” C A,
|A”| > 5(2)|A’|, e B" C B’, |B”| > 5(2)|BI|.

Como WT(2) continua verdadeiro para § menor e 7 maior, escolhe-se &
e r satisfazendo (3.5).

Seja I'; j o subgrafo de I' induzido por G; UCj. Seja T'; ;(A' x B") C Ty
o subgrafo induzido por [G; N (A" x B")] U C;.

PASSO 3: Escolhe-se &' apropriadamente. Prova-se entdo, com certa
dificuldade, que para a “maioria” (exceto 2~ V7/2 (’;)2) dos pares A', B’,
A" C A, B' C B, |A|' = |B'| =r, temos que T'; (A’ x B') satisfaz DPC(3¢’)
para a “maioria” dos 1, j.

Fixe A’, B’ satisfazendo os passos acima. SejaT'; j(A'x B’,C") o subgrafo
de I'; j(A' x B') apenas com arestas que intersectam um subconjunto ¢’ C C
dado.

PASSO 4: Escolhe-se ¢” > 62 apropriado. Prova-se entio com certa
dificuldade em 3 lemas auxiliares que para a maioria (exceto e VT/3 (:’))
dos r-conjuntos ¢’ C C, |C'| = r, temos que I'; j(A" x B',C") é (a;  ,€")-
uniforme. Fixe um tal C' C C satisfazendo isso.

PASSO 5: Finalmente, prova-se, com muito esforco, que d(A’, B',C")
o+ 6, ou seja, que H(A', B',C") é (o, )-uniforme.

Ol
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O Lema 46 anterior prova que WT'(2) = UWT(3), e o Lema 45 prova
WT(2). No entanto, é necessario provar que WT'(l) = WT(l +1). Na ver-
dade, prova-se apenas que WT(l) = UWT(l + 1), pois segundo as palavras
dos préprios autores [51]: “FEstender o resultado para o caso ponderado é
essencialmente idéntico a prova para o caso nao ponderado. E necessdrio
apenas adicionar nota¢do que ndo conta apenas arestas, mas conta arestas
baseadas nos seus pesos” .

A estratégia para provar que WT(l) = UWT( + 1), para Il > 2, é
basicamente alterar a notacao do Lema 46, substituindo:

e A Bpor Ay,..., A
e C por A1,
e Ax Bpor Ay X...x Ay,

e igualmente para A’, B’ e C’, a fim de provar o seguinte lema.

Lema 47. Fixe 0 < o < 1. Para todo 5, existe rg tal que, para todo r > T,
existem ¢, ng tais que ocorre o seguinte: Se H = H(Aq, ..., Ajy1) é um (14+1)-
grafo (I + 1)-partido («,d)-uniforme com |Ai| = ... = |Aj11| = n > ng,
entao todos, exceto e~/ (D10 (:’)Hl, (I + 1)-uplas {A},..., A}, ,}, onde
A} C A;, 1<i<I+1,|A|=... =4}, | = r, induzem um sub-hipergrafo

H' =H'(AY},...,Al,,) (o, 0)-uniforme.

Cabe aqui uma observacao final. J4 comentamos que o erro desse resulta-
do de heranca é exponencialmente pequeno, e nao “super-exponencialmente”
pequeno, como nas herancas para grafos. Os resultados importantes acima
que fecham a prova sao dois: WT(2) e WT'(2) = UWT(3). Se estes dois
resultados fossem provados com erro “super-exponencialmente” pequeno,
poderiamos obter o resultado final com tal erro, seguindo o mesmo roteiro.

Abaixo a conjectura para WT'(2) “super-exponencial”. Acreditamos que

sua prova possa ser obtida com técnicas similares utilizadas em [14], [29] e
[51].
Conjectura 48. Fixe 0 < a < 1. Para todo (3, S, existe ry tal que, para
todo r > rg, existem §,nq tais que ocorre o seguinte: Se G = G(A,B) é
um grafo bipartido ponderado com |A| = |B| = n > ny e com fung¢ao peso
w (a, d)-uniforme, entao todos, exceto (1 — ﬂ’")(:})Q, pares {A', B'}, onde
A" C A, B' C B, |A'| = |B'| = r, induzem um subgrafo ponderado com
funcéo peso w' (e, 0)-uniforme.

Abaixo a conjectura para WT'(2) = UWT(3) “super-exponencial”.
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Conjectura 49. Fixe 0 < a < 1. Para todo (3, S, existe rg tal que, para
todo r > 1, existem d,ng tais que ocorre o seguinte: Se H = H(A, B,C) é
um 3-grafo 3-partido («,d)-uniforme com |A| = |B| = |C| = n > nyg, entdo
todos, exceto (1 — 5’")(’;)3, triplas {A', B',C'}, onde A’ C A, B'C B, C' C
C, |A'| = |B'| = |C'| = r, induzem um sub-hipergrafo H' = H'(A’, B, C")
(v, 6)-uniforme.
As conjecturas acima provam a conjectura final abaixo com erro “super-
exponencialmente” pequeno.
Conjectura 50. Fixe 0 < a < 1 el > 2. Para todo 3, 6, existe rq tal
que, para todo r > rq, existem §,ng tais que ocorre o seguinte: Se Hg), com
n > ng, é (o, d)-uniforme, entao todos, exceto (1 — ﬂ’")(f), r-conjuntos de
O]

vértices de My, induzem um sub-hipergrafo (e, §)-uniforme.

3.4.2 Melhoria de Czygrinow e Nagle para 3-grafos

Recentemente, Czygrinow e Nagle [12] melhoraram o erro da heranga do
Lema 38 de Mubayi e Rodl para e™“" (Z), para uma constante ¢, no caso de
3-grafos.

Lema 51 (Melhoria na heranga para 3-grafos). Fixe 0 < o < 1. Para
todo &, existem 8y, c, Ko tais que, para todo 0 < § < &, existe ng tal que
todo 3-grafo 3-partido H(V1, Va2, V3) («, d)-uniforme, |V;| = n; > nyg, entao,
se Ky < k; <n;, 1<1i<3, todos exceto

exp{ — cmin{ky, kg, k3} } <ZI> <Z§> <Z§>

triplas de conjuntos W; € ()f), 1 <1 < 3, induzem um 3-grafo H[W+y, Wy, W3]
(d, §)-uniforme.

A prova desse heranca utiliza trés pontos principais: uma configuragao
de 3-grafos sobre grafos, um lema de heranca forte de («, §)-minimalidade e

um novo lema da regularidade para hipergrafos proposto recentemente por
Haxell, Nagle e Rodl [37], aplicado para o caso de 3-grafos, onde se contam
cépias do K%)’Q, o 3-grafo 3-partido com 6 vértices e 8 triplas.

Fixe o, d, €.

Configuracio 52. Seja H um 3-grafo 3-partido e P = P'2UP?*U P'? um
grafo 3-partido satisfazendo as seguintes condigoes:

e H e P possuem a mesma particao (V1,V5,V3), |Vi| =n;, 1 <i <3
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e Pj; é (d,e)-uniforme, para cada 1l <i<j <3
e P da suporte a ‘H, ou seja, toda hiperaresta de H é triangulo em P
o dn(P) =H|/|K3(P)| = c.

Seja K2(P) o conjunto dos trangulos de P. Seja K§32)2 o 3-grafo 3-
partido com 6 vértices e 8 triplas. Seja K%)’Q(H) o conjunto das cépias de

K§32)2 em H. Dizemos que H é («, d, d)-minimal se

01 < (V) (1) (¥ 1

Em [12], é provado com facilidade que

w00z () (7)) (F)a-m 6o

Lema 53 (Heranga forte de (o, d,d)-minimalidade). Existe § tal que
para todo o, 0 < § < &g, d, existe gg tal que, para todo 0 < € < gq, existe
¢ > 0 e inteiros Ky e ng tais que, se H e P satisfazem a Configuracao 52
com constantes a,d,e e n; > ng, entao, se Ko < k; < n;, 1 <1 < 3, todos

exceto
exp{ — cmin{ky, ko, k3}} <Zi> <7IZ> <Z§>

triplas de conjuntos W; € (Xf), 1 <4 <3, induzem um 3-grafo H[Wy, Wy, W3]
e um grafo P(Wy, Wy, W3) satisfazendo:

o PU[W;, W] é (d,"/?*6)-uniforme, 1 <i < j <3
o H[Wi, Wy, W3] tem densidade d?-l(Wl,Wg,W3)(P[Wla Wy, W3]) =a+0d

e Se H é (a,0,d)-minimal com respeito a P, entdo H(Wy, Wo, W3) é
(o & 6,261/300000 1y_minimal com respeito a P(Wy, Wa, Ws).

Na prova do Lema 53, sao utilizados dois resultados importantes: um
sobre heranga fraca de («,d, d)-minimalidade e outro sobre caracterizacao
local de 3-grafos (a, d, d)-minimais, abaixo descritos.

Lema 54 (Heranga fraca de («,d,d)-minimalidade). Para todo «, 5,
existe 0y tal que para todo 0 < § < g, d, existe ¢ tal que, para todo
0 < € < gq, existe ng tal que, se H e P satisfazem a Configuracao 52 com
constantes «, d,e paran; > ng € H é (a, d)-minimal com respeito a P, entao
para quaisquer W; € Vi, [W;| > 61/10n,;, 1 < i < 3, vale que:
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o PU[W;,W;] é (d,e/5"/1°%0)-uniforme, 1 <i < j < 3
o H[W1, Wo, W3] tem densidade dyyw, w, w,)(P[W1, Wa, W3]) = a £0
o H(Wi, Wa, Ws3) é (a £ 4,0, d)-minimal com respeito a P(Wy, Wy, W)

Para a caracterizagao local, define-se o grafo de ligacdo L, de um vértice
x € V(H) = V(P) como Ly, = {{y,2} € P : {z,y,2} € H}. O grafo de
coligacdo L,y de um par de vértices z,y € V(H) = V(P) é definido como
Lyy = LyN L. Seja K%)(PIQ) o conjunto de copias do grafo Ké?% = Cy em
P2 ou seja, o conjunto de quidruplas {z,y,a,b}, z,y € V1, a,b € Vs, que
induzem um Ké?% em P'2,

Define-se com isso as afirmacgoes S1(d1) e So(d2) para H e P segundo a
Configuracao 52:

e Si(61) : H é (a,d1,d)-minimal com respeito a P

e S5(09) : todas exceto 52|K§’22) (P'2)| copias {z,y,a,b} € Ké?% (P'?) sdo
tais que degy, (a,b) = atd?degpis(z,y)(1 £ 62), onde degpis(r,y) =
d2n3(1 + 6)2.

Lema 55 (Caracterizagao local de 3-grafos (o, d, d)-minimais). Para
todo o, 0 < § < 1076 e d, existe ¢ tal que, para todo 0 < € < g, existe ng
tal que, se n; > ng, 1 <1i < 3, entdo S;(6)=—S, (51/4) e Sy (0) =S (51/4).

Idéia da prova. Prova-se apenas que S1(8)==8,(6'/*), j4 que a prova de
S2(6)=S1(6'/*) é simples. As duas equacdes abaixo siao provadas com
facilidade:

3 degy,, (a.b) > atding|KS) (P12)|(1 - €V/?) (3.7)
K (P12)

S deg? (a,0) < (a'd'ns)?| K53 (P'2)| (1 + 30) (3.8)
K (P12)

A partir da equacao 3.7, prova-se com facilidade a equagao 3.6. Por uma
aplicacao aproximada de Cauchy-Schwarz as equacoes 3.7 e 3.8, temos que

no méximo 2(38)'/3| K53 (P'?)| copias ({z,y}, {a,0}) € KSJ(P'?) sio tais
que degy, (a,b) = atd*nz(1 £ 2(36)Y/3). Ou seja, S1(6)=8,(5'/4). O

Neste artigo [12], utiliza-se bastante o Lema 11 da Contagem aplicado
ao caso em questao:
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Fato 56 (Aplicagdo do Lema da Contagem). V-, 360, tal que V0 < § <
0o, se F = F2UF'3UF?3 é um grafo 3-partido com V(F) = X; U X, U X3,
onde todos F'" sdo (v, 0)-uniformes, 1 <1i < j < 3, entdo

|KP(F)| = 4| X1 ]| Xa| | X3](1 + 61/3)

O Teorema, 54 é provado pela aplicacao do teorema abaixo trés vezes.

Lema 57 (Heranca fraca de (a,0,d)-minimalidade versao 2). Para
todo «, existe 0y tal que para todo 0 < § < &g, d, existe gy tal que, para
todo 0 < ¢ < gq, existe ng tal que, se H e P satisfazem a Configuracao 52
com constantes a,d, e para n; > ng € H é (o, d)-minimal com respeito a P,
entao para qualquer Wy € Vi, [Wy| > 6/, vale que:

o PU[W4,V;] é (d, g /619 _uniforme, j = 2,3
o H[Wh, Vo, V3] tem densidade dyw, vy,vy) (P[W1, V2, V3]) = a & 2061/
o H(Wy,Va, V) é (205120, §1/30 d)-minimal com resp. P(Wy, Vs, V3)

Idéia da prova. O item 1 é o caso heranca simples, Slicing Lemma, da
Secao 3.1.

Grande parte da prova dos itens 2 e 3 é feita sobre a equacao abaixo:

‘Ké?Q)’Q(H[le VQ, ‘/3])‘ — a8d12 <|W2/1|> <lr;2> <7’l23) (]_ 4 10(51/20) (39)

A prova do item 2 é simples, mas longa. Basicamente, analisam-se trés
casos: (a) 610 < [Wi| < (1 =6y, (b) (1 —6Y0ny < |Wy| <
(1 - 61/2)711 € (C) (1 - 61/2)711 < |W1| < ni.

No item (c), por exemplo, |WC| < €'/2n; e portanto |H[WC, Va, V3]| <

120 nons. Assim,

3

|7‘l| - 61/2n1n2n3 1/2

&
a _
|K5(P[W1, Vo, V3])| = 2d°

dyw, v, va] (P[IW1, Va, V3]) > > a — 2081/20,

onde, na tltima desigualdade, |H| = «o|K2(P)| e, do Fato 56, tem-se que
|K§(P[W1, VQ, V3])| = (d + 6)3|W1 |n2n3 2 2d3n1n2n3.
A prova do item 3 sai facilmente do item 2 e da equacgio 3.9:

KS (MW, Va, Va))]
a2 () (%)

pois § < a, ou seja, por definicio, H[W1, Va, V3] é (o — 2061/20 51730 )-
minimal com relagao a P[W, Vs, V3], como desejado. O

= a®(1+106"1%) < (a — 2067/29)8(1 + §'/30),
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O Teorema 53 é provado pela aplicacdo do teorema abaixo trés vezes.

Lema 58 (Herancga forte de (a,d,d)-minimalidade versdo 2). Para
todo a, 0 < & < 1076, d, existe ¢ tal que, para todo 0 < € < ¢, existe
¢ > 0 e inteiros Ky e ng tais que, se H e P satisfazem a Configuracao 52
com constantes a,d,e e n; > ng, 1 <1 < 3, entao, se Ky < k3 < ng, todos

exceto
eXp{ — ck'g} <Z§>

conjuntos W3 € (}g’) induzem 3-grafo H[Vi, Ve, W3] e grafo P(Vy, Vo, W3)
satisfazendo:

o Pi?’[ViaW:&] é (d,el/ﬁ)—uniforme, para 7 = 1’2
o H[V1,Va, W3] tem densidade dy (v, v, wy) (P[V1, Vo, Wa]) = a & 61000

e Se H é («,d,d)-minimal com respeito a P, entao H(Vy, Vo, Ws) é (£
61000 951/64 )-minimal com respeito a P(Vy, Vs, W3).

Para sua prova, utiliza-se um resultado de [15] sobre caracterizacao local
de grafos uniformes, semelhante ao Fato 42 da se¢ao 3.4.1.

Fato 59 (caracterizacao local de grafos uniformes [15]). Seja G um
grafo bipartido com partes X e Y. Dado 7 e 60, seja (g)mzm 0 conjunto

dos pares {z,z'} C X tais que deg(z,z') # (v £ 0)%|Y]|. Seja ()2() =

CN) i "

e Se 20 < e é (v,0)-uniforme, entao ‘()2()

« Se(3)

| < 46| X2,

ruim

‘ < 0|X|?, entdo G é (v, 160"/5)-uniforme.

ruLm

Na prova do item (1) do Teorema 58, fixa-se {z,y} € (‘;)bom, sorteia-se

W3 € (}g’) uniformemente, aplica-se desigualdade de Chernoff para estimar
|Npis(qy) N W3] e aplica-se o Fato 59 para finalizar. As provas dos itens (2)
e (3) também sao simples, embora mais trabalhosas.

A Figura 3.1 mostra as relagoes entre os lemas e teoremas do artigo [12].
A numeracio utilizada é a original do artigo. Numeros entre paréntesis
significam equagoes e CS representa a aplicacado de Cauchy-Schwarz.

A heranca de uniformidade para 3-grafos de Czygrinow e Nagle é provada
entao aplicando-se os Lemas 54 e 53, herancas fraca e forte de («,d,d)-
minimalidade. Utiliza-se ainda uma outra versao muito recente do lema da
regularidade para hipergrafos de Haxell, Nagle e R6dl [37], aplicado para o
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caso de 3-grafos, onde se contam cépias do K§32) 5. Esta variante também
se utiliza de particionamento (c,d,d)-minimal dos vértices e dos pares de

vértices, os quais “dardo suporte” as hiperarestas do 3-grafo H.
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(43).(a9)

Chernoff

(101)

Chlmz1

Figura 3.1: Hierarquia dos lemas de [12]



Capitulo 4

Versoes Probabilisticas na
Teoria Combinatoria dos
Numeros

4.1 Introducao

Um resultado classico de Turdn [66], de 1941, deu inicio a Teoria dos Grafos
Extremais. Seja ex(n, H) o o niimero méaximo de arestas em um grafo G
com n vértices que nao contém o grafo H. E facil ver que se H' C H, entao
ex(n, H') < ex(n, H), pois G » H' implica G » H.

Teorema 60 (Turdn [66], 1941).

ex(n, Kp) = (1 - ;%1 +o(1)) <Z>

Prova. Ver capitulo IV.2 de [5] O

Assim como na secao 2.6, seja R’ o grafo obtido de R substituindo cada
vértice z de R por um conjunto V, com t vértices, mantendo a relacao das
arestas, ou seja, cada aresta por um K ;.

Em 1946, Erdds e Stone [21] provaram o resultado mais forte abaixo.

Teorema 61 (Erdds-Stone [21], 1946).

exin, Kf) = (1 = = +o(1) (Z)

Prova. Ver secio A.2 O

55



Em 1966, Erd6s e Simonovits observaram que o teorema de Erdés-Stone
implica um resultado mais forte relacionando ex(n, H), para qualquer grafo
H, com seu nimero cromatico x(H).

Teorema 62 (Erdds-Stone-Simonovits [20], 1966).

1 0

_ 1

-1 W) (2)

Prova. Ver secio A.2 O

ex(n,H) = (1 —

Uma &rea recente de pesquisas é atacar problemas de Turdn para sub-
grafos de grafos dados. Seja ex(G, H) o nimero maximo de arestas de um
subgrafo de G que nao contém H. Claramente, ex(n,H) = ex(K,, H).
Em [45], é mostrada uma forte conjectura sobre ex(G(n,p), H), a versao
probabilistica do teorema de Erd@s-Stone-Simonovits, uma das principais
em aberto, a saber:

Conjectura 63 (ErdGs-Stone-Simonovits probabilistico [45]). Seja
H um grafo nao vazio com pelo menos 3 vértices. Se p = p(n) > n~/d(H),
entdo, com probabilidade 1 — o(1),

1

ex(G(n,p), H) = (1 - Y@ =1

+ o(1))e(G(n, p)).

Como, com probabilidade 1 — o(1), e(G(n,p)) = (1 + o(1))p(}), o termo
e(G(n,p)) pode ser substituido por p(}). A 2-densidade dy(H) é definida
como

do(H) = max{% :J CH,|V(J)| > 3}.

Escrevemos G —,, H se, para todo grafo G' C G com |E(G")| > n|E(G)|,

temos que G’ contém H como subgrafo. Observe que o resultado acima é
equivalente a provar que, para todo n > 0,

G(n,p) _>17W+" H.

Atualmente, existem avangos desta conjectura apenas para alguns grafos
H, como para florestas, K3 [23], C? [35], C%+! [36], K, [45] e K5 [30]. A
maioria deles se utiliza da versao esparsa do lema da regularidade
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4.2 Teoria Combinatoria dos Numeros

Na teoria combinatdria dos niimeros, observam-se resultados similares. Seja
[n] ={1,2,...,n}. Seja S um conjunto de inteiros e P uma propriedade.

De acordo com a Defini¢ao 1, escrevemos S — (P), se toda r-coloragao
dos elementos de S gera um subconjunto monocromético satisfazendo P.

De acordo com a Definicao 2, escrevemos S —, P se todo subconjunto
de S com pelo menos 7|S| elementos satisfaz a propriedade P.

Como ja descrito na Secao 1.2, denominamos as propriedades de Schur,
Sérkozy e van der Waerden, respectivamente, por P = Schur(n), P =
Dif(Q(n)) e P = PAy.

A motivacao principal é o estudo de versoes probabilisticas para os
classicos teoremas 3, 4, 5 e 6 de Schur, Sarkozy, van der Waerden e Sze-
merédi.

O Teorema 7, de [32], mostra que

lim P([n]y — (Schur(n)),—2) =

n—oo

0 se N<nl/?
1 se N> nl/2

O Teorema 8, de [57], mostra que V k > 3, r > 2, existem constantes
C > ¢ > 0 tais que

lim P([n]y — (PAg),) =

n—o0

0 se N< enl—1/(k=1)

1 se N> Cnl=1/(k=1)
O Teorema 9, de [44], mostra que V n > 0, existem constantes C > ¢ > 0
tais que

n—o0

0 se N< enl/?
1 se N> Cnl/?

Desejamos investigar resultados similares sobre o conjunto Z,, o anel
de inteiros médulo n. Seja Z,j, o subconjunto aleatério de Zj, onde cada
elemento tem probabilidade p de estar presente, de modo independente.

Nosso interesse é descobrir fungoes limiares para p = p(n) de forma
que Zy , satisfaca uma determinada propriedade acima. Chung e Graham
[11] obtiveram resultados sobre subconjuntos quase-aleatérios de Z, que
fornecem importantes ferramentas para atacar esses problemas.

No decorrer do documento, dizemos que quase todo grafo G(n,p) tem a
propriedade P quando isso ocorrer com probabilidade 1 — o(1).
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4.3 Quase-Aleatoriedade

O conceito de grafo aleatério, bem como o préprio método probabilistico,
¢ usado principalmente para determinar a existéncia de estruturas combi-
natérias com determinadas propriedades. Frequentemente uma prova de
existéncia nao é o suficiente, sendo necessiria uma construcao explicita.

Para isso, em geral, determina-se um conjunto de propriedades impor-
tantes de grafos aleatérios. Grafos que satisfazem tais propriedades sao
chamados de quase-aleatdrios. Ou seja, um grafo quase-aleatério nao é
aleatério, mas se comporta como se fosse, pois contém as principais pro-
priedades de grafos aleatorios.

Com isso, torna-se relativamente facil contruir grafos quase-aleatérios,
que, de certa forma, irdo imitar grafos aleatérios (basta forcar que as pro-
priedades sejam satisfeitas).

O conceito de quase-aleatoriedade para grafos surgiu principalmente em
1989 com Chung, Graham e Wilson [8], que listaram propriedades de quase-
aleatoriedade que sao satisfeitas, quase certamente, por grafos aleatérios
G(n, %) Com isso, surpreenderam ao provar que tais propriedades sdo equiv-
alentes entre si, ou seja, se um grafo tem uma dessas propriedades, entao
também tem as demais. Abaixo, alguns exemplos dessas propriedades, onde
I'(u) é a vizinhanga de um vértice u.

1. Para todo S C V(G), o nimero de arestas de G com ambas as extre-
midades em S ¢ 1|5|? + o(n?).

2. Para todos A, B C V(G), o ntmero de arestas de G com uma extre-
midade em A e outra em B ¢ 5|A||B| + o(n?).

3. Yuwev(e [IT(w) NT(v)] = n/4| = o(n?).

Posteriormente, essas propriedades foram estendidas para o caso geral
G(n,p). Desde entao outros resultados de quase-aleatoriedade surgiram,
como para hipergrafos [9], [10], [48]) e subconjuntos de Z,, [11].

Em 1992, Chung e Graham [11] estenderam resultados de quase-aleatorie-
dade para subconjuntos de Z,,. Eles descreveram uma classe de propriedades
quase-aleatérias equivalentes para subconjuntos de Z,, fornecendo ainda
construgoes explicitas de subconjuntos que satisfazem essas propriedades.

Para S C Zj, seja xs sua funcao indicadora, ou seja, xs(z) = 1, se
xz € S, e xs(z) =0, caso contrario. A translacao de S por z é o conjunto
S+ 1z = {s+z|s € S}. Observe que a soma de elementos de Z,, é sempre
feita médulo n. O grafo Chung-Graham de S, denotado por CG,(S), tem
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Zy, como conjunto de vértices e z,y € Z, formam uma aresta se e s se
r+y€es.

Abaixo, enumeramos as propriedades descritas em [11] para um subcon-
junto quase-aleatério S C Zy, onde s = |S|, t = |T| e x = xs, quando S
estiver subentendido.

1. (WT) — Weak translation. Para quase todo x € Zy,

S0 (S + ) = 8*/n +oln).

2. (ST) — Strong translation. Para todo T C Z, e quase todo = € Z,,

SN (T +z)| = st/n+ o(n).

3. (P(k)) — k-pattern. Para todo k fixo e quase todos uq,...,ug € Zp,

k
Z Hx(x +uj) = sF/n* 1 4 o(n).

x€Ly j=1

O produtério interno é 1, se todos = + u; € S, e 0, caso contrario.

4. (R(k)) — k-representation. Para todo k fixo e para quase todo = € Z,,
k
k k—
S I xw) =s"/n+om* ).
urt-tup=x j=1

O produtdério interno é 1, se todos u; € S, e 0, caso contrdrio.

5. (EXP) — Ezponential sum. Seja i = /—1. Para todo j # 0 em Z,,

S x(@) exp <2”7ij‘”) — o(n).

TELn

Significa que esses vetores de raio 1 devem praticamente se anular, ou
seja, os elementos devem estar bem “espalhados”.

6. (GRAPH) — Quasi-random graph. O grafo CG,(S) é quase-aleatério.
7. (C(2t)) — 2t-cycle em CGy(S).

> x(@4@)x(z2+33) - X (211 + 7o) X (T2 +71) = 57 +0(n?).

Tlyes T2t
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8. (DENSITY) — Relative Density. Para todo T' C Zp,

> xr(@)xr(y)xs(@ +y) = st*/n+ o(n”).
z,y

O somando representa que a soma de cada par de elementos de T
pertence a S.

Com isso, podemos explorar tais propriedades ao trabalhar com Z, p,
pois sabemos que, quase certamente, serd um subconjunto quase-aleatério.

4.4 Grafos de Chung-Graham

Lembramos que, no grafo de Chung-Graham CG,,(S), z,y € Z,, formam uma
aresta se e s6 se z +y € S. Existe uma variante, denotada por CG,, (5),
onde z,y € Z, formam uma aresta se e s6 se £ —y € S.

Em 2005, Kohayakawa e Leite [49] mostraram vérios resultados sobre
o numero de arestas e sobre regularidade de grafos de Chung-Graham,
motivados pela equivaléncia entre as propriedades GRAPH (grafo quase-
aleatério de Chung-Graham) e EXP (coeficientes pequenos da transformada
de Fourier).

A transformada de Fourier de uma funcao f: Z, — C é definida pela
fungao T(f): Zn — C:

T(f) (@)=Y fly)e *mve/m,

YEZLn

Uma funcao f : Z, — C pode ser vista como um vetor em C", ou seja,
(f(0), f(1),...,f(n—1)) € C". Com isso, a transformada de Fourier pode
ser vista como uma funcio 7 : C* — C".

Virios resultados bésicos de transformada de Fourier sao conhecidos.
Considerando-se o espaco euclidiano complexo C*, com produto interno
hermitiano usual, observa-se facilmente, por exemplo, que a transformada
de Fourier é linear e que a base candnica é levada para uma base or-
togonal de tamanho y/n. Com isso, para todo X,Y € C", temos que
(TX), T(Y)) = (X, Y) e que [|T(X)]| = /{T(X), T(X)) = v/l | X]|

Sabe-se ainda que o produto da transformada de Fourier de duas funcoes
f,9:7Zy,— Cé a transformada da convulacao f * g, ou seja, T (f x g)(z) =
T(f)(x)T (g)(z). A convolugio f g : Z,, — C é definida por

(f*9)@) =Y fyglz—y).

YEZLn
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Esses resultados de transformada de Fourier sdo usados para delimitar o
nimero de arestas em grafos de Chung-Graham. Sejam R, U, W C Z,, com
UNW = (. Esses subconjuntos podem ser vistos também como fungoes
indicadoras 0 — 1, ou seja, R(x) =1, se x € R, e R(x) = 0, caso contrario.

Em [49], prova-se que o nimero de arestas do grafo CG,(R) com uma
extremidade em U e outra em W é igual ao produto escalar

e(CGL(R)[UW]) = (R, U « W) (4.1)
Como (R,U*W) = L(T(R), T(U+W)) = (T (R), T (U)T(W)), obtém-
se ainda que

o(CCn(RUWY) — LIRUIW]| < (max| TR VITTFT (4.2

Da equacao 4.2 e da Defini¢ao 33 de (¢)-uniformidade, segue diretamente
o Lema 64 abaixo, que é usado apenas no problema de Sarkozy.

Lema 64. Seja R C Z,. Se max;|T(R)(j)| < €*|R|, o grafo CG,(R) é
(¢)-uniforme com densidade |R|/n. Se max;.o|T(RU (—R))(j)| < e*|RU
(—R)|, o grafo CG,, (R) é (¢)-uniforme com densidade |R U (—R)|/n.

Prova. Sejam U, W C Zj, com |U|,|W| > en. Logo

. R
max |T(R)(5)|VIU|IW| < e*|RIV|U||W]| < 6%|UIIW|-

j#0
U
Outro resultado simples é também obtido:
1 1.n
e(CGp(R)) = (1+ — £ —)=|R| (4.3)
n n 2
Disso segue que, se D C R e |D| = «a|R)|, entao
2
e(CGn(D)) = a(l £ -)e(CGa(R)) (4.4)

Definimos ainda uma outra no¢ao de regularidade bem diferente das
vistas anteriormente. Ela é utilizada em [36], cujo resultado serd usado.

Definicdo 65. Seja G um grafo com n vértices, e sgjam A > 0, p > 0.
Faga d = pn. Dizemos que G é (p, A)-uniforme se, para todos os conjuntos
UWCV(G) comUNW =0el<|U|<|W|<dU|, temos

lec(U,W) — p|U[|W|| < AVdU||W|.
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Assim, o grafo CG,(R)[U, W] é (p, A)-uniforme para p = |R|/n e A >
(max;-o [T (R)(5)])/+/pn. Limitando (max;,o |7 (R)(j)|) pela desigualdade
de Chernoff, obtém-se que, quase certamente,

CGp(Znp) é (p, A)-uniforme para A = \/24logn. (4.5)

Mais adiante serd mostrado que, se se provasse o mesmo para A constante,
teriamos imediatamente a prova do Problema 66.

4.5 Propriedade de Schur

O Teorema 3 de Schur afirma que, se N é colorido com r cores, entao existem
z, Yy € z com mesma, cor, satisfazendo x + y = z. Nesse caso, diz-se que =,
y e z formam uma tripla de Schur. E possivel obter uma versao finita do
Teorema 3, pelo principio da compacidade, substituindo N por [n], onde
n > ng para ng dado segundo a quantificacao Vr, dnyg.

Propoe-se entdo uma versao de densidade para o Teorema 3 de Schur.

Problema 66 (Versao probabilistica e de densidade para Schur).
Para todo 0 < n < 1/2, existe uma constante C = C(n) tal que, se p =
p(n) > Cn~'/2, entéo todo subconjunto D C Zy, , com |D| > (1/24n)|Z |,
contém uma tripla de Schur.

Porque n~ /2?7 O nimero esperado de triplas de Schur em Lipyp é n?p3
e o tamanho esperado de Z, , é np. Se n?p3 < np, ou seja, p < n~Y2
entao quase sempre poderemos remover todas as triplas de Schur de Z, p,
obtendo um subconjunto D, com tamanho |D| = (1—0(1))|Z,,,|, sem triplas
de Schur.

Em 2005, Kohayakawa e Leite [49] provaram este resultado para p(n) >
Cn~1/2log n, usando regularidade para grafos esparsos e resultados de trans-
formada de Fourier, motivados pela equivaléncia entre as propriedades de
quase-aleatoriedade GRAPH (grafo de Chung-Graham) e EXP (coeficientes
pequenos de Fourier). Observe que encontrar uma tripla de Schur em
D C Zyp é o mesmo que encontrar um triangulo em CG, (D), e vice-versa.

A prova desse resultado é interessante e bastante relevante, pois existem
trechos que podem ser melhorados e que poderao levar a prova do Prob-
lema 66.

4.5.1 Versao fraca

Na prova da versao fraca do Problema 66 de Kohayakawa e Leite [49], utiliza-
se um forte resultado sobre funcao limiar para existéncia de ciclos impares
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em certos subgrafos de grafos aleatérios. Em 1996, Haxell, Kohayakawa e
Luczak [36] provaram o seguinte resultado:

Teorema 67 (forbidding odd cycles [36]). Paratodol>1e0<n< 3,
existe uma constante Cy > 0 tal que, para p = p(n) > Con*Hl/Ql, com
probabilidade 1 — o(1), G(n,p) —1 /24y o1,

Ou seja, os autores resolveram a Conjectura 63 (problema de Turdn
sobre grafos aleatérios, Erdds-Stone-Simonovits probabilistico) para o caso
de ciclos impares. Esse teorema prova que, se p = p(n) é maior que um
certo valor que depende de n, entdo quase certamente ex(G(n,p),C?*1) <
(12 + )e(G(n, p))-

Na prova desse lema, utiliza-se uma importante ferramenta auxiliar que
limita inferiormente o niimero de pares proibidos, que sao pares de vértices
que formariam um C%*! se se tornassem adjacentes (hd um caminho de
tamanho 2/ entre eles).

Lema 68 (forbidding pairs [36]). Para todol>1,0< a,0 <1 A >0,
existe uma constante Cy > 0 tal que todo grafo (p, A)-uniforme G com n
vértices, p = p(n) > CoA’n="t1/2 6 tal que, se H C G com e(H) > ae(Q),
entdo o niimero de pares proibidos de H é maior que (1—6)(e(H)/e(G))(3)-

Tomando | = 3 (triangulos), tomando G como o grafo de Chung-Graham
de Zyp, que é (p, A)-uniforme para A = v/24logn, e tomando H como o
grafo de Chung-Graham de D C Z,, p, onde |D| > «|Zy, p|, o lema acima pode
ser aplicado, pois, pela equagao 4.4, e(CG, (D)) > a(l — 2)e(CGp(Zn,p)).

Logo, o nimero de pares proibidos para se evitar triangulos em e(CG, (D))
é maior que (1 —0)(1 — %)a(g)

Dizemos que = € Z, é um elemento proibido por D C Z,, ou que D
proibe z, se z € (D—D) := {dy1—ds: dy,dy € D}. Isso porque DN(D—D) =
(0, se D nao contém uma tripla de Schur, ou seja, CG, (D) ndo contém um
triangulo. De fato, se x € DN (D — D), entao x = z —y com z,y,z € D, ou
seja, £ +y = z (tripla de Schur).

E facil ver entdo que o nimero de elementos proibidos por D é > (1 —
28)an. Isso porque, se {z, z} é um par proibido, entdo {z +1¢,z+1} também
é par proibido para todo ¢. Esse é o lema dos elementos proibidos de [49],
que serd usado abaixo na prova da versao fraca de densidade de Schur.

Finalmente, daremos um esbo¢o da prova do resultado de Kohayakawa
e Leite [49]. Deseja-se mostrar que quase certamente todo subconjunto D C
L p com |D| > (1/2+n)|Zy,p| contém uma tripla de Schur. Fixe um sorteio
de Z, p e tome D como acima e tal que D nao contém uma tripla de Schur.

Divide-se Z,,, em k + 1 partes (Zz-)fill, sendo k partes menores e a iltima
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de tamanho |Z,, ,|/2. Prova-se entdo que uma das partes menores Z; ¢ tal
que DN Z; proibe muitos elementos, ou seja, |D —D| > |(DNZ;) — (DN Z;)|
¢é grande. Prova-se em seguida que hd muitos elementos proibidos por D em
Zy11, com alta probabilidade, e, como (D — D)N D = (), nao sobra “espago”
em 7,1 para os elementos de D N Zi 1. Essa contradicao fecha a prova
mostrada abaixo em esboco.

Esbogo da prova da versao fraca do Problema 66. Deseja-se provar que, pa-
ra a maioria dos Z, j, sorteados, todo subconjunto D C Z, , com densidade
1/2 + n possui uma tripla de Schur.

Seja Z(n,p) o espaco de probabilidades formado pelos subconjuntos alea-
torios de Z,, onde cada elemento x € Z, tem probabilidade p independen-
temente. Ou seja, Z(n,p) é o espago dos Zy, .

Primeiramente, prova-se que basta considerar o caso p = o(1l). Isso
porque, se provamos o resultado para p = p(n), podemos provar também
para p’ = p’'(n) > p(n). Grosso modo, podemos sorteiar um subconjunto
Z;“l’p, C Zny g, colocando cada elemento de Z,, ,; em Z;“l’p, com probabilidade
p/p".

Fixe entao p = p(n) = o(1). Escrevemos Zj, , € Z(n,p) como uma uniao
de dois subconjuntos aleatérios de Z(n,p;), onde (1 —p) = (1 — p1)?:

Znp =iy VLD,
€ agora escrevemos Zg’;}l como uma uniao de k elementos de Z(n, ps2), onde
k é uma constante a ser definida posteriormente, e py é tal que (1 —py) =
(1 — po)*. Temos

Como p = o(1), temos p1 ~ p/2 e pa ~ p1/k ~ p/2k.

Isto significa, a grosso modo, que o sorteio de Z,, , serd feito em £ + 1
etapas, sendo que os k primeiros ‘pedacos’ serao pequenos e o ultimo tera
aproximadamente metade de Z, ;. Como o 1iltimo pedaco sorteado tem s6
metade de Z, ; e a fracao do subconjunto D é de 1/2+1, alguns elementos de
D deverao cair entre os k primeiros pedacos menores. Iremos nos concentrar
no pedago j (1 < j < k) com maior densidade.

Formalmente, suponha que D C Z, , nao contém solugoes da equagao
de Schur e que |D| = (1/2 + 1)|Zpp|- Sejam 7y, e 72, respectivamente, as
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densidades de D N Z,(ll’]),,l ede DN ZSZ;I. Ou seja, |[D N ZS},J = 71|Z£i2,1| e
|DN Z%,J = 72|Z$l2’2,1|. Assim, y1 + 79 ~ 1+ 2, com grande probabilidade.

Para 1 <1 <k, seja D; = DN Z,(f’)pr_) e a densidade 72(2) tal que |D;| =
’71'(2)|Z£zi,)p2|- Seja j (1 < j < k) tal que fy](?) = max; <<k 71(2) e seja y* = 'yj(-Q).
Observe que temos v* > 7, > 27. Aplicando o lema dos elementos proibidos
aD;C Z%j, ;,2, temos quase certamente que

|D = D| > |Dj = Dj| = (1= 28)y"n.

Ou seja, |D — D| > v*n, ja que ¢ pode ser tao pequeno quanto se queira.
Como D néo contém triplas de Schur, (D — D)ND = (), ji que (D — D) sdo
os elementos proibidos.

(2)

E muito improvavel que o niimero de elementos de Z,, ;, proibidos por
. . 2) | s
D seja muito menor que p1y*n ~ 7*|Z£l,;)1|, ja que se comporta como uma
varidvel aleatéria com distribuicdo binomial de pardmetros p; e |D — D| >
y*n.

(2)

Como j4 observado, DﬁZn%p1 nao pode conter elementos proibidos. Como
uma proporcao v* dos elementos de Z%}l sao proibidos, D OZ%%;)I deve estar

(2)

contido entre os (1 — 7*)|Z,(12’]),,1| elementos restantes de Z, ,,. Mas isto é
muito improvavel, ja que |D N Z%ﬂ = 72|Z$l23,1| e
2 2 2 2
RlZZ |~ (142 = M)ZE) | 2 (L+ 20— 4)|Z8), | > (1= )|Z3) .
Ou seja, “falta espago” em ZSZQ,;,I.

Com isso, dado um sorteio de Z, p, e selecionando os elementos de D
em k etapas (D; C ZSZJ,%,Q, onde 1 < j < k), com pequena probabilidade
encontraremos uma tripla de Schur.

Tomando k suficientemente grande, esta probabilidade reduz-se prati-
camente a zero, de tal forma‘ que, mesmo multiplicando pelo nimero de

possiveis escolhas de D; C Zgﬁu para a etapa j (com 1 < j < k), que é da

) . . . . ..
ordem de k2/Znwal ~ 272 k2mP/(2K) ela ainda se mantém muito baixa, ja
que temos 1/k no expoente. O

4.5.2 Versao forte

Toda a demonstracao da versao fraca pode ser usada para resolver o pro-
blema 66, caso se provasse que CGy,(Zy,p) € (p, A)-uniforme para A cons-
tante, ao invés da equagdo 4.5 para A = v/24logn. Ou seja, seria suficiente
provar o seguinte:
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Conjectura 69. Existe A > 0 tal que para todo p = p(n), com probabili-
dade 1 — o(1), para n — oo, temos

(max|T(Zn)()]) < AV,

Outra abordagem seria a andlise dos resultados em [36]. A versao original
do Lema 68 (lema 6 de [36]) menciona apenas Cy = Cy(l,6,a, A), ao invés
de CyA%. No entanto, o lema 9 de [36], que é usado em sua prova, apresenta
Co = 32(A/Sau)?. Por isso, foi adicionado o termo A? no Lema 68.

Com isso, a remocdo do termo A% de Cy no lema 9 de [36], obteria a
versao forte. Tivemos algum trabalho nisso, principalmente no Claim 2
de [36] sobre expansores, mas sem resultados significativos.

Uma outra abordagem é a verificacao do resultado sobre o erro o(n)
na propriedade EXP para subconjuntos quase-aleatérios da secao 4.3, para
S = Znyp com p = p(n) > Cn~1/2. Caso fosse possivel provar que, nesse
caso, o(n) em EXP é na verdade O(n'/*), acreditamos ser possivel provar
que (max;jo [T (Znyp)(5)]) = “o(n) = O(n'/*)” < A\/pn, para A constante,
com probabilidade 1 — o(1).

Uma, 1ltima possibilidade seria a prova da heranca de uniformidade
super-exponencial para hipergrafos, como mencionado no final da se¢io 3.4.1
nas Conjecturas 48 e 49. Na verdade, bastaria um resultado de inf-uniformi-
dade para 3-grafos.

Se esta conjectura é verdadeira, poderiamos construir um “3-grafo de
Chung-Graham” CG%(S), no qual z,y,z € Z, formam uma hiperaresta se
esésex,yz€Sez=uz+y(modn) Tomando S = Z,,, precisariamos
provar ainda que CG2(Z,,) é inf-uniforme.

Com isso, aplicando a heranca a um conjunto “pequeno” D, teriamos
que CG%(ZW,) [D] também ¢ inf-uniforme e, por isso, muito provavelmente
possui alguma hiperaresta, que seria uma tripla de Schur.

4.6 Propriedade de Sarkozy

O Teorema 5 de Sarkozy afirma que, se A C N é um conjunto com densidade
superior positiva, entdo existem z,y € A tais que z — y é um quadrado
perfeito. Uma versao mais fraca disso é que, se N é colorido com r cores,
entao existem z e y com a mesma cor, satisfazendo z — y é um quadrado
perfeito.

Propoe-se entao uma versao de densidade para o Teorema 5 de Sarkozy.
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Problema 70 (Versao de densidade para Sdrkézy). Para todo 0 <
n < 1, existe uma constante C = C(n) tal que, se p = p(n) > Cn~!, entao,
para todo subconjunto D C Zy,, com |D| > n|Zy,|, existem z,y € D tais
que x — y é um residuo quadratico diferente de zero pertencente a Z,.

Porque n~'? O ntimero esperado de pares .,y em Zinp, tais que z—y # 0
¢ um residuo quadrético, é inQpQ, j& que existem ”Tfl residuos quadréticos
em Zpp [40]. Como o tamanho esperado de Zj, , é np, temos que, se n’p? <
np, ou seja, p <€ n_ ', entdo quase sempre poderemos remover esses pares
de Zy, ;, obtendo um subconjunto D com tamanho |D| = (1 — o(1))|Z, ,|.

Em 2005, Kohayakawa e Leite [49] provaram este resultado, que chamare-
mos de versao fraca.

A prova desse resultado ¢é interessante e merece atencao, pois existem
trechos que podem ser melhorados e que poderao levar a prova do Pro-
blema 70. Além disso, utiliza o Lema 34, ou seja, a versao interna de heranca
de uniformidade.

Estamos interessados em investigar a restricao * — y € Zjpp, a qual
chamaremos de a versao forte do Problema 70.

Dizemos que um conjunto tem a propriedade Dif(S) (resp. Soma(S)) se
possui dois elementos x e y tais que z —y € S (resp. z+y € S).

4.6.1 Versao fraca

Seja Q(n) C Z, o conjunto dos residuos quadraticos, ou seja, quadrados
modulo n, exceto 0. O resultado provado em [49] é um pouco mais geral e
é til para outros subconjuntos, além de Q(n).

Seja M = {mi,mg,...} um subconjunto infinito de N com 1 < m; <
mg < .... Dizemos que Sp; é uma M-sequéncia se Sy for uma sequéncia de
conjuntos indexada por M, Sy = (S, )ien, tal que, para todo i, Sy, C Zyy,.
Defini¢do 71. Uma M-sequéncia Sy, é uniforme-CG™ se, para todo € >
0, existe ig € N tal que, se i > iy, o grafo de Chung-Graham CG,,(Sy,,) é
(e)-inf-uniforme. Analogamente, Sy, é uniforme-CG~ se, para todo € > 0,
existe ig € N tal que, se i > ig, o grafo CG,, (Sm,) é (¢)-inf-uniforme.

Os principais resultados sao os teoremas 72 e 73 abaixo.

Teorema T72. Seja Syr = (S, )ien uma M-sequéncia uniforme-CG™. Para
todos 0 < n,7y < 1, existem constantes C = C(n,v) e 19 = ig(n,7y) tais
que, se i > ig e se p: M — [0, 1] satisfaz p = p(m;) > C/|Sm,|, entdo, com
probabilidade pelo menos 1 — v, temos que

Liip —n Soma(Sp,; ).
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Teorema 73. Seja Sy = (S, )ien uma M-sequéncia uniforme-CG~. Para
todos 0 < n,y < 1, existem constantes C = C(n,v) e 19 = ig(n,7y) tais
que, se i > ig e se p: M — [0, 1] satisfaz p = p(m;) > C/|Sm,|, entdo, com
probabilidade pelo menos 1 — v, temos que

Linip —n Dif (Sp; ).

A versao fraca do Problema 70 segue imediatamente do teorema 73.
Basta tomar M como sendo o conjunto dos niimeros primos e Sy = (S, )ien
com Sy, = Q(m;) sendo o conjunto dos residuos quadrdticos em Z,,,. E

facil ver que, se n > 2 é primo, entdao |Q(n)| = (n —1)/2 [4]. Com isso,
p=p(n) > Cn""' >2C/|Q(n)|.
Falta verificar se nesse caso Sj; ¢ uniforme-CG~. Para isso, basta

mostrar, pelo Lema 64, que |7 (Q(m))(5)] < 2| Q(m)| = &2(m — 1)/2, para
m grande. O fato abaixo resolve essa questao.

Fato 74. Se m > 2 é primo, entao, para todo j € Z,, j # 0, temos que

T@Qm)G)| =] X e = v (46)

z€Q(m)

Prova. Como (m — z)? = z%(mod m), temos que

1 m—1

Cois o i

§ : e 27‘(‘2]32/’"1‘ :E‘E :6 2mijx /m‘ — /m’
=1

z€Q(m)

onde a iltima igualdade vem de um resultado classico de teoria dos nimeros
sobre somas de Gauss ([4], [39] ou [40]). O

Para finalizar, falta provar os Teoremas 72 e 73. Pela semelhanca, esboca-
se apenas a primeira.

Prova do Teorema 72. Tome €' = 1072 e 3 pequeno, a ser definido.

Aplique o Lema 34 (heranca interna de inf-uniformidade), com entrada
S e ¢, para obter C e .

Como Sj é uniforme-CG™, existe ig tal que o grafo G = CGyy, (Sp;) é
(e0)-inf-uniforme, para i > ig. Tome i > ig.

Deseja-se provar que, para todo 0 < 7,7 < 1,

B(Zun,p —+y Soma(Sy,)) > 1- 7.

68



Escolhendo C' grande adequado e, como p > C/|S,,| > C/m;, temos
pela desigualdade de Hoeffding que

P(mip)2 < | L, p| < 3mip)2) > 1 —2e”™iP/12 > 1 — 2712 > 1 _ /2,

Suponha entao que m;p/2 < |Zpy, p| < 3m;p/2. Com isso, se D C Zp, p
com |D| = 0|Zp, p|, entao nm;p/2 < |D| < 3nm;p/2.
Dizemos que um subconjunto @ C Z,,, com ¢ = |Q| é ruim se

(0 (5,)1Q)) < (1= )ICG (50) (2).

Tome ¢ um inteiro positivo com nm;p/2 < q¢ < 3nm;p/2. Escolhendo C
grande adequado, segue da equacao 4.3 que

g M o 10 d0mi ¢
— 2 7 2 7 29[Sy, T d(CGw,(Sm,))

Com isso, CGyy, (Sm,) € ¢ satisfazem a aplicacdo da heranca interna de
inf-uniformidade, e com isso, podemos concluir que o nimero de conjuntos
ruins @ C Zm, de tamanho ¢ é no méximo (3¢ (";’)

O ntmero esperado de conjuntos ruins Q C Z,,, de tamanho ¢, para
mip/2 < |Zm;p| < 3mip/2, é no maximo o niimero de conjuntos ruins de
tamanho g vezes a probabilidade de um destes conjuntos ruins estar contido
em Zp, . Esse nimero é no maximo:

B ("“)pq < <6emip)q < <@>q,
q q n

onde utiliza-se o fato de que (";1) < (em;/q)? [43].
Portanto, escolhendo 3 pequeno apropriado, o niimero esperado de con-
juntos ruins em Z,,, , com tamanho entre nm;p/2 e 3nm;p/2 é no maximo

n
q=nm;p/2 =1

Com isso, temos que a probabilidade de Z,,, ,, com tamanho entre
nm;p/2 e 3nm;p/2, nao conter um conjunto ruim com tamanho entre nm;p/2
e 3nm;p/2 é pelo menos 1 — /2, por Markov (P(X =0) > 1 — E(X))).

Finalmente, com probabilidade pelo menos (1 —/2)(1 —«/2) > 1 — 1,
nenhum conjunto D C Zy,,, € Z(m;,p) com |D| > n|Zy,,| é ruim, ou
seja, e(G[D]) > (1 — é)d(CGmi(Smi))(u;l) > 0. Cada uma dessas arestas
representa uma solucao de z +y € Sy, com z,y € D. O
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4.6.2 Versao forte

Os teoremas 72 e 73 podem ser aplicados para outras M-sequéncias interes-
santes que sejam uniforme-CG™ ou uniforme-CG™.

Com isso, talvez seja possivel provar a versao forte do Problema 70, ou
seja, provar o mesmo resultado de Kohayakawa-Leite, mas obrigando que o
residuo quadrético diferente de zero pertenca a Zy, .

Acreditamos que a probabilidade limite é p = O(n~'/?). Isso porque o
nimero esperado de pares z,y, tais que £ — y # 0 é um residuo quadratico
em Zy,p, € %n2p3 e o tamanho esperado de Z,, ;, é np. Se n?p3 < np, ou seja,
p < n~ /2 entdo podemos remover todos os pares com essa propriedade de
Zin, p, obtendo um subconjunto D com tamanho |D| = (1 — 0(1))|Zy, p|.

Isso parece ser bem mais dificil do que para residuos quadraticos em Z,,,
pois, neste caso, temos uma grande quantidade de residuos (da ordem de
n/2), e que tem boas chances de “cair” em Z .

4.7 Propriedade de van der Waerden

O Teorema 4 de B. L. van der Waerden (1927) [67] afirma que, para todos
inteiros positivos k e r, existe um inteiro W (k,r) tal que se o conjunto
de inteiros {1,2,...,W(k,r)} é colorido com r cores, entao uma das cores
contém uma progressao aritmética com k elementos, ou seja, satisfaz PAy.

Além da demonstracao original, posteriormente surgiram provas mais
simples (ver [65], [34] e [13]).

Como exemplo, tomando r = 2 e fazendo W (k) = W (k,2), os valores
conhecidos no caso de duas cores sdo W(2) = 3, W(3) = 9, W(4) = 35,
W(5) = 178 [33].

Em 1936, Erdds e Turan [22] conjecturaram que, para todo inteiro k e
para toda constante a, todo subconjunto A C [n], n suficientemente grande,
com pelo menos an elementos contém uma PA com k elementos.

Essa conjectura foi provada para k& = 3 por Roth [60] em 1953 e de-
pois provado em sua generalidade em 1975 por Szemerédi [63], descrito no
Teorema 6. Alguns anos depois em 1977, Furstenberg [28] apresentou uma
prova desse resultado por método totalmente diferente, baseado em teoria
ergédica.

Desde entao, o principal problema em aberto relacionado a conjectura
de Erdos e Turan é obter melhores limites inferiores para o tamanho do
conjunto A C [n] que garanta a existéncia de uma PA com k elementos em
A. Sobre isso, ndo existem resultados satisfatérios para k > 4.
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Para o caso k = 3, Roth [60] obteve |A| > n/loglogn e o melhor re-
sultado atual é |A] > n/(logn)¢, para alguma constante ¢ > 0, devido a
Heath-Brown [38] e Szemerédi.

Uma abordagem diferente é o interesse na existéncia de um conjunto
“pequeno” e “esparso” R C [n] tal que todo subconjunto A C R, que contém
uma fragdo fixa a de R, contém uma PA com 3 elementos. A esparsidade
deverd fazer com que R seja localmente pobre em PA’s de tamanho 3.

Seja entdo R(n, M), paraum dado 1 < M < n, o espago de probabilidade
uniforme dos subconjuntos de [n] com M elementos. Como antes, escrevemos
R —, PA3, se todo subconjunto A C R com |A| > n|R| contém uma PA
com 3 elementos.

Em 1996, Kohayakawa, Luczak e Rodl [44] provaram os seguintes resul-
tados:

Teorema 75 (PA; densidade em R(n, M)). Para todo 0 < n < 1, existe
uma constante C = C(n) tal que, se M = M(n) > Cn'/?, entdo, com
probabilidade 1 — o(1), um subconjunto R € R(n, M) satisfaz R —, PAs;.

Teorema 76 (PAj; densidade em 7, ;). Para todo0 < n < 1, existe uma
constante C' = C(n) tal que, se p = p(n) > Cn~'/2, entdo, com probabili-
dade 1 — o(1), Zy, ) satistaz Zy p —, PA3.

O Teorema 76 se assemelha aos ja vistos de Schur e Sarkozy, e utiliza
principalmente o lema da regularidade para grafos esparsos. Motivado por

esses resultados, conjecturou-se uma versao de densidade para o caso geral
PA;.

Problema 77 (Versao geral de densidade para Szemerédi). Para
todo inteiro k e 0 < n < 1, existe uma constante C = C(n) tal que, se
p = p(n) > Cn~Y/*-1 entio, com probabilidade 1 — o(1), Ti,p satisfaz
Zn’p —n PAk.

Infelizmente, a prova do teorema 76 para o caso k£ = 3 de Kohayakawa,
Luczak e Rodl [44] ¢ muito técnica e nao parece admitir uma generalizacao
simples para k > 3.
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Apéndice A

Aplicacoes dos Lemas da
Regularidade

A.1 Introducao

Esta secao tem como objetivo apresentar resultados bésicos utilizados neste
documento. Principalmente, as desigualdades de Markov, Chebyschev, Cher-
noff e Hoeffding.

Seja X uma varidvel aleatéria. A desigualdade de Markov diz que

P(X > f3) < E(X)/B.
A desigualdade de Chebyschev diz que
P(IX — B(X)| > §) < Var(X)/8?,

onde Var(X) = E(X?) — E?(X).

Se X é uma variavel inteira e positiva, temos entao que
P(X > 0) < B(X),

Var(X)
P(X =0 < ——+=.
K=0= )

Ou seja, se E(X) — 0, entao X = 0 quase sempre. Se E(X) — oo, mas
Var(X) = o(E%*(X)), entdo X > 0 quase sempre. Var(X) nio é muito f4cil
de se calcular, mas geralmente utilizam-se 0os mesmos esquemas comuns que
facilitam seu calculo.

72



Fixe n > 0. Para 1 <1 < n, seja X; uma varidvel aleatéria indicadora
(0-1) de um evento A; com probabilidade p; = P(A4;) = P(X; = 1). Ou seja,
X; =1 se A; ocorre e, caso contrario, X; = 0. Com isso,

Var(X;) = pi(1 — pi) < p;i = E(X).
Se X = X1 +...+ X,, entdo, como
n
Var(X) = Z Var(X;) + Z Cov(X;, X;),
i=1 i#j
onde Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X;)E(X;), temos que
Var(X) < B(X) + ) Cov(X;, X;).
i#]

Note que se X; e X; sao independentes, entao Cov(X;, X;) = 0. Es-
crevemos entao ¢ ~ j se 1 # j e os eventos A; e A; nao sao independentes.
Note que, se i ~ j, entdo Cov(X;, X;) < E(X;X;) = Pr(A; A A;). Logo,

Var(X) < E(X) + A,

onde
A=Y "PA;NA) = P(A))  P(Aj]4).
i~ i jri
Se X1,...,X, sdo simétricas (“todos parecem a mesma coisa”), temos
que
A" =73 P(4]4))
i
é o mesmo valor para todo i = 1,...,n. Com isso, A = A*E(X).

Com isso, se E(X) — oo e, A = o(E%*(X)) ou A* = o(E(X)), entdo, por
Chebyschev, X > 0 e X ~ E(X) quase sempre.

Alternativamente, a desigualdade de Chernoff diz que, se X1, ..., X, sao
independentes entre si, entao

P(|X — E(X)| > t) < 2exp{—2t*/n}.

Por outro lado, a desigualdade de Hoeffding diz que, se X;,..., X, sao
independentes entre si, mas nao sao indicadoras (0-1), entao

92
P(X-EX)>t < exp{%}a
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onde a; < X; < b;, B(X;) < o0 e Var(X;) < oo, para todo i = 1,...,n.
Outra versao desta desigualdade diz que, se a; = 0 e b; = 1, para todo
1=1,...,n, entdo

)
P(X ~ B(X) > 1) < exp { s}

)
P(X — E(X) < 1) < exp{zE(tX) 3

e, consequentemente,

)
P(X ~ B(X)] > 1) < 2exp { 3E(tX) 3

A.2 Versao Original

Fixe e > 0, tg > 0 e 0 < d < 1. Considere um grafo G = (V,E) e
V(G) = Vo U Vi U... UV, uma particdo dada pelo lema da regularidade,
onde n > ng, ou seja:

o tg<t<T,

o [Vo| <en

o Vil =...= Vil < n/t

e Com excecio de no maximo et?, todos pares (V;, V) sao e-regulares.

Dada uma densidade d > 0, o grafo reduzido R de G é tal que seus
vértices sao os conjuntos Vi,...,V; e V; estd ligado a V; se o par (V;,Vj) é
e-regular com densidade pelo menos d.

Em aplicagoes, geralmente removem-se arestas do grafo G, purificando-
o no grafo G”, deixando apenas as arestas que pertencem a pares (V;,V;)
e-regulares com densidade pelo menos d. E mais facil de se lidar com G” do
que com o grafo original G, e ele possui ainda a maior parte das arestas de
G, para € e d pequenos e k grande.

De fato, se uma aresta de G nao estd em G”, entao ou ela esta ligada a Vj,
ou é uma aresta interna de algum conjunto, ou pertence a um par irregular
ou com densidade menor que d. O numero de arestas nessa situacao é
limitado por:

< t<n2/t> +en? +et2(n/t) 2+ d(n/t) 2(;) < (% + 5e +d) <Z)
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Tomando to grande, como da ordem de 1/e, temos que (} + 5e + d) é
uma fragao pequena para e(G), ja que G nao é esparso.

O Lema abaixo, conhecido por Key Lemma [50], é extremamente usado
nas aplicagoes do lema da regularidade para encontrar em G cépias de um
grafo H pequeno (ou da ordem de G, mas com grau méaximo limitado),
baseado no grafo reduzido R. Na verdade, ele d4 ainda uma estimativa do
numero de copias de H em G.

Assim como na secio 2.6, seja R! o grafo obtido de R substituindo cada
vértice  de R por um conjunto V, com t vértices, mantendo a relacao das
arestas, ou seja, cada aresta por um K ;.

Teorema 78 (Key Lemma [50]). Fixe d > ¢ > 0 e m > 0. Dado
um grafo R, construa um grafo G substituindo os vértices de R por m
vértices, e as arestas de R por pares e-regulares com densidade pelo menos
d. Seja H um subgrafo de R' com h vértices e grau maximo A > 0. Seja
co=(d—e)?/(2+A). See <egget—1<eym, entdo HC G. Além disso,
o niimero de cépias de H em G é maior que (gm)".

Como exemplo da aplicacao do lema da regularidade de Szemerédi, através
do Key Lemma, mostramos uma prova curta do Teorema 61 de Erdos e Stone
de 1946 [21], mencionado na secao 4.1.

Prova do Teorema 61 de Erdds e Stone. Seja 0 < f < 1 e G um grafo com
n vértices e (1 — zﬁ +0) (72’) arestas. Aplique o lema da regularidade com
parametros ¢ = (3/6)P! e to = [1/¢], retornando ng e Tp.

Se n > ng, entao existe uma particao V(G) = VpuViU...UV; de G
segundo o lema, com g < t < Tj. Fixe a densidade d = [3/2 e tome o grafo
purificado G” e seu grafo reduzido R.

Como os pares (V;, V;) de G” sao sempre e-regulares com densidade d;; =
0 oud;; > d, entdo R é mais denso do que G”. Além disso, como, pela escolha
das constantes, % + 5e +d < (B, temos que

e(R) S e(G") 51 1

> )
e — G p—1
Portanto, pelo teorema de Turdn, R contém um K.
Finalmente, seja A = (p — 1)t < pt o grau maximo do grafo K;. Seja
g0 = (d—¢€)?/(2+ A). Como, pela escolha das constantes, ¢ < egg et —1 <
go|n/t], temos, pelo Key Lemma, que G contém um K;- O

Como mencionado na secao 4.1, o Teorema 62 de Erd6és e Simonovits
melhora a conclusao do teorema de Erdés-Stone.
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Prova do Teorema 62 de Erdds e Simonovits. Seja h o nimero de vértices
de H. Observe que H C K( m- Logo, por Erdés-Stone, ex(n,H) <

e(nK())—(l—r W) (%)
Além disso, seja G o grafo ( (H) — 1) partido completo com n vértices
e partes de tamanho Lx(ij ou [ 1] Como H ¢ @G, temos que

ex(n,H) > e(G) = (1 — =T 0(1)9)6( ). O

A.3 Versao Esparsa

Aplicagoes da versao esparsa do Lema de Regularidade de Szemerédi podem
ser vistas em [42] e [46], bem como na prova do Teorema 32 da secdo 3.2
(testemunha pequena para grafos esparsos) ou na prova do teorema 76 (PA
de tamanho 3 em Z,, 5, disponivel em [44]).

A versao esparsa é um resultado util para solucao de Problemas tipo
Turan sobre grafos esparsos. Foi utilizado também na obtencao de um novo
critério de quase-aleatoriedade para grafos [47]. Deste critério segue imedi-
atamente que existe um algoritmo O(n?) que verifica se um grafo de ordem
n é quase-aleatério, superando o resultado anterior O(n?376).

A.4 Versao para 3-grafos

Aplicacoes do lema da regularidade de Frankl-Rodl para 3-grafos sao men-
cionadas em [24], [25] e [59].

Uma outra aplicacio vem do estudo da conjectura abaixo. Seja H*(n,p)
o k-grafo aleatdorio com n vértices, onde cada k-upla tem probabilidade p
independentemente. Dado um k-grafo H, definimos mq(#) como

mi(H) = max{ cH CHyvy > 1}

/UHI_].

Para t > 1, definimos m(#) como

mt(H) = max{eH :H CH,oy > t}
Uy — t

Conjectura-se entao em [58] que existe uma constante C' > 0 tal que, se
colorimos as arestas de H¥(n, p), para p = p(n) > Cn="/" ) com r cores,
obtemos um H monocromético.

Em [58], esta conjectura é resolvida para o caso k = 3 (3-grafos), r = 2
(bicoloragdo das arestas) e H = K (3-grafo completo com 4 vértices), usan-
do principalmente o Lema de Regularidade de Frankl-Rodl para 3-grafos.
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Outro resultado interessante de [58] sdo os limiares p = p(n) > Cn~/m1(})
para emergéncia de um k-grafo H qualquer monocromatico em uma 7r-
coloracio dos vértices de H¥(n,p), e p = p(n) < en="/™ ) para nio
emergéncia, onde 0 < ¢ < C.

A.5 Versao para Subgrafos

Esta secao tem por objetivo apresentar um resumo da aplicagao do lema da
regularidade para Subgrafos quaisquer, vista em [27]. O problema consiste
em provar a existéncia de um limiar severo para a propriedade R de Ram-
sey. Um grafo G € R se toda 2-coloracao das arestas gera um triangulo
monocromatico. Por exemplo, Kg € R.

Trabalhando nesse sentido, em 1994, R6dl e Ruciriski [57] provaram um
resultado proximo deste, a saber:

Teorema 79. Existem constantes C > ¢ > 0 tais que

{0 sep=np(n) <cn /2

n—oo

A questdo sobre a existéncia de um limiar severo para R ficou em aberto
sem muitos avangos até 1999, quando Friedgut [26] obteve uma técnica geral
para tratar esses problemas.

Grosso modo, foi provado que a questao da severidade em grafos aleatérios
depende se a propriedade é um fenémeno local ou global. Por exemplo, a
conectividade é um fenémeno global e, por isso, possui um limiar severo.
Por outro lado, a emergéncia de um subgrafo pequeno é um fenémeno local
e, assim, nao possui um limiar severo.

A propriedade R de Ramsey é certamente influenciada pela existéncia
de um Kg, que é, no entanto, improvavel de aparecer em G(n,p) com p =
O(n~1/2).

Para enunciar o resultado principal de [27], chamaremos de M* a uma
copia ordenada de um grafo M colocada uniformemente e de forma aleatéria
sobre um conjunto de n vértices.

Teorema 80 (Condigao para limiar severo). Seja (Q uma propriedade
crescente de grafos sem limiar severo. Entao existem constantes reais 0 <
¢ < C, B >0, um racional p, e p = p(n) satisfazendo en='/? < p(n) <
Cn=Yr, tal que B < P(G(n,p) € Q) < 1 — f, para todo n. Além disso,
existem «a,& > 0 e um grafo balanceado M com densidade p tais que, para
toda propriedade G com G(n,p) € G, existem infinitamente muitos valores
de n para os quais existe um grafo G com n vértices, onde:
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e GG

e G¢Q
e P((GUM*) € Q) > 2«
e P(GUG(n,&p)) €Q) <a

Em outras palavras, M* induz a propriedade localmente, enquanto que a
adicao de arestas aleatoriamente por uma proporc¢ao constante ¢ (fenémeno
global) ndo induz a propriedade. Assim, a técnica geral para provar a severi-
dade é por contradi¢ao. Ou seja, se nao possui um limiar severo, o teorema
garante a existéncia de M.

Na pratica, o objetivo do artigo é provar uma contradi¢do mais forte do
teorema acima, a saber:

Teorema 81. Vo, & > 0, Vp = p(n) tal que con™Y? < p < Cyn~'? e YM
grafo balanceado com p(M) = 2, existe uma propriedade G de grafos com
P(G(n,p) € G) = 1—0(1), e um inteiro ny tais que, VG € G\R com |V (G)| =
n > ng, se P((GUM*) € R) > 2a, entao P((GU(G(n,&p)) € R) =1—o0(1).

Inicialmente, é necesséario garantir que M ¢ @), para que o teorema nao
valha trivialmente. Isso é feito facilmente.

A seguir, é escolhida entao uma propriedade G especifica apropriada,
tipica de G(n,p), com vdrias restri¢coes (que ndo cabe mencionar aqui) so-
bre o niimero de conjuntos independentes, sobre a vizinhanca e o grau dos
vértices, sobre o nimero de tridngulos, entre outras. Prova-se entdo que
G(n,p) € G com probabilidade 1—o(1), para en~"/2 < p(n) < Cn~"/? (para
R, temos p = 2).

Para provar entdo que P((GUG(n,&p)) € R) =1—o0(1), onde G € G\R
com G tipica de G(n,p), é preciso investigar como saber se G1 U Gy € R,
onde G1 = G(n,byn=?) e Gy = G(n, byn=1/?).

Para isso, sejam Azul(G) e Verm(G) os conjuntos das arestas de um
grafo G 2-colorido com as cores azul e vermelha, respectivamente. Seja
ainda Base(F) = {uv : tal que uw,wv € F,w € V(G)}, para F C E(G).

Supondo, sem perda de generalidade, que |Azul(Gy)| > |Verm(G1)],
temos que, se Base(Azul(G1)) contém um tridngulo A, nenhuma coloragao
prépria de G1 U A pode ser derivada da original. Logo bastaria mostrar que
Base(Azul(G1)) N Gy contém um triangulo. O Lema a seguir de [27] auxilia
nessa questao.

Lema 82. V0 < A < 1,¢ > 0, existe 0 < a < 1/6 tal que, se p > en~'/?,
entao G(n,p) é tal que VF C E(G), com |F| > M E(G)|, Base(F) contém
pelo menos a|V (G)|? tridngulos, com probabilidade 1 — o(1).
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Aplicando o lema 82 para o exemplo de Gy e Gg, com F = Azul(Gy),
A =1/2 e c = by, obteriamos ©(n?) tridngulos em Base(Azul(G1)). A partir
da desigualdade de Janson [41], pelo menos um desses triangulos estard em
G5 com alta probabilidade 1 — e. Tomando by grande o suficiente, podemos
diminuir o erro € para o(1), “provando” que G; UG5 € R.

No entanto, no problema aqui tratado, by = &by, podendo ser muito
menor que b;. Para resolver esse problema, serd aplicado o lema da reg-
ularidade para Subgrafos, construindo uma familia de subgrafos chamada
CORE, a partir das “poliades” da regularizacao. Esse é o maior esforco de
[27]:

Lema 83. Seja G € G\(R) um grafo com |V(G)| = n > ng, com P((G U
M*) € R) > 2a. Logo, V1 > 0, existe uma familia CORE de subgrafos de
G tal que:

e Para toda coloracgao prépria de E(G), existe K € CORE monocromético
e [CORE| < e™*”
e VK € CORE, |K| > \E(G)|

Sua prova serd esbocada na subsecao abaixo. Finalmente, o lema 84
abaixo fecha a prova do lema 81.
Lema 84. VK € CORE, a probabilidade de K U G(n,&p) possuir uma

727'0713/2

coloracao propria na qual K é monocromatico é no maximo e , onde

o = a?¢5¢3 ‘
(2a€3c3+4£5C3)
A sua prova é uma aplicacao simples do método probabilistico e da de-
sigualdade de Janson [41]. A seguir fornecemos uma prova do lema 81 a
partir dos lemas 83 e 84.

Prova do Lema 81. O lema 83(a) implica que, se G U G(n,{p) tem uma
coloracao prépria, entao existe um K € CORE monocromético. Mas, pelo
lema 83(b), com 7 = 73, e pelo lema 84, temos que a probabilidade de
’7’0’n3/26—2’7'0’n3/2 —

algum K € CORE ser monocromatico é menor ou igual a e
3/2

e 70" = o(1). Logo a probabilidade de G U G(n,&p) ter uma coloragao
prépria é o(1). Consequentemente, a probabilidade de G U G(n,&ép) € R é
igual a 1 — o(1), como desejado. O

A.5.1 Obtencao da Familia CORFE

Para construir a familia de grafos CORFE do lema 83, explora-se bastante a
condicao P((GU M*) € R) > 2a.
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Seja M um grafo balanceado qualquer com p(M) = 2, |V(M)| = v
e |E(M)| = 2v, cujos vértices sao rotulados por zi,...,z,. Para toda
sequéncia X = (vy,...,v,) de vértices distintos de G, seja Mx uma cépia
de M com os vértices x; mapeados sobre v;, 1 <17 < v.

Definimos entao a familia y dos X tais que G U Mx € R. Por hipétese,
temos que |x| > 2an(n—1)...(n—v+1) =(2—o0(1))an”.

A familia x é refinada sucessivamente para as familias x1, x2 € x3, todas
com cardinalidade ©(n"). Nao descreveremos esse processo, apresentado em
[27], limitando-nos a descrever os membros X da familia x3:

e GUMx €R
e X é um conjunto independente de G
e Todo vértice de G tem no maximo dois vizinhos de G

e T(X) é isomorfo a um grafo fixo M com v + ¢ vértices, 2¢ arestas
e VM) = {z1,....2p,u1,...,us}, para ¢ < 10C35v/a, onde T(X) é
o grafo formado pelos caminhos de tamanho 2 (tendas) em G entre
pares de vértices de X que sao arestas em My

e Existe uma particao 7o = {Vi,...,V,,Wi,..., Wy} de V(G) em v + ¢
partes com mesmo tamanho m = n/(v+¢), tal que T'(X) é consistente
com g, ou seja, ; € Vieu; € W;, VI <i<p,1 <5< ¢

e Vv e V1U...UV,, V1 <j < ¢, temos que 3m/4 < degg(v, W;) < 3m/2

Para facilitar, ao invés de trabalhar com T'(X), trabalha-se com S(X) C
T(X), gerado desse removendo uma aresta (perna direita) de cada tenda de
T(X).

Como X é um conjunto independente em G, para X € ys, entdo S(X)
serd formado por varias estrelas e, por isso, serd chamado de constelagao
especial.

Como T(X) é isomorfo a M, segue que, VX € xs, todas as constelagoes
S(X) sao isomorfas entre si e, consequentemente, a um mesmo grafo que
chamaremos de S.

Resumindo, uma constelacao é uma copia de S em G consistente com
mo. Uma constelagdo especial é uma cépia de S em G sobre uma sequéncia
X € x3 com S(X) = S. Sejam C e S, respectivamente, os conjuntos de
todas as constelagoes e constelacdes especiais em G.

Essa andlise estabelece uma forte ligagdo entre sequéncias X de vértices,
tais que G U My € R, com um grafo S. Neste ponto, é aplicado entao
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o lema da regularidade para Subgrafos S, com o intuito de se construir a
familia CORE do lema 83, a partir dos blocos quase-aleatdrios (poliades)
provenientes da regularizacao.

Mas, a regularizacdo nao pode ser feita sobre o conjunto de todas as
constelagoes C, mas sobre o das especiais S, como citado. O lema da regu-
larizacao para subgrafos é bem geral para permitir tal condicionamento.

Além disso, a regularizagao sé pode ser aplicada se nao existem subgrafos
relativamente grandes e densos em arestas e em copias de S, ji que G é
esparso. Com grande dificuldade, isso é provado, ou seja, prova-se que, com
probabilidade 1 — o(1), G € G\'R nao possui tais subgrafos densos.

Finalmente, aplicando a regularizacao, obtemos um particionamento dos
vértices em um refinamento 7 da particio mo = {V4,...,V,,Wh,..., Wy},
e um particionamento das arestas.

E definida entiio a familia PRECORE, construida com os blocos dessas
partigoes (as poliades). Contréi-se entao a familia CORE, baseada em
PRECOREs. Finalmente (e resumidamente), numa sequéncia de 3 lemas
nao tao longos em [27], sdo satisfeitas todas as restricoes do lema 83, termi-
nando a prova.

Apesar da falta de alguns detalhes nessa exposicao, consideramos impor-
tante realiza-la, ja que o lema da regularidade para Subgrafos é muito recente
e nao tao conhecido como os demais. Além disso, trouxe-nos técnicas envol-
vendo triangulos, limiares severos, entre outras, que poderao servir para o
ataque a alguns de nossos problemas abordados.

81



Apéndice B

Aplicacoes de Heranca de
Uniformidade

B.1 Versao Original

A aplicagao da versao original da heranca de uniformidade de Duke e Rodl
pode ser vista em [14], na prova do Teorema 27 da se¢io 3.1.

B.2 Versao Esparsa

A aplicacao da versao esparsa da heranca de uniformidade de Gerke, Ko-
hayakawa, ROdl e Steger [29] pode ser vista na prova do Teorema 32 da
secao 3.2. Pode ser vista também na prova do Teorema 72 da secao 4.6.1.

B.3 Versao para Hipergrafos

A aplicagdo da versao para hipergrafos da heranca de uniformidade de
Mubayi e R6dl [51] pode ser vista na prova do Teorema 39 da secio 3.4.

A heranca de uniformidade para hipergrafos (Lema 38) também tem sido
aplicada sobre problemas de Ramsey-Turdn para hipergrafos. Em particular,
é usada em [52] para construir infinitamente muitos /-grafos cuja densidade
de Ramsey-Turan é estritamente positiva e menor que a densidade de Turan.

Seja G um [-grafo. O ntmero de Turdn ex(n,G) é o nimero maximo
de arestas de um [-grafo H com n vértices tal que H nao contém G. A
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densidade de Turdn é o limite
ex(n,g)
(7)
Como visto em [52], é sabido que o limite 7(G) existe.

A densidade de Ramsey-Turan p(G) é definida como em 7(G), mas re-
strito a [-grafos H com conjuntos independentes pequenos o(n). Uma outra
variante p(G) é definida como em 7(G), mas com restricdo mais forte para
l-grafos H densos, ou seja, todo conjunto de vértices de tamanho maior ou
igual a én, 0 < € < 1, tem densidade limitada inferiormente por algum valor
fixo.

Por definicao, 0 < p(G) < p(G) < m(G). No entanto, até pouco tempo
nao se sabia se algumas dessas desigualdades eram estritas, para algum I-
grafo G. Em [52], sdo provados vdrios resultados interessantes sobre essa
questao.

Antes de apresentar os resultados que nos interessam, sdo necessarias
algumas defini¢oes preliminares. Dizemos que um [-grafo Hg) é (o, §)-
uniforme se todo subgrafo induzido com &n vértices possui (a £ 5)(51")
hiperarestas. Dizemos que um [-grafo ’Hg) é (a, &)-denso se todo subgrafo
induzido com &n vértices possui pelo menos oz(gl") hiperarestas.

Para definir p(G) adequadamente, recorre-se a nocao de sequéncia {H,;}
de [-grafos, onde |V (H;)| — oo e |V (Hiy1)| > |V (H,)]-

Dizemos que a sequéncia {#;} é G-livre se todos os [-grafos H,;, exceto
uma quantidade finita, sao G-livres, ou seja, nao contém uma cépia de G.
Dizemos que a sequéncia {#;} contém G se infinitamente muitos /-grafos H;
contém uma copia de G.

Dizemos que uma sequéncia {#,;} é a-uniforme se, para todo £ > 0, existe
ng tal que todo hipergrafo H,,, para n > ng, é («, ¢)-uniforme. Dizemos que
uma sequéncia {H;} é a-densa se, para todo £ > 0, existe ng tal que todo
hipergrafo H,,, para n > ng, é (a,£)-denso.

Nesse ponto, em [52] sao definidas as densidades de Ramsey-Turan py (G)
e pp(G), como:

pv(G) = sup{a: existe sequéncia {#;} a-uniforme G-livre}

= inf{a: toda sequéncia {H;} a-uniforme contém G} (B.1)

pp(G) = sup{a: existe sequéncia {H;} a-densa G-livre}
= inf{a: toda sequéncia {#;} a-densa contém G} (B.2)
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Com essas definicoes, os autores provam com certa dificuldade que toda
sequéncia {H;} a-densa contém uma subsequéncia {#H’ } a-uniforme. Esse
resultado é importante, pois é mais facil trabalhar com [-grafos uniformes,
ao invés de densos. Como consequéncia, temos que p(G) = pp(G) = pu(9).

Com essas definigoes, finalmente podemos enunciar o resultado que nos
interessa.

Lema 85. Para todo ¢ > 0, existe G contendo G tal que p(G) > 1 —¢ e

p(G) = p(9). )

Como coroldrio desse lema, temos que, se p(G) > 0, entdao existe G
contendo G tal que 0 < 3(G) < p(G) < 7(G).

Para a prova do Lema 85, utiliza-se o resultado abaixo, que possui uma,
aplicacao da heranca de uniformidade para hipergrafos. A “multiplicacao”
de um vértice v em um [-grafo G é a substitui¢cao de v por [ novos vértices
v1,...,v], substituindo cada hiperaresta £ que contém v por [ hiperarestas

(E —v)U{v;}, para cada 1 <i <, e adicionando a hiperaresta {vy,...,v;}.

Lema 86. Se o l-grafo G' é obtido do I-grafo G apds uma sequéncia de
multiplicacdo de vértices, entdo p(G') = p(G).

Prova. Seja G' o I-grafo obtido de G através da multiplicacdo de um tnico
vértice v de G.

Como G’ D G, temos que p(G') > p(G). Para provar que p(G') = p(G),
bastard provar que 5(G') < 5(G), mostrando que, V6 > 0, 5(G') < 5(G) + 20.

Fixe § > 0 pequeno e o = p(G)+26. Seja {#;} uma sequéncia a-uniforme
de [-grafos. Devemos provar que {#;} contém G.

Aplique o Lema 38 (heranca de uniformidade para hipergrafos), com
entrada 0, a e I, e saida 8, r e ng, tomando § << 1/r", como observado na
secao anterior.

Tome 7 grande tal que H = H,; satisfaca os itens abaixo. H existe pois

{H;} é a-uniforme.
o |[V(H)| > nog
e 1 é («,d)-uniforme

Nosso objetivo é provar que H contém G', pois assim infinitamente muitos
membros de {H;} contém G’ e, portanto, {#;} contém G'.

Pelo Lema 38, todos, exceto e—r'/t/20 (:f), r-conjuntos de H induzem um
subhipergrafo H' (c, d)-uniforme. Logo, H' tem densidade > 5(G) 426 —0 =
p(G) +0. Como |V (H')| = r e r é grande (pois & — 0, como frisado na secio
anterior), temos que H' D G, pois a densidade de H é maior ou igual a p(G).
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Seja m = |V (G)|. Temos entao que o nimero de cépias de G em H é

1_671"1/1/20(7!) 1_671“1/1/20(71) 1 <n>

T W

Seja F o m-grafo consistindo das copias de G em H, onde cada m-
hiperaresta tem um vértice especial correspondente ao vértice v de G, que é
multiplicado. Para um (m — 1)-conjunto M, seja Cj; o niimero de arestas
de F que contém M, mas com o vértice especial fora de M. Assim:

Y =e(F) > T%(:;)

M,|M|=m—1

Logo, existe My, |My| =m — 1, com

1 () n
o = rm (mqil) g 2mr™

> on,

jd que d << 1/r" e r > m e, portanto, 6 < 1/2mr™.
Como H é (a, d)-uniforme, o conjunto dos vértices especiais correspon-

dentes a M) contém uma aresta em H (muitas de fato). Seja {v1,...,v}
uma tal aresta dessa em H. Logo, como My e v induzem uma cépia de G
em H, entao My e {v1,...,v;} induzem uma cépia de G’ em H. O

Os préximos lemas fecham a prova do lema 85. Apesar de nao uti-
lizarem os conceitos de heranca de uniformidade, consituem bom material
para técnicas de prova. Algumas definicoes sao necessarias.

Fixe | > 3. Seja Gy o [-grafo com um vértice apenas. Para ¢ > 1,
seja G; o l-grafo obtido de l-cépias disjuntas de G; 1, adicionando todas as
hiperarestas formadas por um vértice exatamente em cada cépia. Temos
que G; contém I vértices.

Dizemos que um [-grafo é simples se cada duas arestas tem no maximo
um vértice em comum. Para um [l-grafo G, seja xs(G) o menor numero
de cores tais que cada classe de cor induz um [-grafo simples. Seja ag(G)
o miximo tamanho de um subconjunto de vértices que induz um [-grafo
simples. Claramente,

V(9
xs(G) > as(G)

Lema 87.



Prova. Basta provar que as(G;) <I(l —1)""1, j& que |V (G;)| = I*. Faremos
indugao em 4. O caso base i=0 ¢ trivial, pois ag(Go) =1 < 1/(l —1).

Considere que o resultado vale para G; 1. G; contém [ cépias de G; 1.
Tomando 2 vértices de uma mesma copia de G;_1 em G; e 1 vértice de cada
uma das outras | — 1 cépias, obtemos um subconjunto que nao induz um
l-grafo simples, pois tem duas arestas apenas, as quais tem em comum [ — 1
vértices.

Logo, as(Gi) < maz{l,(l — 1)as(Gi—1)}. Ou seja, ou toma um vértice
apenas de cada copia, ou ignora uma cépia inteira e toma conjuntos maximos
das demais copias.

Logo, por indugio, as(G;) < (I — 1)[I(1 —1)"2] =1(l — 1)~ O

Lema 88.
lim;s00p(Gi) = 1

Prova. Seja k+1 = xs(G;). Fixe ¢ > 0 e seja A, um [-grafo simples com n
vértices e a(A,) < en. Aqui a(A,) é o tamanho do conjunto independente
maximo. Tal [-grafo existe para n grande por uma aplicacao simples do
método probabilistico de remocao. Assumimos quen > [/e. Além disso, esta
escolha de A, é feita, pois p trata de grafos com conjuntos independentes
pequenos o(n).

Seja ‘H,, um [-grafo com nk vértices consistindo de k cépias disjuntas de
A, adicionando como arestas todos os I-conjuntos com pelo menos 2 vértices
de cépias distintas. Pela defini¢do, temos que a(H,) < maz{l,en} < en.
Isso porque podemos tomar um conjunto independente maximo de cada
copia de H,,.

Além disso, xs(H,) < k, por causa das k cépias de A,,, que é um [-grafo
simples. Como k + 1 = x5(G;), temos que H,, 2 G;.

Além disso, H,, tem densidade maior ou igual a

nk n
—k
T N.
()
Pelo Lema 87, lim;_00xs(Gi) = 0o. Logo, p(G;) > 1 — k't — 1, ja que

kE+1=xs5(G:).
O

Lema 89. Para todo 1 > 0, existe um l-grafo G' obtido por multiplica¢ées
de vértices a partir de um um tnico vértice tal que G; C G’
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Prova. Por inducao em 4, com caso base 1 = 0 trivial, j& que Gy é um vértice.
Suponha que funciona para 7 — 1. Iniciando em um vértice v1, forme por
multiplicacdo a aresta {vi,...,v;}. Para cada v;, realize multiplicacdes para
produzir um [-grafo contendo G;_1. Esse grafo total contém G;. O

Finalmente, podemos terminar a prova do Lema 85.

Prova do Lema 85. Fixe e > 0,1 > 3 e um [l-grafo G. Pelo Lema 88, escolha

t tal que p(G;) > 1 — e. Escolha um vértice v de G e, pelo Lema 89, realize

multiplicagoes de vértices para transformar v em um [/-grafo G’ contendo G;.
Considere o I-grafo G = G’ U (G — v). Pelo Lema 86, 5(G) = p(G).
Como G; C G, temos que p(G) = p(Gy). Logo, p(G) > 1 —e. O
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