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RESUMO

Nos apresentaremos uma nova e curta prova combinatoria da parte de suficiéncia do bem conhecido critério de
planaridade de grafos de Kuratowski. Os principais passos sdo provar que para um grafo nao-planar minimal G e
qualquer aresta xy:

(1) G-x-y ndo contém um 0-subgrafo;,

(2) G-x-y € homeomorfo ao circulo;

(3) Géouum K5 ouum Ks 5
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Em 1930, K. Kuratowski publicou seu bem conhecido critério de planaridade de grafos: um
grafo € planar se e s6 se ndo contém um subgrafo homeomorfo ao Ks ou ao K3 3. Desde entdo, muitas
provas novas e mais curtas desse critério apareceram. Nesse artigo, nds apresentamos uma prova
combinatoria curta da parte “se”. Ela ¢ baseada na contragdo de uma aresta, mas evita a reducao para
grafos 3-conexos. Um 0-subgrafo ¢ um subgrafo homeomorfo ao K3 ,.

Lema 1: Se xy € E(G), entao G-x-y ndo contém um 0-subgrafo.
Prova:

Por contradi¢do, suponha que G-x-y contém um 0-subgrafo. Como G ¢ minimal, G/xy ¢
planar. Considere uma representacdo planar de G/xy. Seja G’= G-x-y = (G/xy)-xy. Como G ¢
minimal, podemos considerar uma representagdo planar de G/xy na qual xy nao esta na face externa.
Seja F o subgrafo de G’ que limita a face de G’ que contém o vértice xy na representagdo planar de
G/xy. Temos que F € exo-planar e, por isso, ndo contém um 0-subgrafo (lista.3 ex.2). Mas, como
G’contém, temos que existe uma aresta e € E(G’)-E(F). Como toda floresta T ¢ planar e toda
representacdo planar de 7 ndo gera regides fechadas, temos que F ndo ¢ uma floresta, ja que contém
Xy em seu interior na representacao planar de G/xy. Logo, F' contém um circuito C. Além disso, o 0-
subgrafo de G’ nao pode estar todo no interior de F, pela defini¢do de F, e assim, podemos assumir
que C contém xy em seu interior € contém e em seu exterior, na representacao planar de G/xy.

Seja extC o conjunto dos vértices no exterior de C na representacao planar de G/xy. Também
pela definicao de F, nenhum par de vértices em C ¢ ligado por um caminho no interior de C, ou seja,
em G’-E(CO)-E(ext(C). Isso significa que existe representacao planar de G-E(extC), que ¢ planar pela
minimalidade de G, na qual C ¢ a face externa. Essa representacdo pode ser combinada com a de G,
acrescentando extC, gerando uma representacao planar de G, contradizendo a sua ndo-planaridade.



Lema 2: Se xy € E(G), entao G-x-y nao contém dois vértices de grau um.
Prova:

Por contradi¢do, sejam u e v vértices de grau 1 em G-x-y. Pela minimalidade de G, seus
vértices tem grau maior que 2, sendo contraindo uma de suas arestas, teriamos um grafo planar para
o qual toda representagdo planar poderia ser extendida para uma representagdo planar de G.

Como u e v tém grau 1 em G-x-y, entdo eles devem ser adjacentes a x e y, e devem ter grau 3
em G. Como {x,y,u,v} induz um Ks-e, e K>3 ¢ uma subdivisdo do K4-e, temos um 0-subgrafo em
{x,y,u,v}. Assim, pelo Lema 1, toda aresta de G tem uma de suas extremidades em {x,y,u,v}, sendo
sua remog¢ao manteria o 6-subgrafo. Como Vz € V(G)\ {x,y,u,v}, z também tem grau maior que 2 em
G, z ¢ ligado a pelo menos 3 vértices de {x,y,u,v}.

Como u e v tém grau 3 em G, e sao ligados a x e y, devem existir no maximo 2 vértices em G
além de {x,y,u,v}, um adjacente a u e outro a v. Portanto, G ¢ um dos grafos da Figura 1. Os grafos
representam os casos em que u € v sdo adjacentes, possui um vizinho em comum ou possuem
vizinhos distintos. Todos eles sdo planares, contradizendo a ndo-planaridade de G.
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Figura 1: grafos do Lema 2



Lema 3: Se xy € E(G), entao G-x-y € um circuito.
Prova:

Seja G’ = G-x-y. Pelo Lema 1, G’ ndo contém um 0-subgrafo. Se algum bloco (um subgrafo
2-conexo maximal ou uma aresta de corte) de G’ ndo é uma aresta, entdo ele certamente contém um
circuito. Se existe no bloco um caminho entre vértices do circuito e disjunto ao circuito, temos um
subgrafo homeomorfo ao K4-e e, portanto, homeomorfo ao K, 3 (0-subgrafo). Logo, todo bloco de G’
¢ um circuito ou uma aresta.

Por contradicdo, suponha que G’ ndo ¢ um circuito. Como G’ também ndo ¢ uma aresta, a
arvore de blocos de G’ contém mais de um bloco e, portanto, pelo menos dois deles tém grau 1 na
arvore. Pelo Lema 2, G’ ndo tem dois vértices de grau 1. Logo, um dos blocos de grau 1 da arvore de
blocos nao ¢ uma aresta, ou seja, ¢ um circuito, denotado por C. Temos que C contém apenas um
vértice de corte v de G’, sendo C ndo seria maximal nem teria grau 1 na arvore de blocos. Como
mostrado na prova do Lema 2, os vértices de G t€ém grau maior que 2. Como os vértices de C-v tém
grau menor ou igual a 2 em G’, entdo todos eles sdo adjacentes a x ou y em G. Como C-v tem pelo
menos 2 vértices a e b (vizinhos de v em C), temos 3 caminhos internamente disjuntos entre a € b em
G, a saber: 2 em C e um por x e/ou y. Logo G contém uma subdivisdo do K4-e, ou seja, um 0-
subgrafo.

Assim, pelo Lema 1, toda aresta de G tem uma de suas extremidades em C U {x,y}, sendo sua
remog¢ao manteria o 0-subgrafo. Esse resultado, acrescido do fato de G’ também ndo conter vértices
isolados, ja que os vértices de G tém grau maior que 2, implica que todos os outros blocos de G’
(exclusive C) sdo arestas para v. Pelo Lema 2, existe apenas um deles, denotado por uv. Como u tem
grau 1 em G’, u deve ser adjacente a x ¢ y em G.

Suponha que existe em C um vértice z além de v, a e b. Logo, pelo principio da casa dos
pombos, x ou y possui duas arestas para C-v; sem perda de generalidade, x. Além disso, x ¢ y
possuem pelo menos uma aresta para C-v, pois tém grau maior que 2. Logo, existem 3 caminhos
internamente disjuntos de x para z em G’, a saber: (1) se xz € E(G), um pela aresta xz, outro por a e
outro por b; (2) se xz ¢ E(G), um pela aresta yz, outro por a e outro por b.

Logo, G’ contém uma subdivisdo do K4-e, ou seja, um 0-subgrafo, o o &
que contradiz o Lema 1. v

Portanto, C contém apenas 3 elementos v, a € b. Logo G ¢ o 3-prisma
(Figura 2), que ¢ planar, contradizendo a ndo-planaridade de G.
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Figura 2: 3-prisma

Prova do critério de Kuratowski:

Sejam x; e x; vértices adjacentes de um grafo G ndo-planar minimal. Seja G’=G-x;-x,. Pelo
Lema 2, temos que G’ é um circuito.

Seja u € G um vértice adjacente a x; -1, mas ndo adjacente a xi k=12, kz- S€ja v um vértice
adjacente a u no circuito G’. Se v ¢ adjacente a x;, pela minimalidade de G, G-vx; ¢ planar. Podemos
entdo obter uma representacao planar de G, adicionando a aresta vx; a uma representacdo planar de
G-vxi, o que contradiz a ndo-planaridade de G.

Portanto, ou todo vértice de G* ¢ adjacente a x; € x,, ou os vértices de G* adjacentes a x| € x;
estao alternados no circuito G’, pelo fato anterior e pela minimalidade de G.

No primeiro caso, G D K5, e no segundo G D K3 3.



