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Temos w e A sempre que f(w) € B porque f é uma reducio de A para B. Por
conseguinte, M aceita f(w) sempre que w € A. Além do mais, N roda em tempo
pohnomiiﬂ, pois cada um de seus dois estigios roda em tempo polinomial. Note
que o estigio 2 roda em tempo polinomial porque a composi¢io de polinémiog
€ um polinémio. ;

Antes d.e exibir uma redugio de tempo polinomial, introduzimos 3SAT’, um
caso especial do problema da satisfazibilidade no qual todas as férmulas estdo em
uma forma especial. Um Aiteral é uma varidvel booleana ou uma variavel boolea-
Fa ne.gada, como em z ou T. Uma cldusula é uma férmula composta de variog
it : T3 VT3 6

erais conectados por Vs, como em (z1 VT2 VT3V 24). Uma férmula boolea-
na estd na Jorma normal conjuntiva, chamada fnc-férmula, se ela compreende
varias clausulas conectadas por As, como em

(21 VI VTSV 24) A (33 VTSV 26) A (23 V T5).
Ela é uma 3fnc-férmula se todas as cliusulas tiverem trés literais, como em
(VT3 VT3) A (23 VTV a6) A (33 VTGV 24) A (T4 V 25 V).

Seja SSZAT = {(‘(b>/| ¢ € uma 3fnc-formula satisfazivel}. Em uma fnc-férmula
sa'ilsfazwel, cada cldusula deve conter pelo menos um literal a que ¢ atribuido o
valor 1.

O teorema seguinte apresenta uma reducio d inomi
¢do de tempo polinomial d blen;
3SAT para o problema CLIQUE. . .

TEOREMA 7.32

3SAT é redutivel em tempo polinomial a CLIQUE.

IDEIA DA PROVA A redugio de tempo polinomial f que mostramos de 381"
para CLIQUE converte férmulas para grafos. Nos grafos construidos, og clls
ques de um dado tamanho correspondem a atribuigbes que satisfazen i f’,(')rnn;lhl.
Est'r,uturas dentro do grafo sio projetadas para imitar o comportamento dig
variaveis e cldusulas.

PROVA  Seja ¢ uma f6rmula com k clausulas tal como

¢) = (a] \/[)[ V(f]) A ((I,;g \/()2 \/(‘»_),) A A ((I/[.; VI);‘, V('/,,).

Arec.lugao [ geraa cadeia (G k), onde ¢ é um grafo nio-direcionado definideo
da seguinte forma,
1 ya A ! . i A
Os nés em G sio organizados em b grapos de crds néw eada um chamados de
b o 1
triplas, by, ot Gadaeripla corresponde o uma dan clivsulas em ¢, ¢ cada no
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¢111 uma tripla corresponda a um literal na cldusula associada. Rotule cada n6 de
{/ com seu literal correspondente em ¢.

As arestas de G conectam todos os pares de nés em @G, exceto dois tipos de
pres. Nenhuma aresta estd presente entre n6s na mesma tripla e nenhuma aresta
uli presente entre dois nés com rétulos contraditérios, como xs € Tz. A figura
§ neguir ilustra essa construgio quando ¢ = (z1 V 71 V x2) A (TTV T3V T3) A
(I VgV 5172).

FIGURA 7.33
() prafo que a redugio produz a partir de
W= () Vo Vxa) A (HVEVTQ) A (Tl—\/ﬂ')z V xa).

Apora, demonstramos por que essa construgio funciona. Mostramog que ¢ ¢
Jntlufazivel sse G tem um k-clique.

Suponha que ¢ tenha uma atribuigio que a satisfaz. Nessa atribuigio, pelo
menos um literal é verdadeiro em cada clausula. Em cada tripla de ¢/, selecios
fiimos wm n6 correspondendo a um literal verdadeiro na atribuigio que satisfaz
§ formula, Se mais que um literal for verdadeiro em uma clausula especifica,
sicollhemos um deles arbitrariamente. Os nés que acabam de ser selecionados
frmam um k-clique. O nimero de nés selecionado & k, porque escolhemaon
Wi para cada uma das & triplas. Cada par de nés selecionados ¢ ligado por uma
aresta porque nenhum par se encaixa em uma das excegoes deseritas anterior
mente, Iles nio poderiam ser da mesma tripla, porque selecionamos somente
wim 06 por tripla, Kles nio poderiam ter rétulos contraditérios porque os lites
Pl nssociados eram ambos verdadeiros na atribuigio que satisfaz a formula, Por
conseguinte, ¢ contém um k-clique.

Suponha que ¢ tenha um k-clique, Nenhum par de nos do clique ocorre
i mesma tipla, porque nds na mesma tripla nio siio conectados por arestas,
Comseqiientemente, cada uma das & triplas contém exatamente um dos & now do
clique, Atributimos valores-verdade iw varivels de ¢ de modo que cada literal
e rotula um nd do elique tomesse verdadelro, Fazer o ¢ sempre pouivel,
poli dofs nos rotulados de manett contradicarin nio o conectados por i



aresta e, portanto, nio podem estar 0 clig
satisfaz ¢ porque cada tripla contém wm no do cligue
contém um literal ao qual ¢ avribuido VICRDADEIRO, [

............................................... wennn e LTI 1

Os Teoremas 7.31 e 7.32 nos dizem que, s¢ CLIQUI o1 solivel
polinomial, 0 mesmo acontece com 3SAT. A primeira vista, essn cores
esses dois problemas parece um tanto impressionante porque, superficin
eles sio bastante diferentes. Mas a redutibilidade de tempo polinamial ¢
mite relacionar suas complexidades. Agora nos voltamos para uima definigs
nos permitird similarmente relacionar as complexidades de uma classe tn
problemas.

DEFINICAO DE NP-COMPLETUDE

| DEFINIGAO 7.34
Uma linguagem B é NP-completa se satisfaz duas condigoes:

1. B estd em NP, e
2. toda A em NP ¢é redutivel em tempo polinomial a B.

TEOREMA 7‘35 .......................................................................................................... GE
Se BB for NP-completa e B € P, entdo P = NP,

PROVA  Esse teorema segue diretamente da defini¢do de redutibilidade (e

tempo polinomial.

TEOREMA 7.36

Se B for NP-completa e B <p C para C' em NP, entio C & NP-completa.

PROVA  Ji sabemos que C' estd em NP, portanto devemos mostrar que toda A

em NP € redutivel em tempo polinomial a . Como B é NP-completa, toda lin-
guagem em NP ¢ redutivel em tempo polinomial a B e B, por sua vez, é redutivel

em tempo polinomial a C. Redugdes em tempo polinomial se comp&em; ou seja i

se A for redutivel em tempo polinomial a B e B for redutivel em tempo polino-
mial a C, entdo A ¢ redutivel em tempo polinomial a C. Logo, toda linguagem
em NP € redutivel em tempo polinomial a C,

i
|

A8Em a base para os circuitos usados em computadores eletrénicos. Logo, o

it

N’g-wm loto, podemon obter outros por
. ' 1 dele, Entretanto, estabelecer o primeiro
plote & imude difiells A segulr, fazemos isso provando que SAT

’l" IIIIlll|l|‘||ll.tlIl.l.IllIIIIllIIlO“lllllIQlllllllI!I.u|||||||.|l.l-ln.IlllllIn--n--------..------u--.1!1------.---.----
NI compleco, !

Hin teetunein o leorema 7.27, o teorema de Cook-Levin, em outra

BA PROVA  Mostrar que SAT estd em NP é facil, e vamos fazer isso
A purte dificil da prova é mostrar que qualquer linguagem em NP &
[ o tempo polinomial a SAT.
I fier fuso construimos uma redugio de tempo polinomial para cada lin-
Wi e NI* para SAT. A redugdo para A toma uma cadeia w e produz
i Iniula booleana ¢ que simula a mdquina NP para A sobre a entrada 1.
0 Ui aceita, ¢ tem uma atribuicio que a satisfaz que corresponde a
Wi tgio de aceitagiio. Se a miquina ndo aceita, nenhuma atribuigﬁo satisfaz
L unseglientemente, w estd em A se e somente se ¢ é satistazivel.

“utteir realmente a redugio para funcionar dessa maneira é uma tarefa con-

ebiialimente simples, embora devamos lidar com muitos detalhes. Uma férmula

buin pode conter as operagdes booleanas E, OU e NAO e essas operagdes

1 e que podemos projetar uma férmula booleana para simular uma miquina

e Huring nio é surpreendente. Os detalhes estio na implementagio dessa idéia,

- PHOVA  Primeiro, mostramos que SAT estd em NP. Uma mdquina de tempo

ulinomial nio-deterministico pode adivinhar uma atribuicio para uma dada
R‘l‘mu[sl ¢ ¢ aceitar se a atribuigio satisfaz ¢,

A seguir, tomamos qualquer linguagem 4 em NP e mostramos que 4 é
teilutivel em tempo polinomial a SAT. Seja N uma maquina de Turing nio-
duterministica que decide 4 em tempo n* para alguma constante k. (Por con-
veniencia, assumimos, na verdade, que N roda em tempo n® — 3, mas ape-
s nqueles leitores interessados em detalhes deveriam se preocupar com essa
{uestio menor.) A seguinte nogio ajuda a descrever a reducio.

Um tablean para N sobre w é uma tabela n* x n* cujas linhas sio as
configuragdes de um ramo da computagio de N sobre a entrada w, como mos-
trado na Figura 7.38.

! Uma prova alternativa desse teorema aparece na Segiio 9.3 na pagina 373,
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PROBLEMAS NP-COMPLETOS ADICIONAIS

l(nch;l;l«:)meno da N?—co‘mpletudefsté espalﬂhadf). Problemas NP-completos apa-
em muitas dreas. Por razdes que ndo sio bem entendidas, a maioria do
problemas NP que ocorrem naturalmente estd em P ou é NP—COI’;I leta. S :
busca um algoritmo de tempo polinomial para um novo problema I1)\I'P ('3, ssnvoce
gasdtar parte de seu esforco tentando provar que ele é NP—completo: pois ?:':2
ode evitar qu ¢ i omi
Sue - exiscie -e vocé trabalhe para encontrar um algoritmo de tempo polinomial
Nesita secdo apresentamos teoremas adicionais mostrando que varias lin
gens sio NP-comipletas. Esses teoremas provém exemplos das técnicas uf:;;
usadas em provas desse tipo. Nossa estratégia geral é exibir uma 1‘ecli.:1 o d
tempo polinomial a partir de 3SAT para a linguagem em questio emb%)ra s
vezes reduzamos a partir de outras linguagens NP-completas quando,é mais ¢ .
veniente. -
Quandq construimos uma redu¢do de tempo polinomial a partir de 3SAT
para uma hng1_mgem, procuramos por estruturas naquela linguagem que po
simular as varidveis e cldusulas nas férmulas booleanas. Essas estrut("lura_f SESHI\H
vezes chamadas engrenagens. Por exemplo, na redugiio de 3SAT para CLI aQO[;ES‘
agreslentada no Teorema 7.32, os nés individuais simulam varidveis e triplas d
nos simulam cldusulas. Um né individual pode ou nio ser um n'uambro}:(,ias I'e
que, o que corresponde a uma varidvel que pode ou ndo ser verdadeira emo b
atqbuigao que satisfaz a férmula. Cada cldusula deve conter um literal a EI;E"
atribuido VERDADEIRO e que corresponde a forma pela qual cada tri Iaqd :
conter um né no clique se o tamanho alvo € para ser atingido. O oy
roldrio do Teorema 7.32 afirma que CLIQUE é NP-completa v o

COROLARIO 7.43
CLIQUE é NP-completa.

O PROBLEMA DA COBERTURA DE VERTICES

Se G 9;1 um grafo ndo-direcionado, uma cobertura de vértices de (¢ é um subcon
unto dos no [ ¢ ; :
]d e s onde toda aresta de G toca um dos nds. O problema da cobertura
ces pergunta se um grafo contém uma cobertura de vértices de um tama-
nho especificado: o

COB-VERT =~ {(¢/, k)| ¢/ ¢ um grafo nio-direcionado que

tem uma coberturn de vértices de & no |
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PRCTTTL LI

TEOREMA 7.44
COB-VERT é NP-completo.

DEIA DA PROVA Para mostrar que COB-VERT & NP-completo temos de
mostrar que ele estd em NP e que todos os problemas NP sdo redutiveis em
tempo polinomial a ele. A primeira parte é facil; um certificado é simplesmente
uma cobertura de vértices de tamanho k. Para provar a segunda parte, mos-
tramos que 3SAT é redutivel em tempo polinomial a COB-VERT. A redugio
converte uma 3fnc-férmula ¢ em um grafo G e um nimero £, de modo que ¢
seja satisfazivel sempre que G tenha uma cobertura de vértices com k nds. A
conversio é feita sem saber se ¢ é satisfazivel. Com efeito, G simula ¢. O grafo
contém engrenagens que imitam as varidveis € as cldusulas da férmula. Projetar
essas engrenagens requer Ui pouco de engenhosidade.

Para a engrenagem das varidveis, procuramos por uma estrutura €in ¢ que
possa participar da cobertura de vértices em uma das duas maneiras possiveis,
correspondendo as duas possiveis atribuigdes de verdade 2 varidvel. Dois nos
conectados por uma aresta € uma estrutura que funciona, porque um desses
nés tem que aparecer na cobertura de vértices. Arbitrariamente, atribuimos
VERDADEIRO e FALSO a esses dois nos. | g

Para a engrenagem das cldusulas, buscamos uma estrutura que induza a co-
bertura de vértices a incluir nés nas engrenagens de varidveis correspondenda i
pelo menos um literal verdadeiro na cliusula. A engrenagem contém (Iés no
¢ arestas adicionais de modo que qualquer cobertura de vértices tenha que i
cluir pelo menos dois dos nés ou possivelmente todos os trés. Somente doiy nos
seriam necessirios se um dos nés da engrenagem de vérdces ajudasse cobrindo
uma aresta, como acontecetia se o literal associado satisfaz essa clausula, Cano
contrério, trés nés seriam necessarios. Finalmente, escolhemos k& de modo que a
cobertura de vértices procurada tem um no por engrenagem de varidveis ¢ doi
nés por engrenagem de cldusulas.

PROVA Aqui estio os detalhes de uma redugio de 3SAT para COB-VERT
(ue opera em tempo polinomial. A redugdo mapeia uma formula booleana ¢
para um grafo ¢ e um valor k. Para cada varidvel @ em ¢, produzimos umi
aresta conectando dois nés. Rotulamos os dois nos nessa engrenagen @ i
Fazer & VERDADIIRO corresponde a selecionar o n6 esquerdo para a cobertura
de vértices, enquanto que FALSO corresponde ao no direito. '

As engrenagens para as cliusulas sio um pouco mais complexas. Cada enpgres
nagem de cldusulas ¢ uma tripla de (rés nds que sio rotulados com trés literais il
cléusula. Tsses trés nés sio conectados um ao outro ¢ 208 NOS NAS engrenagens
de variiveis que tém os rotuloy idénticos. Por conseguinte, o numero total de
nGs que aparecem em G ¢ 2n - 81, onde ¢ tem m varidveis ¢ [ cliansulas, Faga o
gl a1 20

Por exemplo, se ¢ = (g Vi V me) A (T VI VG A (BT V @y V)b
veduglio produs (C7, k) a partie de ¢, onde b = B e 6 toma (o mosteada i
Maarna "7 8.
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FIGURA 7.45
O grafo que a redugio produz a partir de
= (21 Vaz Vas) A (FTIVTEVE) A (TTV 22 V s).

Para provar que essa reducio funciona, precisamos mostrar que ¢ é satisfazivel
se e somente se ' tem uma cobertura de vértices com % nés. Comegamos com
uma atribuigio que satisfaz a formula. Primeiro colocamos os nés das engre-
nagens de varidveis que correspondem aos literais verdadeiros na atribui¢io na
cobertura de vértices. Entio, selecionamos um literal verdadeiro em toda clu.

sula e colocamos os dois nés remanescentes de toda engrenagem de cliusulas na

cobertura de vértices. Agora, temos um total de k nés. Eles cobrem todas as
arestas porque toda engrenagem de varidveis é claramente coberta, todas as trés
dentro de toda engrenagem de cliusulas sio cobertas, e todas as arestas entre as
engrenagens de varidveis e de cldusulas sio cobertas. Logo, G tem uma cobertura
de vértices com k nés.

Segundo, se G tem uma cobertura de vértices com k no6s, mostramos que ¢ é
satisfazivel construindo a atribui¢io que a satisfaz. A cobertura de vértices tem
que conter um n6 em cada engrenagem de varidveis e dois em toda engrena-
gem de cldusulas de forma a cobrir as arestas das engrenagens de varidveis e as
trés arestas dentro das engrenagens de cldusulas. Isso d4 conta de todos os nos,
portanto, ndo sobra nenhum. Tomamos os nés das engrenagens de varidveis que
estdo na cobertura de vértices e atribuimos VERDADEIRO aos literais correspon-
dentes. Essa atribuido satisfaz ¢ porque cada uma das trés arestas conectando as
engrenagens de varidveis com cada engrenagem de cliusulas é coberta e sofnente
dois nés da engrenagem de cldusulas estio na cobertura de vértices. Conseqiien-
temente, uma das arestas tem que ser coberta por um né de uma en grenagem de
varidveis e, portanto, essa atribuicio satisfaz a cldusula correspondente,

O PROBLEMA DO CAMINHO HAMILTONIANO

Lembre-se de que o problema do caminho hamiltoniano pergunta se o prafo de
entrada contém um caminlio e w PR £ que passn [ror todo no exatamente LR
vez,
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TEOREMA 7.46
CAMHAM é NP-completo.

IDEIA DA PROVA  Mostramos que CAMHAM estd em NP na Segdo 7.3. Para
mostrar que todo problema NP ¢ redutivel em tempo polinomial a CAMHAM )
mostramos que 3SAT ¢é redutivel em tempo polinomial a CAJWHAM - Da.mo:u
uma maneira de converter 3fnc-férmulas para grafos na qual caminhos hamllgn—
nianos correspondem a atribuicdes que satisfazem as formulas. Os gr.a/fos. contém
engrenagens que imitam varidveis e cldusulas. A engrenagem de varidveis é uma
estrutura em formato de diamante que pode ser percorrida em uma de duas ma-
neiras, correspondendo a duas atribuigdes de valores-verdade. A engrenagem
de clausulas é um né. Assegurar que o caminho passa por .Cad.a engrenagem de
cliusulas corresponde a assegurar que cada cliusula seja satisfeita.

PrROVA  Anteriormente, demonstramos que CAMHAM estd em NP, portanto
tudo o que resta a ser feito € mostrar que 3541 < P CﬁMI—MM . Para cafla 3 !nc
{brmula ¢, mostramos como construir um grafo dlrecmnado’G com c!ms nos, 4
¢ 1, tal que existe um caminho hamiltoniano entre s e ¢ sse ¢ € sat1sfa’z1vc[.
Comecamos a construgio com uma 3fne-férmula ¢ contendo & clausulas:

d= (o Vb Ver)Alas VbaVea) A -+ Alag Vb V),

onde cada a, b e ¢ é um literal ©; ou @;. Sejam @y, ...,z as! Variével;‘; de ¢,
Agora mostramos como converter ¢ em um grafp G. O grafo G que cony
(r1imos tem vérias partes para representar as varidveis e cldusulas que aparecein
¢ . i -
Represente cada variavel z; como uma estrutura em form'ato de d.[amnnl.v (que
contém uma linha horizontal de nés, como mostrado na Figura 7.47. Adiante,
supecificaremos o nimero de nés que aparecem na linha horizontal.

oG e e 2

"

riaunra 7.47

fvel iy ¢ Wi ' Cdiamante,
Wepresentando o variavel o como i esteutuen no formato de diama

Ranrsgantarmol cada eldusala de d oo um Gndos nd eame gedne,
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00 ay. O caminho nio pode entrar em a5 de ¢ ou ay, porque o caminho vai para
outros lugares a partir desses nés. O caminho nio pode entrar em as a partir de
(g, porque az € o dnico né disponivel para o qual ay aponta, assim, o caminho
deve deixar ay via as. Logo, um caminho hamiltoniano tem de ser normal, Essa
redugiio obviamente opera em tempo polinomial, e a prova esti completa.

A seguir, consideramos uma versio nio-direcionada do problema do cami-
nho hamiltoniano, chamado CAMHAMN. Para mostrar que CAMHAMN é

NIP-completo, damos uma redugio de tempo polinomial a partir da versio dire-
cionada do problema.

TEOREMA 7.55
CAMHAMN é NP-completo.

PROVA A redugio toma um grafo direcionado G com nés s e ¢ e constroi
um grafo nio-direcionado G' com nés ¢’ e #. O grafo G tem um caminho
hamiltoniano de s para ¢ sse G tem um caminho hamiltoniano de s' para ¢,
Descrevemos ¢ da seguinte forma.

Cada né u de @, excetuados s e ¢, é substituido por uma tripla de nés un
U e uithem G'. Os nés s e ¢ em G sio substtuidos poiings 8 & P19 gy
(', Aparecem arestas de dois tipos em G'. Primeiro, arestas conectam 22 com
Ut ¢ este com u*, Segundo, uma aresta conecta 4 com v*"™* se uma aresta
vii de w para v em G. Isso completa a construgio de G,

Podemos demonstrar que essa construgio funciona mostrando que & tem um
caminho hamiltoniano de s para ¢ sse G' tem um caminho hamiltoniano de s

para (""", Para mostrar uma direcio, observamos que um caminho hamiltoniano
psm G,

S, UL, Uy - .., Up, L,

tem wm caminho hamiltoniano P! em G,

Hx;li‘ ‘H.T"”"', '“'!I“cm> “.jni? ugntm, U;mm, ,u,;ﬂi, e tcntml

Para mostrar a outra diregio, afirmamos que qualquer caminho hamiltoniano
B0y G de &' para "™ e G’ deve ir de uma tripla de nés para uma tripla
de nos, exceto pelo inicio e o fim, como faz o caminho P! que acabamos de
deserever. Isso completaria a prova porque qualquer desses caminhos tem um
caminho hamiltoniano correspondente em ¢, Provamos afirmagio seguindo
o caminho comegando no né s, Observe que 0 no seguinte no caminho deve
ser wi™™ para algum i, pois somente aqueles nés sio conectados a i O g
seguinte deve ser )™, porque nio hi outra maneira disponivel para incluir
o no caminho hamiltoniano,  Apds W, vem udl, porque esse é o nico
outro ao qual v} estd conectado, O né seguinte deve ser u™ para algum j,
poits nenhum outro no (HH[N'DIHVI‘] entn conectado g 1w Q argumento entho se
repete atd que " wefa atingldo,

B L O T T e e T T L L

WL L L T T T T T L T LTI
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O PROBLEMA DA SOMA DE SUBCONJUNTOS
Retomemos o problema SOMA-SUBC definido na pigina 284. Naquele pro-

blema, nos era dada uma cole¢io de nimeros x1, ..., % ]u‘ntamente Eonll um
nimero alvo ¢, e tinhamos que determinar se a colecdo contém uma subcolecio

cuja soma é t. Agora mostramos que esse problema é NP-completo.

TEOREMA 7.56
SOMA-SUBC é NP-completo.

IDEIA DA PROVA ] mostramos que SOM-S({BC esté,enll NP no Teore-
ma 7.25. Provamos que todas as linguagens em NP sdo redutiveis em terlnpoD pg—
linomial a SOMA-SUBC reduzindo a linguagem NP-completa ?SAT acla. Dada
uma 3fnc-férmula ¢ construimos uma instincia do problema SOZ\L"I-S QBC *qule
contém uma subcolegio cuja soma é o alvo t se e somente se ¢ é satisfazivel.
B subcolegio T
(Jhgii essgr:seguir gessa reducio, eNcONtramos - estruturas . dg progemjtl
SOMA-SUBC que representem varidveis e cldusulas. A instancia ?[ pro em_
SOMA-SUBC que construimos contém nimeros Eie grande mag%ntu le’apraesenn
tados em notagio decimal. Representamosyanavelus por pares de numeros e
clausulas por certas posi¢des nas representagoes decimais dos nimeros. . s
Representamos a varidvel #; por dois niimeros, y; e z.i._ProvNamos qu loj;fi
ou z; deve estar em T para cada 4, o que e:stabelece a codificagio para o va
verdade de x; na atribui¢io que satisfaz a férmula. . It i
Cada posicio de cldusula contém um certo valor no alx/fo t, o que Imep:eulé?;
requisito no subconjunto T'. Provamos que esse requisito € 0 mesmo qL; q g
na cldusula correspondente — a saber, que a um dos literais nessa clausulz

atribuido VERDADEIRO.

PROVA ] sabemos que SOMA-SUBC € NP, portanto, agora mostramos que
3SAT <p SOMA-SUBC. o ) _—

Seja ¢ uma férmula booleana com as variaveis i, ..., € as -Cagng
ey ¢ A redugio converte ¢ para uma instincia do problema SOMA- I“,

| JHCH LI oo = i . ) e
(S, 1), na qual os elementos de S e o nimero ¢ sdo as linhas na Fabela na Fi
s a imal ordindria. As linhas acima da linha
gura 7.57, expressos na notagdo decimal ordindria.

dupla sio rotuladas
Wiy 21y Yo, 22, -5 U5 € Ql‘,hl,QQ,hZ)HA,gi\;;hk

¢ compreende os elementos de S. A linha abaixo da linha dup]al/e ti | i

Assim, S contém um par de nimeros, WYis 21, para cada Varlavt? Z; errzlqﬁ 3
representagio decimal desses nimeros estd dada em (Iu?s palrtt;s., (,«:m:]o' Ir;\u,’.?,-w
i tabelas A parte da esquerda ('mn;n'vcn'(lv un | H('gqu]n'(Ic . -]’1, 10s. t .| B l
da diveiea contem um digito para cada t.‘|||ll.‘1“ll|:|, nm!:- 0 j-€8imo ¢ IHH‘.](' ( ui ¢ .
ae i cliusuln o contém o lieeral oy e o jeésimo digito de 5 ¢ 1se a clivsula o
o ndons o Hoswa | 900 (3% dfidies nlo ssneclfiendos como sendo 1 slo 0.
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A tabela estd parcialmente preenchida para ilustrar as cldusulas amostra, ¢;, ¢s
€ Cpl

@ VEIVEs) A (@ Va3V )A - AGEV- Vo),

Adxcxcl)nalfnente, 8: contém um par de nimeros, g;, h;, para cada cliusula ¢;.
Esses dois niimeros sio iguais e consistem de um 1 seguido por k& — j 0Os.

.Fmalmente, o nimero alvo ¢, na linha inferior da tabela, consiste de ! 1s se-
guidos por k 3s.

2 3 4 l cp Gy - Ck
yvi |1 0 0 0 0|1 0 0
2|1 000 00 0 0
i 1 00 0olo0 1 0
z9 1 0 0 o1 0 0
s 10 01 1 0
23 1 0 0 0 0 1
m 1 0 0 0
,Z_i 1. 0 0 U
iy 10 0
92 1 0
hg 1 0
Gk 1
h}c :
t [ %11 L3 . 3 3

FIGURA 7.57
Reduzindo 3SAT a SOMA-SUBC.

.Agoga mostramos por que essa construgio funciona. Demonstramos que ¢ é
satisfazivel sse algum subconjunto de S soma £,

Supo_nha que ¢ seja satisfazivel. Construimos um subconjunto de 5 da se-
guinte forma. Selecionamos yy se a @ ¢ atribuido VERDADEIRO na atribuigio
que satisfaz a formula ou & se a2y ¢ atribuido FALSO, Se somarmos o que sele-
clonamos até entio, obtemon wim Eem cada um dos primeiros £ digitos, porque
.-;vluvnnuunuw o gy ou sy para cada o Alem disso, cada um dos uldimon b digitos
¢ naimero entee Lo by porguee cada elausale ¢ satledtn o, portanto, contém
gntre 1 e 3 Herals verdadelron, Agora seleclonamon alnda uma auatitddade gis
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ficiente dos nimeros g e h para trazer cada um dos dltimos k digitos para 3,
portanto, atingindo o alvo.

Suponha que um subconjunto de S tenha t como soma. Construimos uma
atribuicio que satisfaz ¢ apés fazer virias observagdes. Primeiro, todos os digitos
de membros de S sdo 0 ou 1. Além disso, cada coluna da tabela que descreve S
contém no miximo cinco 1s. Logo, nunca ocorre um “vai-um” para a proxima
coluna quando um subconjunto de S é somado. Para obter um 1 em cada uma
das | primeiras colunas, o subconjunto deve ter y; ou z; para cada 4, mas nio
ambos.

Agora, construfmos a atribuigio que satisfaz a féormula. Se o subconjunto
contém y;, atribuimos VERDADEIRO a x;; aso contririo, atribuimos FALSO,
Essa atribuicio deve satisfazer ¢, porque em cada uma das & colunas finais
soma é sempre 3. Na coluna ¢;, pode vir no miximo 2 de g; e hj; logo, pelo
menos 1 nesta coluna deve vir de algum y; ou z; do subconjunto. Se for y;, entio
aparece z; em ¢; e é atribuido o valor VERDADEIRO, de forma que ¢; é satisfeita.
Se for z;, entio Tj ocorre in ¢; e é atribuido FALSO a z;, € assim ¢; é satisfeita,
Portanto, ¢ € satisfeita.

Finalmente, devemos estar certos de que a redugio possa ser feita em tempo
polinomial. A tabela tem um tamanho em torno de (k +1)?, e cada entrada pode
ser facilmente calculada para qualquer ¢. Assim, o tempo total é O(n?) estagios
faceis.

EXERCICIOS
7.1 Responda VERDADEIRO ou FALSO para cada parte.
a. 2n = 0(n). : Rd. nlogn = O(n?).
b. n? = O(n). e, 80 = ofi
Re. n® = O(nlog®n). £, 22" =0(2*").
7.2 Responda VERDADEIRO ou FALSO para cada parte.
a. n=o(2n). Rd. 1 =o(n).
by 2= o(n?). e. n = oflogn).
Re,. 2" = 0(8™), f. 1=o(l/n)

7.3 Quais doy sepuintes pares de nimeros sio primos entee si? Maostre os cileulog que
R | | |
levaraim an sung conelusoes,
w, 1474 @ 10508
b, 72HY @ HOZY



