ParGO - Paralelismo, Grafos e Otimizacdo | Manuscritos / Pri...  http://www.lia.ufc.br/~pargo/index.php/Manuscritos/Principi...

From ParGO - Paralelismo, Grafos e Otimizacao

Manuscritos: Principio da Inclusao e
Exclusao

Comecamos nossa discussdo examinando uma forma de contar o numero de elementos de
conjuntos obtidos através de operacdes sobre conjuntos conhecidos. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo Suponha que entre um conjunto de 12 livros, 6 sejam romances, 7 foram publicados em
2003 e 3 so romances publicados em 2003. Seja A, o conjunto dos romances e A, o conjunto dos

livros publicados em 2003. Temos
|A1| = 0, |A2| =7e |A1 mAzl = 3.

Com ajuda da ilustragdo, observamos que a simples contagem de elementos nessa figura nos
permite verificar que 3 livros sdo romances, mas ndo foram publicados em 2003, ja que

|A1 —A2| = 3.

Além disso, 7 livros ou sdo romances ou foram publicados em 2003 (mas ndo ambos), o que pode
ser escrito na forma

|A1 (5 A2| =17.
Finalmente,
|A1 U A2| =10,

ou seja, 10 livros sdo romances ou foram publicados em 2003. Como sdo 12 livros no total, temos
que 2 livros nem sdo romances, nem foram publicados em 2003.

—
(3]

Iustracao dos conjuntos do exemplo.
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Antes de passar ao exemplo seguinte, cabem algumas observacdes sobre o exemplo anterior. A
primeira observacdes diz respeito as operacdes realizadas: diferenca, diferenca simétrica e unido.
A segunda observacdo é quanto ao método utilizado para determinar a cardinalidade dos
conjuntos obtidos com essas operacoes. Esse método consiste em representar os conjuntos e a
intersecdo entre eles graficamente e, sem seguida, determinar as cardinalidades desejadas
através de contagem simples. Porém, esse método revela-se limitado quando a cardinalidade dos
conjuntos envolvidos torna-se muito grande. Para esses casos, necessitamos de um método que
nio dependa da representacédo grafica. No caso da diferenca |A; — A, | temos, diretamente pela
definicdo de diferenca, que

|A; — Azl = A1l = |A; N Ay |.

Ja a diferenca simétrica |A; ® A, | depende da unido |A; U A, |. Para esta, observamos que 0s
conjuntos A; e A, podem ter alguns elementos comuns. Mais precisamente, o numero de
elementos comunsa A; e A, é |[A; N A, |. Cada um desses elementos é contado duas vezes em
|A1l 4+ |A;| (umavez em |A;| e outra vez em |A;|), embora ele conte como apenas um elemento
em |A; U A,|. Portanto,

|A1 U Azl = A1l +1A2] = [A1 N Ay

Com isso, obtemos

|A1 @ Ayl = A1 U A — AL N Ayl = Al + 1Azl = 2]A1 N Ay

Vejamos agora outro exemplo, no qual usaremos a igualdade para a cardinalidade da unido.

Exemplo Entre os 200 estudantes do curso de Informadtica, 50 estdo inscritos em Matematica
Discreta (A1), 140 estdo inscritos em Cdlculo I (A,) e 24 estdo inscritos em ambos. Como as

provas de de ambas as disciplinas estdo marcadas para sabado de manhd, somente os alunos que
nao estiverem em nenhuma delas podem participar da calourada na sexta a noite. Quantos eles
sdo ? Ora,

|A; U Ay = Al + 1Azl = 1A; N Azl =50 + 140 — 24 = 166.

Ou seja, 166 estudantes cursam Matemdtica Discreta ou Cdlculo I, ou ainda ambos. Logo, o
numero de estudantes que podem participar da calourada é

200 — 166 = 34.

Exemplo Suponha agora que 60 dos 200 estudantes sdo veteranos. Entre os veteranos 20 cursam
Matematica Discreta, 45 cursam Cdlculo I e 16 cursam ambos. Quantos calouros poderdo ir a
calourada ? Ora, sendo A3 o conjunto dos veteranos, temos:
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|A; UA, UA3| = |(A1 UAy) U A;3| associatividade
= |Aj UAy| + A3l = |(A; UAy) N A3 cardinalidade da uniao
= 226 —1(A; NA3) U (A; N A3z)] distributividade

= 226 —|A; NA3l—|A; N Azl +]A; N Ay N As| cardinalidade da unido
= 226-20-45+16
= 177.

Portanto, o numero de calouros que podem sair na sexta-feira é:

200 —-177 = 23.

Neste ultimo exemplo, nos deparamos com a cardinalidade da unido de 3 conjuntos, que € obtida
com

|A1 UA, UA3l = A1l + A3+ A3l — [A1 N Al — A N A3l — Ay N Azl +|A1 N Ay N As|
Vejamos ainda outro exemplo.

Exemplo Trinta carros estdo disponiveis em uma revendedora. Os opcionais dos carros sao
radios, ar-condicionados e alarmes. Sabe-se que 15 dos carros tém radio, 8 tém ar-condicionado e
6 tém alarme. Além disso, 3 tém todos os opcionais. NOs desejamos saber pelo menos quantos
carros ndo tem nenhum opcional. Seja R o conjunto dos carros com radio, AR o conjunto dos
carros com ar-condicionado e A o conjunto dos carros com alarme. Sabemos que |R| = 15,

|AR| =8, |[Al=6e |AR U R U A| = 3. Logo, de acordo com a expressdo para a
cardinalidade da unido,

|[RUARUA| 15+8+6—
IRNAR|-IRNA|-]ARN Al + 3

32—-|RNAR|-IRNA|-|ARNA]

Uma vez que

IRNAR| = |RNARNA]|,

IRNA| = |RNnARNAle
|[ARNA| = |RNARNA]|,
temos que

|[RUARUA|=<32-3-3-3=23.

Logo, ha no maximo 23 carros com pelo menos um dos opcionais. Como consequéncia, ha pelo
menos 7 carros sem opcional algum.
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E no caso geral da unido de r = 2 conjuntos Ay, A,, ..., A, qual é a cardinalidade do conjunto

resultante? O raciocinio que usamos acima para derivar a cardinalidade da unido de 3 conjuntos
a partir da cardinalidade da unido de 2 conjuntos nos sugere que

|[AfUAU...UA,| = 3lA;]

=1 =iy <ip=rlAi; NAj |
+31 =iy <ip<ig=r lAi; NAj, NA; ]|

+(-1D" A NA N .. NAD
Assim, chegamos ao seguinte principio.

Principio (Principio da Inclusdo e Exclusdo) Se A1, Ay, -+, A, T = 2, sdo conjuntos e
B = {A;, Ay, -+, A}, entdo

j+1
|AfUAU.LUA| = > ((—1)1+ > |Ai; N A, NN A

l=j=r l=sip<--<ijsr

= 3 (-4
Ael],A=0

Esse resultado pode ser verificado por inducdo em r, o numero de conjuntos dos quais desejamos
determinar a cardinalidade da unido. Por conveniéncia, podemos mostrar o valor indicado pelo
Principio da Inclusao e Exclusao para

|A{ UA U...UA,.UQ|.

Claramente, o caso de unido de 1 conjunto serve como base da inducdo (r = 1). Em seguida, como
hipétese de indugado, podemos supor valida a afirmacao para quaisquer r — 1 conjuntos, r = 1.

Vamos provar entdo a validade para r conjuntos seguindo o raciocinio semelhante ao usado para
3 conjuntos. Primeiro, observemos que A; U --- U A,._; U A, pela lei da associatividade, pode ser

visto como (A; U - UA,_1) UA,. Logo, pela igualdade da cardinalidade de dois conjuntos,
obtemos:

(AU UA_)UA =AU UA |+ A=A U~ UA._1)NA,]
Agora, pela lei de distributividade, temos que
(AU~ UA_D)NAI=1(A1NA)U (A NA) - U(A—1 NA)I

Aplicando a hipdtese de indugdo para os r — 1 conjuntos (A1 N A;), (A2 NA,), ...,(A—1 NA,),
temos
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(A1 NAD U U (Aot N A= 31 jmrot ((= D782 cocyymrat By 0By, 0o N By )
onde B; = A;N A,,paratodoi € {1,2,:-,r — 1}. Portanto,
(A1 NA) U U(Aro1 NAY)l = zlsjsr_l(( — DI Sy coci=ro1 A NAR NN A nArI)
Aplicando a hipdtese de inducdo mais uma vez para os r — 1 conjuntos Ay, -+, A, _1, n0s obtemos
|Aj U UA 1l =S1<j<r1 (( - 1)j+121511<---<ijsr—1 |Ai; N A N - nAijl)
Substituindo a penultima e ultima igualdades na igualdade inicial, chegamos a
|AjUA U.LUA| = [Adl+31<j<r1 (( - 1)j+121511<---<1jsr—1 |A;; N A, N ﬁAij|)
—E1sjsr-1(( - 1)1+12151~1<...<1~j5r_1 |Ai; NAj, NN A mArI)
= E1sjsr—1(( i DA I <w<ij=r—11Ay DA, N nAijl)
+20<j=r-1 (( - 1)j215i1 <-<ij=r-1 |Ai; N A, NN A nAr')

Observando que o somatdrio do segundo termo corresponde exatamente aos termos que
envolvem A,, chegamos ao resultado desejado.

Consideremos agora o seguinte exemplo para aplicacdo do Principio da Inclusao e Exclusao.

Exemplo Vamos determinar o numero de inteiros entre 1 e 250 que sdo divisiveis por 2,3,5 ou 7.
Sejam A,, Az, As e A5 0s conjuntos dos inteiros divisiveis por 2,3,5 e 7, respectivamente. Podemos

calcular

|Axl =& =125 |Azl = %%] =83

|Asl =] 22| =50 |71 =| 20| =35
|Ay N A3l =228 | =41 |A; N A5l =222 | =25
|Ay N A7l = | 2325 | =17 1Ay N A5l =] 22| =16
|A; N A3l =222 =11 |A; N Asl =] 22| =7
A2 NA3NAsl =525 =8 [A,nA3NAsl=[5EL |=5
Ay NAs N A7l =525 |=3 |[A3NnAs N Ay =22 |=2

|A; N Az nA5nA7|=L%J= 1.
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Logo, podemos aplicar o Principio da Inclusdo e Exclusao para obter o seguinte resultado:

AyUA3UAsUA;| = 125+83+50+35—-41-25-17-16—-11-7
+8+5+3+2—-1=193.
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