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Manuscritos: Relacoes de Recorréncia

O Principio da Inducdo Matematica esta intimamente ligado a0 paterial complementar
uso de recorréncia para expressar os elementos de uma sequéncia.
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Sequéncias finita e infinita Seja A um conjunto. Uma sequéncia finita de A é uma fungdo
sobrejetora f:n — A, para algum n € N, enquanto uma sequéncia infinita de A é uma fungdo
sobrejetora g:N — A.

Algumas observacdes podem ser feitas sobre a defini¢do acima. Primeiro, uma sequéncia
finita somente existe se o conjunto A for finito. Segundo, uma sequéncia infinita somente
existe se A for um conjunto infinito enumeravel. Por fim, se A = {ay, ay, **,a,-1 }, entdo uma

sequéncia finita de A é uma funcéo da forma
f=A(,a0),(1,a1),,(n—=1,a,-1)}

a qual sera descrita usando a seguinte notacao:
f={ao,ai, -, an-1)

Essa notacdo indica que ag é o primeiro elemento da sequéncia, que a; é o segundo, a; o
terceiro, e assim por diante até a,—1, que é o n-ésimo elemento de f. A titulo de ilustracao,
consideren =5, A = {3,81,9,27,1} e a funcéo f(k) = 3k paratodok € {0,1,2,3,4}.A
sequéncia correspondente é dada por

f=1(1,3,9,27,81)

Uma forma de descrever uma sequéncia f consiste em escrever o k-ésimo elemento, f(k),
dessa sequéncia usando a propria funcao f aplicada a valores menores do que k.
Denotaremos por relagdo de recorréncia esse tipo de relacdo. Considere novamente o exemplo
anterior. Observando que para cada k, f(k) é 3 vezes o valor de f(k — 1), podemos reescrever
a funcao como a seguinte relagdo de recorréncia:

f(0)=1
f(k)=3f(k—1),0<k<n

Observe que é necessario determinar o primeiro elemento da sequéncia (no caso do exemplo,
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f(0) = 1) para que a funcéo fique completamente definida.

Uma outra sequéncia que é facilmente descrita por uma relacdo de recorréncia é
f=¢,1,2,6,24, )

Essa sequéncia é a funcdo f(k) = k!, e pode ser escrita como

f(0)=1
f(k)=k.f(k—1),k > 0.

Um outro exemplo de relacdo de recorréncia é a Sequéncia de Fibonacci, que € a sequéncia
infinita F dada por

F=(,1,2,3,5,8,13, )
Podemos observar que qualquer elemento dessa sequéncia, com excecdo dos dois primeiros, é

obtido pela soma dos dois elementos imediatamente anteriores. Logo, a Sequéncia de
Fibonacci pode ser descrita pela seguinte relacdo de recorréncia:

F(0)=1
F(1)=1
F(k)=F(k—-1)+F(k—-2),k>1

Mais um exemplo é a conhecida Fungdo fusc de Dijkstra, dada por

fusc(0) =0

fusc(l) =1

fusc(2k) = fusc(k),k = 1

fusc(2k + 1) = fusc(k) + fusc(k + 1),k =1

Dentre outras propriedades dessa sequéncia, tem-se que fusc(k) é par exatamente quando k é
um multiplo de 3 (o leitor € instigado a tentar demonstrar essa afirmacao).

Em muitos casos, a descricdo de uma sequéncia por uma relacdo de recorréncia € simples de
ser obtida, como no caso da Sequéncia de Fibonacci. Porém, tal descri¢do possui um
incoveniente: para obter o k-ésimo elemento da sequéncia, precisamos calcular todos os
elementos anteriores a ele na sequéncia. Em situacdes como essa, € mais interessante
reescrever a sequéncia através de uma funcdo de k diretamente. Em outras palavras,
precisamos resolver a relacdo de recorréncia, e é nesse momento que aparecera o Principio da
Inducdo Matematica. Para tornar essa observacdo mais concreta, considere novamente essa
relacdo. Podemos verificar que f(k) = 3% primeiro observando que quando k = 0, temos

efetivamente f(k) = 1. Em seguida, tomando k = 0, temos f(k) = 3f(k—1) = 3. 3k-1 = 3k,

Exemplo Vamos provar por indug¢do em n (segunda versdo) que T(n) = nlogn se
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0, n=1

T(n) =
(n) 2T(§)+n, n>1.

Paran = 1, temos T(1) = 11g1l = 0, 0 que mostra a base da indugdo. Agora, aplicando a
hipotese de indugdo, temos:

T(5) = Slog 3.

Substituindo em T(n), chegamos a
T(n) = 2(31log3) + n

=nlogn—nlog2 +n
=nlogn—n+n

=nlogn

como desejamos demonstrar.

Nos exemplos anteriores, é possivel usar o Principio da Indug¢do Matematica para demonstrar
que uma dada relagdo de recorréncia corresponde a uma certa funcao. Porém, nem sempre
conhecemos essa funcdo. Por exemplo, suponha a resolucdo da seguinte relacdo de

recorréncia:

0, k=0
T(k) =

T(kk—1)+5k, k=1.

Como desconhecemos a fun¢ao correspondente, vamos tentar descobri-la observando a
dependéncia de T'(k), k = 1, com cada um dos outros elementos da sequéncia que sao
anteriores a ele. Por enquanto, sabemos escrever T (k) a partir de T'(k — 1). Escrevendo
T(k — 1) a partir de T(k — 2), obtemos

T(k)=T(k—=1)+ 5k =(T(k —2)+5(k—1)) + 5k,

ouseja, T(k) = T(k — 2) + 5(2k — 1). Repetindo esse processo, obtemos

T(k) = (T(k—3)+5(k-2))+512k-1) = T(k-3)+5@Bk-2-1)
= (T(k—4)+5(k-3)+5@Bk—-2-1) = T(k—-4)+54k—-3-2-1)
= (T(k—5)+5(k—-4))+54k-3-2-1) = T(k-5)+5b5k-4-3-2-1)

o0 que nos sugere que T(k) pode ser escrito a partir de T'(k — i), paratodoi € {1, 2, -, k}, da
seguinte forma:
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T(k) = T(k — i) + 5(ik - 2;’;111').

Vamos seguir esse palpite. Como sabemos quanto vale T'(0), quando k — i = 0 teremos
T(k) = T(0) + 5(k? - S21 j) = 5k? — 5k(k — 1)/2

Observe que usamos o na ultima passagem. Portanto, temos como sugestao a funcao
T(k) = 5k(k + 1)/2. Agora sim podemos usar a inducdo em k para verificar se essa sugestdo é

correta. Para a base da inducgdo, temos

5.00+1)

T(0) = 220+ = o,

logo o resultado é valido. Aplicando a hipotese de inducgao, temos que

T(k - 1) = 5(k;1)k.

Fazendo o passo da indugdo, chegamos a:

T(k) = 2822 4 5k = (5k? — 5k + 10k)/2 = 5k(k + 1)/2.

Exemplo Retomando o Exemplo anterior, vejamos como obter o palpite T(n) = nlog n.
Aplicando o método acima, obtemos:

T(n) = 2(T(3)+n
= 2(2T(2l2)+§)+n

= 2(2(2T(213) + 212) +2)+n

3 2
2 T(z%)+2 2l2+2§+n
_ 3
= 2 T(—2”3)+3n
_ k
= 2 T(_an)"‘kn

Chegamos ao fundo da iterag¢do quando T(Zik) = T(1) = 0. Nesse caso, temos que Zlk =1le

n = 2k, Portanto, k = log n. Nesta tiltima iteracdo, teremos o palpite esperado:

T(n)=n.0+nlogn =nlogn
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Exemplo Sejam n € N, A C N um conjunto tal que | Al = n e f uma sequéncia finita de A tal
que f(i) < f(i+ 1), para todoi € {0,1,2,:-:,n—2,n—1}. Seja ainda x € N. Considere o
problema de determinar se x € A e, em caso afirmativo, determinar i € N tal que f (i) = x.

Uma primeira abordagem seria testar sucessivamente parai =n—1,n — 2, -+ até encontrar
f(i) = x ou até percorrer todos os elementos de A sem encontrar x. No primeiro caso, se

f(i) = x, entdo x € A. Nos demais casos, x ¢ A. Observe que, para cada valor de i, é preciso
realizar uma comparagdo entre f (i) e x. Uma questdo que pode ser levantada é a seguinte:
quanto vale o numero mdximo T(n) de comparagoes realizadas? Esse niimero mdximo ocorre
quando f(i) > x, para todoi € {0,1,:--,n — 1}. Nessa situacdo, observamos que hd a
primeira comparagdo de f(n — 1) com x, e o numero de comparagoes realizadas a partir dai é
exatamente o niimero mdximo de comparagoes realizadas quando |A| = n — 1. Portanto,
podemos escrever

T0)=0
Tn)=1+Tn-1),n>0

E facil verificar que T(n) = n.

Em uma segunda abordagem, procedemos da seguinte maneira. Para simplificar a exposicdo,
supomos que n = 2%, para algum k € N. A primeira comparacéo a realizar é entre f(n/2 — 1)
e x. Caso f(n/2 — 1) = x, concluimos que x € A. Sendo, ha dois casos possiveis. Primeiro,
f(n/2 — 1) > x. Esse fato implica que x ndo pode encontrar-se em uma posi¢do posterior a
n/2 — 1 em f. Entdo, podemos recomegar o problema considerando apenas os n/2 primeiros
elementos de f. No segundo caso, temos f(n/2 — 1) < x, e o novo problema a considerar
restringe-se aos ultimos n/2 elementos de f. Esse procedimento é repetido até que x seja
encontrado em A ou até que se chegue a um problema sobre um conjunto de apenas um
elemento, digamos f (i) # x. Neste caso, concluimos que x ¢ A. Novamente, podemos
perguntar: quanto vale T(n)? A resposta é a solu¢do da seguinte relacdo de recorréncia:

T(1) =1
T(n)=1+Tn/2),n=2Kk>0

A resolucdo da relagdo de recorréncia acima pode ser feita seguindo o método visto
anteriormente. Para isso, comecamos reescrevendo a relacdo de recorréncia da seguinte
forma:

TR2% =1
TRH =TRHY+1,k>0

Para k > 0, podemos ainda escrever
T(2Y) =T(2*?) +2

=T(2k=3)+3
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=Tk %) +4

O que nos sugere que T(2%) = T(2X~) + i, para todo i € {0, 1, ---, k}. Quando 22X~ = 1, 0 que
significa i = k, nés sabemos que T(2X~7) = 1. Nesse caso, chegamos a

TR¥) =T1)+k=k+1=logn+1

Podemos provar a igualdade acima por indugdo em k. Como base da indu¢do, vamos provar
parak = 1:

T(1) =0 =logl

Para k > 0, pela a hipotese de indugao, o nosso palpite é valido. Logo:
T(2K) = logn+1

Para o passo de inducao, temos:

TR 1Y) =k+2

Portanto, T(n) = logn + 1.
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