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From ParGO - Paralelismo, Grafos e Otimizacao

Manuscritos: Conjuntosinfinitos

Alguns conjuntos infinitos possuem uma propriedade especial e que merece o destaque
dado pela seguinte definicao:

Definic¢do (Conjuntos infinitos enumeraveis) Um conjunto A é infinito enumeravel se A é
idempotente a N.

Uma vez que a funcdo que associa cada elemento de N a si mesmo ser uma fungao bijetora,
temos a seguinte propriedade (além de N ser infinito).

Teorema N é um conjunto infinito enumeravel.

A ideia capturada na definicdo acima é que um conjunto é infinito enumeravel se, a partir
um certo elemento, podemos seqiencialmente enumerar todos os elementos do conjunto,
um apos o outro. A lista produzida através dessa enumeracdo € uma correspondéncia de um
para um entre os elementos do conjunto e o conjunto dos numeros naturais. Nesse sentido,
ha subconjuntos de N que também sdo infinitos enumeraveis. Considere, por exemplo, 0
conjunto de todos os numeros pares nao negativos P = {0, 2,4, 6, ---} e funcdo bijetora

f:N - P dada por f(n) = 2n, paratodon =0, 1, 2, ---. Usando o mesmo tipo de
argumentacao, podemos provar que o conjunto dos inteiros multiplos de 7 (

& = {0,7,14,21,...}) também é infinito enumeravel. Esses exemplos sugerem que a unio
de conjuntos infinitos enumerdveis é também um conjunto infinito enumeravel (P U & C N
€ um forte indicio...). De fato, o é. Na verdade, a unido de um numero finito de conjuntos
infinitos enumerdveis é um conjunto infinito enumeravel. Nao apenas isso, mas a unido de
um numero infinito, mas enumeravel, de conjuntos infinitos enumeraveis é também
infinito enumeravel. Vejamos, a seguir, um argumento para essa afirmacao.

Sejam A = {ap,ay,ay, ...}, B={bg,b1,by,...} e C = {cyp, c1, Cy, ...} trés conjuntos infinitos
enumeraveis (observe que, em cada um desses conjuntos, os indices nos elementos ja
indicam uma funcao bijetora com N e, também, a posi¢cdo em uma seqiiencia dos
respectivos elementos). A seguinte sequiéncia infinita

(ap, by, co,ay,by,c1,az,by,cy,as,bs, c3,...)

é claramente uma seqiiéncia de A U B U C, obtida intercalando as sequencias de A, B e C.
Logo, A U B U C é um conjunto infinito enumeravel.

A mesma ideia pode ser generalizada partindo-se de um conjunto infinito enumeravel de
sequéncias. Sejam
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Ao = {apo, aop1,ao2,a03...
Ay ={ajp,a11,a12, ...}

A, ={ay, azi,, ...}

Ay = {axo, ---}

conjuntos infinitos enumeraveis. Considere a seguinte sequéncia do conjunto U {Ag, A1, ...}

dopo, dp1,d10,402,d11,0420, 403,412,021, «--, Aok, A1, k=1, +++, Ak, 1, «--

Em outras palavras, a sequéncia é produzida segundo o seguinte método: na i-ésima
iteracdo, liste o i-ésimo elemento do conjunto A, o i — 1-ésimo elemento do conjunto A; etc,

e finalmente o primeiro elemento do conjunto A;. E possivel ver que a sequéncia assim
produzida inclui todos os elementos de todas as sequéncias. Logo, o conjunto J {Ag, A1, ...}
é infinito enumeravel.

Podemos nos perguntar se todos os conjuntos infinitos ndo seriam enumeraveis. Como um
exemplo de conjunto infinito ndo enumeravel, vamos examinar o conjunto A de todos os
numeros reais entre 0 e 1 (0 conjunto dos numero reais ndo esta formalmente definido aqui.
Por isso, é preciso acreditar que tal conjunto existe...). Nosso procedimento de prova € supor
que o conjunto A é infinito enumeravel e chegar a uma contradicao. Se a cardinalidade de A
é infinita enumeravel, entdo existe uma funcdo bijetora entre os elementos de A e 0s
elementos de N. Logo, é possivel produzir uma lista com os elementos de A, em forma
decimal, com o seguinte formato:

0,aj1a12a13a14...
0, az1az2a23az4...

0, aziazpazzazs...

0, anapazai...
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onde a;; denota j-ésimo digito do i-ésimo nimero na lista. Considere agora o seguinte
numero:

0,b1bybsby...
onde
bj=1,sea; =0,eb; =0,sea;; #0.

Ora, o numero acima € diferente de cada um dos numeros na lista acima, visto que ele
difere do primeiro no primeiro digito, do segundo no segundo digito, do i-ésimo no i-ésimo
digito e assim sucessivamente. Consequentemente, podemos concluir que a lista acima nédo
€ uma lista exaustiva de A. Logo, ou A ndo é infinito enumeravel ou A ndo é o conjunto dos
reais entre 0 e 1. Ambos os casos contradizem as hipdteses iniciais.

Um fato curioso é que a argumentacdo acima ndo € valida para N. Um leitor desavisado
poderia pensar: se tomassemos 0s numeros reais de A, e retirdssemos o zero de cada um
deles, obteriamos numeros naturais, provando que N € infinito enumeravel! Felizmente,
esse argumento é falso simplesmente porque um numero natural ndo pode ser formado por
uma sequéncia infinita de numero naturais.
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