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Manuscritos: Principio da Inducao
Matematica

Suponha que nos queremos provar que, dado um numero Material complementar
natural k = 8, é possivel encontrar dois numeros naturaisa e b

tais que o numero k pode ser decomposto na forma k = 3a + 5b e Exercicios

. Claramente, uma abordagem para a demonstracdo seria e Outros Exemplos’
verificar cada caso. Primeiro, mostramos como decompor k = 8, e Notas de Aula
em seguida como decompor k = 9, depois k = 10, e assim e Aplicacdes
sucessivamente. Como ha um numero infinito de valores a e Aulas em Video

verificar, essa abordagem é inviavel. Vamos entdo pensar em

outra maneira de provar o que queremos. Uma idéia seria verificar se é possivel obter a
decomposicdo de um numero k + 1, uma vez tendo uma decomposi¢do k = 3a + 5b para o
valor k = 8. Ha dois casos a examinar:

b>0
Observe que ao subtrair 5 e somar 6 a k, obtemos k + 1. Entdo, 3(a + 2) + 5(b—1) é
uma decomposicdo para k + 1;

b=0
Como k = 8, verifica-se que a = 3. Entdo, a decomposicao de k + 1 é obtida com a
subtracdo de 9 e a soma de 10 a k da seguinte forma: 3(a — 3) + 5(b + 2).

Umavezque 8 = 3.1+ 5.1, 0 mecanismo acima nos permite obter também a
decomposicdo para 9: como b > 0 na decomposicdo do 8, temos que
3.(1+2)+5.(1-1)=3.3+5.0¢éuma decomposicdo do 9. Uma vez tendo a

decomposicdo do 9, a decomposicdo do 10 é obtida usando o caso b = 0:
10=3.(3—-3)+5.(0+2)=3.0+5.2. Apartir da decomposicao de 10, obtemos a de 11,

e assim sucessivamente. Desta forma, mostramos que a afirmacdo inicial é valida para todo
k = 8 sem precisar verificar todos os casos explicitamente.

Vejamos outra demonstracdo baseada no mesmo principio.

Lema 21.”=0i = @, para todon € N.

Demonstrag¢do: Suponha que a igualdade valha para algum n = 0. Vamos mostrar que a
mesma igualdade também valerd para n + 1. Para isso, observe que

stli=3St i+n+1

Ora, como sabemos que a igualdade vale para n, podemos escrever
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stli=nn+1)/2+n+1=(0+1)(n+2)/2,

que corresponde exatamente a igualdade do lema aplicada a n + 1. Observando que a
igualdade é claramente valida para n = 0, pelo raciocinio acima sabemos que também vale
paran = 1, que por sua vez implica que vale para n = 2, e assim por diante. []

Esses dois exemplos ilustram a aplicacdo de uma técnica poderosa conhecida como
Principio da Indug¢do Matemdtica. Veremos algumas versdes desse principio, sendo a
primeira delas enunciada a seguir:

Principio (Indug¢do Matematica (primeira versdo)) Seja A C N tal
que

1. 0 €A e

2. sen € A,entdon™ € A.
Entdo, A = N.

Em termos menos formais, o Principio da Indu¢ao Matematica diz que qualquer
subconjunto de numeros naturais contendo 0, e com a propriedade de conter n + 1 sempre
que contém n, € o conjunto de todos 0os numeros naturais. A justificativa deste principio
deve ser intuitivamente clara. Todo numero natural deve pertencer a A, uma vez que ele
pode ser alcancado a partir de 0 em uma sucessao finita de passos, onde a cada passo uma
unidade é adicionada.

Uma outra forma de argumentac¢do da mesma idéia é por contradi¢do. Suponha que as
condigoes (1) e (2) do Principio da Inducdo sejam verdadeiras, mas A # N. Entdo algum
numero de N foi omitido em A. Seja n 0 menor numero em N que foi omitido em A.
Sabemos que n # 0, pois a condi¢ao é verdadeira. Logo, pela escolha de n, temos que
{0,1,2,...,n—=1} C A. Entdo como (2) é verdade, temos que n € A, contradizendo a escolha
de n.

Na pratica, a indugdo € usada da seguinte forma. Seja P(xg, X1, ***, Xx—1) uma férmula que
depende de k = 1 parametros xg, X1, ***, Xk—1, sendo que o parametro x € um numero
natural. Defina

V={neN:P(n,xy, ,XxXx—1) =V, para todos os valores de x1, -**, Xxx }

como sendo o conjunto dos numeros naturais que atribuidos a x tornam a férmula valida
para todos os valores de x1, -+, xx. Pelo Principio da Indu¢do Matematica, se

1. 0 e V,e
2.seneV=n+1€eV,

entdo V = N. Dessa forma, se V possui as propriedades acima, a férmula € valida para todos

0s numeros naturais (quando atribuidos a x). Como ilustragdo, observe a demonstragao do
Lema 19. Naquele caso, a formula em questdo depende apenas de um numero natural, e é
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dada por

nn+1)

n L
20l =73

A validade dessa formula para todos os numeros naturais foi feita verificando as
propriedades mencionadas acima para o conjunto

v={nen:3 i="221

O método de demonstracdo baseado no Principio da Inducdo Matematica segue trés etapas,
a saber:

1. Base da indugdo: devemos provar que 0 € V, ou seja que P(0, xq, ---, xx—1) = V, para
todos os valores de xq, -+, Xk.

2. Hipotese de indugdo: é a suposicdo que para algum n = 0 arbitrario,
P(n, x1, =", xx—1) =V, para todos os valores de x1, ‘-, Xx.

3. Passo de indugdo: nos mostramos, usando a hipdtese de inducdo, que P também é

valida para n + 1. Logo, a hipotese e o passo de indu¢ao garantem que se
nevV=n+1eV.

A demonstracdo na forma acima sera chamada de demonstragao por indug¢do em x. Vejamos
mais alguns exemplos de aplicacdo desse método.

Lema O =< n, paratodon € N.

Demonstragdo: Por indugdo em n. Se n = 0, temos o lema valido trivialmente. Suponha
k € N tal que O < k. Para mostrar que 0 < k + 1, observamos que k C k U {k}, o que, com o
auxilio da hipotese de indugao, leva ao resultado desejado. [J

Leman <m=n C m,paratodon, m € N.

Demonstra¢do: Seja n um numero natural qualquer. Devemos mostrar que

sem € Ntalquen < m,entdon C m.

Como a escolha de n é arbitraria, temos o lema valido para qualquer n € N. A demonstracao
da implicacdo é por inducdo em m. Se m = 0, entdo a implicacdo vale por vacuidade. Seja
k € N tal que se n < k, entdo n C k. Tomando m = k + 1, temos que se n < k + 1, entdo

n € k U {k}. H4, portanto, duas possibilidades. A primeira delas é n € k, o que nos remete
"a hipotese de inducdo, com a qual concluimos que n € k. Como k C k + 1, chegamos a

n C k + 1. A segunda possibilidade é n = k, o que nos leva novamentean C k + 1. [J

LemanCm,n#m=n < m,paratodon,m € N.
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Demonstragdo: Seja n um numero natural qualquer. Devemos mostrar que

sem € Ntalquen € m,n # m,entdon < m.

A demonstracao da implicacdo é por indugdo em m para a escolha arbitrdria de n,
demonstrando o lema para qualquer n € N. Se m = 0, entdo a implicacdo vale por
vacuidade. Supomos k € N tal que se n C k, n # k, entdo n < k. Devemos verificar o caso
m=k+1.SenCk+1,n#k+1,entdo podemos escrevern C kU {k} en # k + 1. Caso
n C ken # k, podemos usar a hipotese de indugdo para concluir que n < k. Como k < k + 1

, usamos a transitividade de < para concluir que n < k + 1, tanto se n = k quanto n < k.
O

Leman ¢ n, paratodon € N.

Demonstragdo: Por inducdo em n. Se n = 0, temos o lema valido trivialmente. Suponha que
k & k, para algum k € N. Para mostrar que k + 1 € k + 1, usamos contradicao. Se

k+ 1 <k + 1, entdo observamos que k + 1 € k U {k}, o que significa que k + 1 < k ou

k + 1 = k. Como sabemos que k < k + 1 (visto que k € k U {k}), usamos a transitividade
de < para obter a contradicdo k < k (ou seja, k € k) com a hipdtese de inducéo. ]

n kK _ x'tloq
Lema202k=0x =" ,paratordox € Nen €N

Demonstragdo: Procedemos por inducdo em n para mostrar que o conjunto

1
V={nen:sp_ x* =251

x—1
€ exatamente o conjunto dos nameros naturais.

1. Base da indug¢do: tomando n = 0, verificamos facilmente que x = '~ =1)/(x=1).
2. Hipotese de indugdo: supomos que o lema é valido para algum n > 0.
3. Passo de indugdo: devemos verificar que o lema também vale para n + 1. Primeiro,
observamos que
n+1l k _ <xn k n+1
DpooX = 20X tX

Usando a hipdtese de inducdo, podemos reescrever a igualdade acima na forma
n+1 ok _ x"t1o1 n+1

Jp—oX =5 X

Desenvolvendo o lado direito da igualdade, chegamos a
n+l k _ x"t2-1

2p=0X =50

provando o lema paran + 1. [J
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Lema Seja A um conjunto. Se |A| = n, entdo |Ela)| =27

Demonstragdo: Por inducdo em |A|. E trivial verificar que o fato acima é valido quando

|Al = 0, pois nesse caso, A = @ e [&l(A) = {@}. Logo, |El(A) | =1 =2°. Como hipétese de
indugdo, vamos supor que para qualquer conjunto A com cardinalidade k, para algum

k € N, [\calP(A) | = 2%. Vamos provar agora que esse fato também é valido para conjuntos
de cardinalidade n = k + 1. Seja A um conjunto tal que |A| =k + 1. Sejaainda f:k+1 - A
uma funcao bijetora. Tome a = f(k) e Aa = A — {a}. A cardinalidade de Aa é k pois f
tomada em k é uma fungdo bijetora de k em Aa. Além disso, como Aa C A, 5l(Aa) C Bl(A).
Podemos particionar [l(A) em duas partes: uma parte com os subconjuntos que contém a e
a outra com os subconjuntos que ndo contém a. Ora, a segunda parte é exatamente [il(Aa) e,
além disso, as duas partes sdo idempotentes pois podemos definir uma funcao bijetora que
associa cada elemento x € il(Aa) com o elemento x U {a} da primeira parte. Portanto, pelo
Lema, a primeira parte tem a mesma cardinalidade de 5 (Aa). Logo,

Bl(A) =2k + 2k =2k+1 o

Exemplo Usando a nogdo intuitiva de numeros naturais, considere um tabuleiro de xadrez
de 2" x 2", sendo n um numero natural. Vamos chamar de L-triminé uma figura com trés
quadrados arrumados em forma de L. Serd que é possivel cobrir de forma exata todo o
tabuleiro usando apenas L-triminos (cada quadrado do tabuleiro deve ser coberto com
parte de um unico trimino e os triminds usados ndo devem ultrapassar os limites do
tabuleiro) de forma que reste exatamente um quadrado descoberto em qualquer um dos 4
cantos do tabuleiro ? A resposta a essa pergunta é sim, quando o tabuleiro possui
dimensaées 2 x 2. A pergunta natural é: dado um numero natural n = 0, é possivel cobrir o
tabuleiro de dimensdes 2™ x 2" com L-triminds satisfazendo as condi¢bes anteriores? Para
verificar essa possibilidade, procederemos por indu¢do em n. Para a base da indugdo,
escolhemos n = 0, e verificamos trivialmente que a afirmacgdo é vdlida para o tabuleiro de
dimensdes 1 x 1. Vamos supor que qualquer tabuleiro com dimensées 2% x 2%, para algum
k = 0, pode ser coberto com L-triminos e vamos considerar um tabuleiro T de dimensdes
2k+1 x 2k*1 Ppara o passo de inducdo, dividimos o tabuleiro T em 13quatro tabuleiros T,

T, T3 e Ty, todos de dimensoes 2k x 2K]]. Pela hipdtese de indugdo, podemos cobrir cada

um desses 4 tabuleiros, sendo que a posicdo do quadrado deixado descoberto para cada
caso é indicado abaixo:

T,

canto inferior direito
T>

canto inferior esquerdo
T3

canto superior direito
Ty

canto inferior direito

Além disso, podemos colocar um L-trimino no centro do tabuleiro T, de maneira a cobrir os
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quadrados descobertos de T+, T, e T3. Logo, a cobertura dos quatro tabuleiros junto ao
L-trimino colocado no centro produz uma cobertura do tabuleiro T com L-triminds,
deixando o canto inferior direito descoberto. Observe que é possivel usar o mesmo
procedimento para obter uma cobertura para T deixando o quadrado descoberto em
qualquer um dos demais 3 cantos.

Figura: L-triminds.

Th T

-

Figura: Um Tabuleiro de Xadrez de dimensodes x 2k*+1 dividido em quatro
tabuleiros de dimensdes 2% x 2%, cada um coberto com L-triminds.

2k+1

Retomemos o primeiro exemplo desta se¢do, no qual demonstramos que

V = {k € N: se k > 8, entdo existema € Ne b € N tais que k = 3a + 5b}

A demonstracdo feita naquela oportunidade pode ser vista como uma aplica¢do do Principio
da Inducdo Matematica tal como ele foi enunciado anteriormente? Embora de fato isso seja
possivel, é mais conveniente usar o enunciado a seguir.

Principio 2 (Principio da Indug¢do Matemadtica (segunda versdo)) Seja A C N tal
que

1. ke A e

2.sen€ A, n=k entdont € A.
Entdo,N—-{0,1,---,k—1} C A.

Trocando em miudos, se tomarmos como base da indugdo um valor k > 0, entdo A contera
todos os naturais maiores ou iguais a k. Voltando ao exemplo do inicial, observamos que a
demonstracdo envolvendo o conjunto V cumpre as seguintes 3 etapas:

1. Como base da indugao, € trivial verificar que 8 € V (na realidade, neste caso os valores
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0,1,...7 também pertencem a V por vacuidade);

2. Como hipotese de indugdo, supomos que seja possivel decompor um certo k = 8; e,
finalmente,

3. Usando a hipodtese de inducdo, provamos que também é possivel fazer uma
decomposicdo de k + 1. Logo, pelo Principio da Inducdo Matematica,
N -{0,1,--,8} C V, ou seja, a sentenca € valida para todo inteiro k = 8.

Ainda uma terceira versao pode ser mais conveniente em algumas demonstragdes por
inducgio.

Principio (Principio da Indu¢do Matemadtica (terceira versdo)) Seja A C N tal
que

1. keAe

2.sen=ke{0,1,2,....,.n} CA,entdon™t € A.
Entdo, N —-{0,1,---,k—1} C A.

Para o proximo exemplo, precisamos de uma defini¢cdo sobre grafos. Um grafo G = (V,E) é
conexo se, para todo par u e v de vértices, existe uma sequéncia (u = vy, vy, ...,v; = v) de
vértices de G tal que v;v;;1 € E, paratodoi € {1, 2,...,£ — 1}. Por outro lado, esse grafo é
desconexo se ele ndo é conexo.

Teorema Se G = (V, E) é um grafo conexo, entdo |V| < |E| + 1.

Demonstragdo: Para a demonstracao por inducdo em | V|, considere o grafo com apenas um

vértice. O teorema € trivialmente valido para esse grafo, mostrando assim a base da
inducdo. Suponha agora, como hipodtese de inducdo, que o teorema valha para todos os
grafos com até n vértices, onde n = 1 é um numero natural. Para o passo de indugao,
considere um grafo conexo G = (V, E),com |V| =n + 1, e sejav € V. Se retirarmos o vértice

v de V, obtemos o grafo G' = (V',E’),onde V' =V — {v} e |V'| = 1. Como G’ pode ser um
grafo desconexo, escolhemos uma particio V' = V' UV',... U V'), c = 1, tal que

G'1,G'y, -, G'y,com cada G'; = (V';, E[V';]), sejam subgrafos conexos de G’ e / seja 0 menor
possivel. Para cadai € {1, ...,£}, denotamos |V';| = n; e |E[V';]l = m;. Podemos observar
que para contar o total de arestas em G, devemos contar as arestas em cada subgrafo

conexo, mais as arestas com uma extremidade em v. Como G é conexo, deve haver uma
aresta com uma extremidade em v e outra em um vértice de V;', para cada subgrafo conexo
G';. Portanto,

mz=zm+my+..+my+L=(m+1)+(my+1)+...+(m+1).

Usando a hipdtese de inducdo para cada subgrafo conexo, temos n; < m; + 1, para todo
i€ {1,...,1}. Substituindo na desigualdade acima, temos

m=ny+ny+...+n =n.
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Logom+2=m+1=n+1. O
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