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Manuscritos: Relacoes de Equivaléncia
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somente H é uma relacdo de equivaléncia. De uma forma geral, se R é uma relacao de
equivaléncia e (a,a’) € R, entdo dizemos que a é equivalente a a’ médulo R. Reservamos
uma notacao especial aos elementos equivalentes a um dado elemento de A quando R é
uma relacdo de equivaléncia.

Definicao (Classe de equivaléncia) Se R é uma relagdo de equivaléncia em um
conjunto A e a € A, entdo a classe de equivaléncia de a modulo R é o conjunto

alg ={a' € Al (a,a') € R}
O conjunto de todas as classes de equivaléncia de A modulo R é dado por

A/R = {[algla € A}

~ ? . A . . . . ,
No exemplo da relacdo H*, vemos que a classe de equivaléncia de uma disciplinaa € Aé o
conjunto de todas as disciplinas que sdo oferecidas no mesmo hordrio que a. Uma relacao
de equivaléncia estabelece que as classes de equivaléncia de dois elementos. se ndo forem

iguais, devem ser disjuntas.

Lema Sejam X um conjunto, x e x' dois elementos de X e E uma relagdo de equivaléncia
em X. As duas afirmacgdes a seguir sdo verdadeiras:

1. x é equivalente a x' médulo E se e somente se as suas classes de equivaléncia sdo
. . 2 . , ,
iguais’ (ou seja, (x,x') € E = [x]g = [X'Ip).

2. x ndo é equivalente a x' modulo E se e somente se as suas classes de equivaléncia sdo
o o ? . ] 1
disjuntas’ (ou seja, (x,x') ¢ E = [xlg N[X']g = @).
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Demonstrag¢do: A demonstracdo de cada item é feita separadamente abaixo:
1. Suponha inicialmente (x, x') € E. Devemos mostrar que [x]g = [x']g. Tomemos

inicialmente um elemento x" em [x]g, 0 que corresponde a dizer que (x, x") € E.
Como E é simétrica’, (x", x) € E. Pela transitividade’ de E, temos (x", x') € E. Usando

(x",x") € E,(x',x) € Ee(x",x) € E. Portanto, [x']g C [x]g.

2. Suponha, por contradicdo, que (x, x') ¢ E, mas que existe x" € [x]g N [x']g. Logo,
contrariando a hipotese inicial. Por outro lado, suponha que[x]En[x]E = Q.
Novamente por contradicdo, suponha que (x, x') € E. Como (x, x) € E pelo fato de E ser
reflexiva’, temos x € [x] £ N [X']g, contrariando a hipdtese inicial. [J

Attach:img285.png 2 | [Figura Este ultimo fato implica que, se R é uma relacdo de

Exemplo em que R é uma relaciio eqqivaléncia, enj[éo as classes de.equivalé'ncia dg R
de equivaléncia com duas classes dgf_mem um con]gnto Qe subcon]un_tos dois a dois

de equivaléncia. Observe que disjuntos de A cuja unido € o proprio A, conforme
A/R = {{a,b}, {c,d, e}}] ilustrado na figura. Posto de outra maneira, as classes

que para todo a € A, temos que a € [a]gr em decorréncia de (a, a) € R (R é reflexiva). Para
provar que [alg N [a']r = @ para quaisquer dois elementos distintos [a]_R e [a']_R de A/R,

observamos que o Lema implica que a e a’ ndo sdo equivalentes médulo R pois, caso
contrario, [a]_R e [a']_R ndo seriam diferentes. Logo, também pelo Lema, [alg N [a']g = Q.

O

relacdo de equivaléncia cujas classes de equivaléncia sdo as partes de S.

Definicdo (Relagdo das partes) Seja S C Eil(X) uma particéo de um conjunto X. A relagéo
das partes de S é definida por:

Es={(x,x)eXxX|3ITeS,xeT,x' €T}.

Lema Se S é uma parti¢do’ de um conjunto A e R = Es, entdo R é uma relagdo de
equivaléncia.

Demonstracgdo: Considere a € A. Como a estd na mesma parte de S que a, o par (a, a)
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s . ? , . ~
pertence a Es, logo R é reflexiva‘. Além disso, se a e b, a # b, estdo na mesma parte, temos

partes diferentes, nem (a, b), nem (b, a) pertence a Es. Finalmente, tomemos dois pares
(a,b) e (b,c) em Eg. Como a estda na mesma parte que b e b esta na mesma parte que c,
entdo a estd na mesma parte que c. Logo, (a,c) € Es e R também ¢é ;ggg_sﬂigiyg?. O

Para exemplificar a idéia acima, suponha que R seja a seguinte relacdo sobre os nameros
inteiros: (a, b) € R se a e b tém resto igual quando divididos por n. Nesse caso, dizemos que
a = b(\modn). Deixamos ao leitor o exercicio de provar que R é de equivaléncia.
Observamos porém que R define uma parti¢do do conjunto dos numeros inteiros em n
partes: a parte dos numeros cujo resto da divisdo por n € 0, a parte dos numeros cujo resto
da divisdo por n é 1, a parte dos numeros cujo resto da divisdo por n é 2, e assim
sucessivamente.
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