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1. Um certo rapaz consegue saltar no maximo k degraus ao subir uma escada, onde £ > 1 é um inteiro
fixo. Escreva uma equagao de recorréncia para o nimero de modos distintos desse rapaz subir uma escada
com n degraus. Note que o rapaz pode dar saltos menores que k& também.

2. Prove as seguintes afirmagoes sobre notacao assintética:
(a) n3/100 — 25n2 — 100n + 7 é O(n?). (c) 7n log 5 n® — 16n+9 é O(n logn).

(b) n7/150—99n8 +88n* — 77n3 +66n2 —55n+44 ¢ O(n").  (d) n®logyn—11n2+22n—33 é O(nlogn).

3. Obtenha uma solugao assintdtica para as seguintes equagoes de recorréncia:

(a) T(n) = T(0.9-n) + T. () T(n) = 2-T(n—2) + 1.

(b) T(n) = 3-T(n/2) + n?. (f) T(n) = T(y/n) +logyn.

(¢) T(n) = 4-T(n/2) + n2. (@) T(n) = 2-T(y/n) +log,n.

(d) T(n) = 5-T(n/2) + n. (h) T(n) = 2-T(n/5) + 3-T(n/6)+ n.

4. Considere o algoritmo NUMRECURSIVO(N) abaixo. Determine o valor retornado em notagao assintdtica.

Algorithm 1 inteiro NUMRECURSIVO(inteiro N)
Valor =0  //(Valor é uma varidvel local)
if N > 1 then
Valor = Valor + NUMRECURSIVO(| N/5]) + NUMRECURSIVO(|N/5])

Valor = Valor + NUMRECURSIVO(|N/6]) + NUMRECURSIVO(|N/6]) + NUMRECURSIVO(|N/6])
Valor = Valor + NUMRECURSIVO(| N/10]) + N

end if

retorne Valor

5.  Vocé esta tentando escolher entre os trés algoritmos A, B e C descritos a seguir. O Algoritmo A
resolve o problema dividindo a entrada em cinco subproblemas com a metade do tamanho, resolve cada
subproblema recursivamente e depois combina-os em tempo linear. O Algoritmo B resolve o problema
dividindo a entrada em dois subproblemas de tamanho n — 1 (onde n é o tamanho da entrada), resolve
cada um recursivamente e combina-os em tempo constante. O Algoritmo C resolve o problema dividindo a
entrada em nove subproblemas com um tergo do tamanho, resolve cada subproblema recursivamente e depois
combina~os em tempo quadréatico. Qual o tempo de cada um em notacao assintética e qual vocé escolheria?

6. Considere vetores que satisfazem a propriedade: o subvetor dos indices impares estd ordenado crescen-
temente e o dos indices pares estd ordenado decrescentemente. Exemplo: A=[1 50 2 40 3 30 4 20 5 10]. Faga

um algoritmo de tempo O(logn) que receba um vetor desse tipo e um inteiro x, e informe se x esta no vetor,
retornando sua posigao, se for o caso.



7. Sobre o algoritmo HeapSort faca o que se pede. (a) Reescreva-o em pseudo-cédigo para receber como
entrada um vetor A e indices p < r e ordenar o subvetor Alp,...,r]. (b) Altere-o para utilizar um heap
minimo enraizado na tltima posicao do vetor A, ao invés de um heap méaximo enraizado na primeira posicao.

8. Elabore um algoritmo O(n) de decomposigdo de um vetor S em trés subvetores. Esse algoritmo recebe
como entrada, além do vetor S, um valor piv pertencente a S, e os indices pe r, 1 < p < r. O algoritmo deve
rearrumar os elementos em S[p...r| e retornar dois indices ¢; e ¢o satisfazendo as seguintes propriedades:
(a) se p < k < q1, entdo S[k] < piv; (b) se ¢1 < k < go, entdo S[k] = piv; (c) se g2 < k < r, entado
S[k] > piv.

9. Seja X[1...n]um vetor qualquer (os elementos desse vetor ndo sdo necessariamente inteiros ou caracteres;
podem ser objetos quaisquer, como frutas ou arquivos executdveis). Suponha que vocé possui apenas um
operador “=” que permite comparar se um objeto é igual a outro. Dizemos que X tem um elemento
majoritario r se mais da metade de seus elementos sao iguais a x. Escreva um algoritmo de tempo
O(n log n) que diz se X possui ou ndo um elemento majoritario. Caso sim, devolva o seu valor. Dica: Se

x é majoritdrio em X, entdo x é majoritdrio na primeira ou na segunda metade de X (explique porqué).

10. Sejam X[1...n] e Y[1l...n] dois vetores ordenados. Escreva um algoritmo ©(log n) para encontrar a
mediana de todos os 2n elementos nos vetores X e Y. Prove esta complexidade.

11. Faga um algoritmo de tempo ©(nlogn) para resolver o seguinte problema: dado um vetor com n
nimeros inteiros positivos e um outro nimero inteiro positivo z, determine se existem ou nao dois elementos
cuja soma é igual a x.

12. Seja X[1...n] um vetor de inteiros. Dados i < j em {1,...,n}, dizemos que (i, ) é uma inversdo de
X se X[i] > X[j]. Escreva um algoritmo O(n log n) que devolva o nimero de inversdes em um vetor X.
Dica: Tenta fazer essa contagem enquanto ordena o vetor no Merge-Sort.

13. Faca um algoritmo de divisao e conquista em pseudo-cédigo para multiplicar duas matrizes quadradas
(ou seja, o nimero de linhas é igual ao ndmero de colunas), dividindo cada matriz em 9 submatrizes qua-
dradas, assumindo que o nimero de linhas e colunas é uma poténcia de 3. Calcule a complexidade de tempo
em notacao assintética.

14. Suponha que vocé tem k vetores ordenados de tamanho n e deseja combinéd-los em um tunico vetor
ordenado de tamanho kn. (a) Uma ideia é usar o algoritmo INTERCALA, intercalando o primeiro e o
segundo, depois intercalando o resultado com o terceiro, depois com o quarto e etc... Qual a complexidade
desse procedimento em termos de k e n? (b) Mostre uma solu¢ao mais eficiente usando diviséo e conquista.

15. O algoritmo do k-ésimo minimo visto em sala de aula ainda seria ©(n) se toméssemos grupos de 3
elementos, ao invés de 57 E se fossem grupos de 7 elementos? Justifique pelo método da arvore de recursao.

16. Seja X[1...n] um vetor de nimeros reais. Dizemos que X tem um elemento popular = se mais de
um terco de seus elementos sdo iguais a . Escreva um algoritmo de tempo linear ©(n) que diz se X possui
ou nao um elemento popular. Caso sim, devolva o seu valor. Dica: Use o algoritmo de Selecao do k-ésimo
minimo de tempo linear no pior caso.

17. Dizemos que um algoritmo é de quase-ordenacao se, para qualquer vetor A[l...n|, o algoritmo
rearranja os valores do vetor A de modo que ¢ < j implica A[i] < A[j] + 0.1. Por exemplo, o vetor
A =[1.51.45 2.4 2.35 3] esta quase-ordenado. Sabendo que os valores do vetor de entrada sdo nimeros reais
menores que 100, faga um algoritmo de tempo O(n) para quase-ordenar o vetor.



