Capitulo 5.6 )
INDUCAO MATEMATICA
COMPLETA (ou FORTE)



Indu¢do Matemdtica Forte (ou Completa)

Principio da Inducao Matematica Forte

>
4

>

A inducdo matemdtica normal é contemplada pela induc3o forte.

Indu¢do normal 1: Provar que vale para n+ 1 assumindo que vale
para n

Inducdo normal 2: Provar que vale para n assumindo que vale para
n—1

Induc3o forte: Provar que vale para n assumindo que vale para todo
valor menor que n



Ndmeros F,, de Fibonacci

Nimeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

’FOZO; F1:1
> Fp = Foo1+Fpo, YVn2>2

Limite superior: F, < 2", ¥Yn>0
» Caso base: F[p=0<1=2% F=1<2!
» H.l.: Fixe n > 2 e suponha F <25, VO< k<n

» P.l.: Vamos provar que F, < 2".
> Fo=Fp14Fpp <2t 4202=3.2"2 < 4.272 = 2n



Ndmeros F,, de Fibonacci

Numeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

>F0:O; F1:1
>Fn: n—1+Fn—27 VnZQ

Limite inferior: F, > (1.6")/3, ¥n >0
» Caso base: F; =1>16'/3; [,=1>1.6%/3
» H.l.: Fixe n >3 e suponha F, > 1.65/3, V1< k<n
» P.l.: Vamos provar que F, > 1.6"/3.
> Fy = FordFrs > 16713416723 =
> — 26-(1.6)"2/3 > 256-(1.6)"2/3 = 1.6"/3



Ndmeros F,, de Fibonacci

Nimeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

’FOZO; F1=1
>Fn: n71+Fn72; Vn > 2

Limite superior: F, < 1.618", ¥Vn >0

> Proporcdo Aurea: x = (1 +1/5)/2 =1618 — x> =x+ 1.
Caso base: Fp, =0<1=1.618° F =1<1.618'
H.l.: Fixe n > 2 e suponha F, < 1.618%, Y0 < k < n
P.l.: Vamos provar que F, < 1.618".
F,=F,_1+F,_»<1.618""14+1618"2 =
= (2.618) - 1.618"2 = (1.618)? - 1.618"2 = 1.618"

vvyyVvyyvyy



Ndmeros F,, de Fibonacci

Nimeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...
> FOZO; F1:1
>Fn: n—1+Fn—2; Vn > 2

Limite inferior: F, > (1.618")/3, V¥n >0
> Proporcdo Aurea: x = (1 +1/5)/2=1618 — x> =x+ 1.
» Caso base: F; =1 >1.618!/3; F, =1 > 1.618%/3
» H.l.: Fixe n > 3 e suponha F, > 1.618X/3, V1< k<n
» P.l.: Vamos provar que F, > 1.618"/3.
> Fy = Fo1+Fpo > 1.618"1/341.618"2/3 —
> — (2.618)-1.618"2/3 = (1.618)2-1.618"2/3 = 1.618"/3
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Numeros F,, de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...
>”:0:0; F1:1; Fn: n—1+Fn—2a VnZ2
> Proporcio Aurea: x2 — x —1 =0 = raizes o, § = (1 +/5)/2.
» Provar por indugdo que: F(n) = F’(n), onde

Fwy = @8 L [(16VE) (1o VB
 a—-f 5 2 2
Prova por Inducao Forte
> BASE: F/(0)=0e F'(1)=1. OK
» Hipotese de Indugdo: Fixe n > 2 e suponha valer para todo valor
k=0,...,n—1.

» Passo da Indug¢ao: Vamos provar que vale para n.
> F(n) = F(n—-1)+ F(n—2) = F'(n—1)+ F'(n—2). Logo:

a”*1 _ ﬂnfl + a"*2 _ ﬁn72 04”*2(04 + 1) _ ﬁn72(ﬂ + 1)

F(n) = P = P

> F(n) = (@72 0? = 9772 )f(a— ) = F(n)



Numeros F, de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...
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Exercicios de prova passada

Prove que Vn >700: n < (1.01)". Dica: (1.01)?3! < 10 < (1.01)%%.
> Base: 696 < 700 < 103 < (1.01)3232 = (1.01)%% < 1.017%
» H.I: Fixe n > 700 e assuma valer para todo inteiro 700 < k < n.
> Pl.:
1.01" = 1.01-(1.01"1) > 1.01-(n—1) = n+0.01- (n — 100) > n
Prove que Vn > 96 : n?> < (1.1)". Dica: (1.1)2 <10 < (1.1)*.
> Base: (96)? < (100)? = 10* < (1.1)*%* = (1.1)%
» H.I: Fixe n > 96 e assuma valer para todo inteiro 96 < k < n.
> Pl.:
1.1"=11-(1.1""Y) > 11-(n—1)2=n?>+0.1-(n*> —22n+10) > n?
Prove que Vn >100: n'® < 27 Dica: 103 <21 e (1.01)¥ < 2.
> Base: 100 = 10%° < 10%° = (1000)%° < 102410 = 2100
» H.I: Fixe n > 100 e assuma valer para todo inteiro 100 < k < n.
> Pl:2"=2.2""1>2(n—1)0 > (1.01)*(n - 1)1° =
» = (1.01n—1.01)} = (n+0.01 - (n — 101))1° > n*0



Exercicios de prova passada
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Exercicios de prova passada
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Exercicios de prova passada

Prove que, para todo inteiro n > 2, o complemento da intersecao de
n conjuntos quaisquer Ay, Ag, ..., A, é igual a unido dos complementos
desses n conjuntos.

Prova por indug3o forte (apesar da indugdo normal ser suficiente)
» Base n=2: A;NA;, = A;UA, (OK por De Morgan)
» H.I: Fixe n > 2 e assuma valer para todo inteiro 2 < k < n.
» P.l.: Vamos provar que vale para n
AN...NA_1NA, = AiN...NA,_1 UA, = AiU...UA,_1UA,




Exercicios de prova passada

Prove que, para todo inteiro n > 2, o complemento da uniao de n
conjuntos quaisquer Ay, ..., A, é igual a intersecao dos complementos
desses n conjuntos.

Prova por indugdo forte (apesar da indugdo normal ser suficiente)
> Base n=2: AjUA;, = A; N A, (OK por De Morgan)
» H.I: Fixe n > 2 e assuma valer para todo inteiro 2 < k < n.
» P.l.: Vamos provar que vale para n
AU...UA,_1UA, = AAU...UA_1NA, = AN...NA,_1NA,




Capitulo 6
RELACOES



Relacbes - Exercicio 6.1

Exercicio 6.1:

Seja A o conjunto de todas as pessoas vivas hoje. Seja R o conjunto de
todos os pares (p, g) € A x A tais que a pessoa p é filha ou filho da
pessoa q. Descreva os conjuntos Dom(R), Img(R), Dom(R) N Img(R)
e Dom(R) U Img(R).

Solugdo
» Dom(R) = conjunto das pessoas vivas com pai ou mie vivos.

» Img(R) = conjunto das pessoas vivas com um filho vivo.

» Dom(R)N Img(R) = conjunto das pessoas vivas com pai ou mie
vivos e um filho vivo.

» Dom(R)U Img(R) = conjunto das pessoas vivas com pai, mae ou
um filho vivos.



Relacdes - Exercicio 6.2

Exercicio 6.2:
Seja R a relagdo que consiste de todos os pares (x, y) de nimeros reais
tais que (x2 — 2)2 + y2 = 1. Determine Dom(R) e Img(R)).
Solugdo
> (x3-2)2=1-y? = 1-y?>0 = y?€[0,1]] = ye[-1,1].
> Img(R) = [-1,1]

> (x2-2)=4/1-y? = x=44/24 /12

> yel[-1,1] = /1-y2€[0,1] = 2++/1-y2€]L,3]
> — /2+/1-)2€[1,V3] = xe[-V3,-1]U[1,V3]
» Dom(R) = [-V/3,—-1]U[1,V3]



Relacdes - Exercicio 6.3

Exercicio 6.3:
Seja A o conjunto dos inteiros entre 0 e 10, inclusive. Seja R a relacdo
com todos os pares da forma (x, x? — 5) que estdo em A x A. Determine
Dom(R) e Img(R)).
Solucao

» (0,0-05), (1,1 -5), (2,4-5)

> (3a9 - 5) = (374)

» (4,16 —5), (5,25—5), ..., (10,100 — 5)

> x2_5>0 = x2>5 — x>3

> x2-5<10 = x*<15 = x<3

> R={(3,4)} = Dom(R)={3}elmg(R)={4}



Relacdes - Exercicio 6.4

Exercicio 6.4:
Prove que, para qualquer relagdo R, a imagem Img(R) é vazia se e
somente se o dominio Dom(R) é vazio.

Solugao
» R=0 = PHa,b)eR = Img(R)=10
> R#£D = J(a,b)e R = Fb:beImg(R) = Img(R) #0
» Conclusio: Img(R)=0 < R=10
> Analogamente: Dom(R) =0 <= R =10
» Portanto: Img(R) =0 <= R =0 <= Dom(R) =10



Definicao de restricao de uma relacao

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A] URI[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstra¢do-P1: seja (x,y) € R

» (x,¥) € RIANB] < x€ ANB AN ye ANB «—

> — xceAANXEBANYyeEANyYyeEB =

> < (x,y) € RIA] A (x,y) € R[B] <= (x,y) € RIA|NR[B]
> O



Definicdo de restricao de uma relacdo

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B|
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A] U RI[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstra¢do-P2: seja (x,y) € R

> (x,y) € RIAJUR[B] <= (x,y) € R[A] V (x,y) € R[B] <=

> — (x€cAAy€eA) V (xeB ANyeB) <

> — (xeAVvxeB)A(yeAVyeB)A(-V-)A(-V-)=
> — xc AUB ANye AUB < (x,y) € R[AUB]



Definicdo de restricao de uma relacao

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacdes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A] URI[B]
P3: R[A— B] C R[A| — R[B]

Demonstracao-P2: contraexemplo para igualdade
> R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, A={1}, B={2}
> RIAI={(1,1)}, R[Bl={(2,2)}, RIAJUR[B] ={(1,1),(2,2)}
> RIAUB] ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}
> [



Definicdo de restricao de uma relacdo

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B|
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A]UR[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstragdo-P3: seja (x,y) € R

> (x,y)eR[A-B] <= x€cA-B ANyeA-B =
> — (x€A) A (x€B) AN (yeA) AN(yéB) =
> = ((x,y) € RIA) A ((x,y) & RIB]) <

> < (x,y) € RIA|— R[B] O



Definicao de restricao de uma relacao

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A]URI[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstracao-P3: contraexemplo para igualdade
» R=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, A={1,2}, B=1{2,3}
> RIAI={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, R[B]={(2,2),(3,3)}
> RIAl - R[B] ={(1,1),(1,2),(2,1)}
» A-B={1} = R[A-B]={(1,1)} O



Definicdo de restricao de uma relacdo

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B]
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relagdes restritas

P1:
P2:
P3:
P1++:
P2++:
P3+-+:

R[AN B] = R[A| N R[B]
R[AU B] 2 R[A]UR[B]
R[A — B] C R[A] — R[B]
R[ANB, XNY] = R[A,X] N R[B,Y]
R[AUB, XUY] 2 R[A X] U R[B,Y]

>
R[A—B, X — Y] C RIAX]-R[B,Y]



Exercicio 6.7:

Seja R o conjunto de todos os pares (x,x?) onde x é um niimero inteiro.
Seja S o conjunto de todos os pares (3y, y) onde y é um niimero natural.
Descreva as relacbes RoS e SoR.

Solugdo

» (x,y)€SoR < 3z:(x,z) e RA(z,y) €S =

> = x2=z=3y < y=x*/3 & x=3a3(acl) =

> SoR=1{(3a,33%): acZ}

> [

» (x,y) ERoS < FzeN:(x,2) e SA(z,y) e R =

> = x=3zAy=2* &= y=x?/9 & x=3a3(aeN) =
» RoS=1{(3a,a%): ac N}

> [



Algumas propriedades sobre Existenciais

> (Hx:P(x)/\Q(x)) — (HX:P(X))/\(HX’:Q(X’))

> (ax;P(x)vo(x)) = (EIX:P(X))\/(EIX’:Q(X’))

> (EIX:P(X))/\(Vx’:P(x’)%Q(x’)) — (EIX:P(X)/\Q(X))



Exercicio 6.8:
Sejam R, S, T relagdes quaisquer. Prove que:

» (RNS)oT € RoT N SoT
» (RUS)oT = RoT U SoT
» (R-=S)oT 2 RoT — SoT

Solugdo
» (x,y)€(RNS)o T 3z:(x,2) e TA(z,y) eRNS &
> o 3z:(x,z2) e TA(z,y) e RA(z,y) €S =
> = (Fz:(x,2) € TA(z,y) e R)AN(FZ : (x,2/) e TA(Z,y) € S) &
> & (x,y) ERoTA(x,y) €ESoT &
> & (x,y))ERoT N SoT O

Contraexemplo da igualdade
> T={(x,2),(x,2)}, R=A{(z,y)}, S ={(Z,y)} =
> = RNS=0=(RNS)oT =19
> RoT={(x,y)}eSoT={(x,¥)} = RoT N SoT={(x,y)}



Exercicio 6.8:
Sejam R, S, T relagdes quaisquer. Prove que:

» (RNS)oT C RoT N SoT
» (RUS)oT = RoT U SoT
» (R-—S)oT 2 RoT — SoT

Solucdo

> (x,y)€(RUS)oT & 3z:(x,2) e TA(z,y) e RUS &
» & 3z:(x,2) e TA((z,y) e RV (z,y)€S) &

> o3z ((x,2) e TA(z,y) e R)V((x,2) e TA(z,y) €S) &

> & 3z:((x,z2) € TA(z,y) e R)VIZ : ((x,2/) e TA(Z,y) €S) &
> S (x,y) ERoTV(x,y)€SoT &

> )

< (x,y)€RoT U SoT O



Exercicio 6.8:
Sejam R, S, T relagdes quaisquer. Prove que:

» (RNS)oT € RoT N SoT
» (RUS)oT = RoT U SoT
» (R-=S)oT 2 RoT — SoT

Solugdo

> (x,¥y)ERoT — SoT &

> S (x,y) ERoTA(Xx,y)ESoT &

> & 3z:((x,z2) € TA(z,y) € R)ANVZ . (x,2/) e T = (Z,y) ¢ S) =
> =dz:(x,z) e TA(z,y) e RA(z,y) ¢S &

> &3z:(x,2) e TA(z,y) e R—S < (x,y) € (R—S)oT

Contraexemplo da igualdade
> T={(x.2),(x2)} R={(z )} S={(Z.))} =
> = R-S={(zy)} = (R-5)oT={(x)}
> RoT={(x,y)} eSoT={(x,y)} = RoT — SoT =10



Exercicio 6.9:
Seja n > 1 um numero natural e A o conjunto dos inteiros entre 1 e n,
inclusive. Note que o conjunto A x A tem n? pares. Encontre duas

relacdes R e S sobre A, cada uma com no maximo 2n pares, tal que
R o S seja o conjunto A x A.

Solucao

> S = {(1,1),(2,1),(3,1),...,(n, 1)}

> R = {(1,1),(1,2),(1,3),....(1,n)}

> Vx,yeA: (x,1)eSe(l,y)eR = (x,y)€RoS



Inversa da Composta

Lema (inversa da composta)
Dadas relagdes R e S, temos que

(SoR)™ = R1oS™!

Prova:

> (x.y) €(SoR)L <= (y.x)€SoR «
> — 3Jz:(y,z) R N(z,x) €S —

> «— Jz:(x,2) €SI A(z,y) ER! =
> — (x,y) e R 10571



Associatividade da Composicao de Relacoes

Lema
Dadas relacdes R, S e T, temos que:

To(SoR) = (ToS)oR

Prova - Exercicio 6.13

» (a,d)€To(SoR) < Fc:(a,c) e SoRA(c,d)e T =
» Jc:(3b:(a,b) e RA(b,c) €S)NA(c,d) e T —

» Jb: dc:(a,b) € RA(b,c) e SA(c,d) €T <

» Jb:(a,b) e RA(b,d) e ToS < (a,d)€(ToS)oR




Poténcia de uma Relacao R

Definicao recursiva
Rl=ReVYmeN m>1 R™l =R"cR

Exemplo:

Seja R a relagdo em N tal que (x,y) € R <= y =x+ 1. Ou seja,

R ={(0,1), (1,2), (2,3),...}.

Descreva R™ para m > 1 qualquer

> VxeN:(x,x+1)eRe(x+1,x+2)€R < (x,x+2)€R?
> VxeN:(x,x+1)eRe(x+1,x+3)€eR? — (x,x+3)eR®
> VxeN:(x,x+1)eRe(x+1,x+4)eR® < (x,x+4)eR*
> ...

> R™ = {(x,x+m) : x €N}



Poténcia de uma Relacao R

Definicdo recursiva
Rl=ReVmeN, m>1. R""l =R"o R

Exemplo:

Seja R a relacdo em N tal que (x,y) €R <= y=x+1V y=x+2.
Ou seja, R={(x,x+1), (x,x+2) : xe N}

Ou seja, R ={(0,1), (0,2), (1,2), (1,3), (2,3), (2,4),...}.

Descreva R™ para m > 1 qualquer

> R2={(x,x+2),(x,x +3),(x,x+4) : xeN}
> R3={(x,x+3),(x,x +4),(x,x+5),(x,x +6) : x €N}
> R*={(x,x+4),...,(x,x+8) : xeN}

> ...

> R™ = {(x,x+m),....,(x,x+2m) : x €N}



Poténcia de uma Relacao R

Definicao recursiva
Rl=ReVmeN, m>1. R"1=R"oR

Exercicio 6.16
Prove que, para toda relacdo R e quaisquer m e n inteiros positivos:

R™o R" = R™+N,
Solucdo
» Prova por indugao em n.
» Caso base: n=1 = R"oR! = R"oR = R™1 OK
» HI: Fixe n > 1 e assuma que vale para todo n’ < n. Ou seja, para
todol<n<n:R™"oR" = R™",
Pl: Vamos provar que vale para n.
> R"oR" = R"o(R"'oR) = (R"oR" HoR =
> = RMtr-loR = RmMtn

v



Relaggo Rem A - RCAXxA- Dom(R)UImg(R)C A

> Reflexiva sobre A: Vae€ A: (a a)eRr Todos os lagos

» Irreflexiva: $a:(a,a) €R Nenhum laco

> Simétrica: (x,y ) € R = (y,x) € R Vaievolta

> Antissimétrica:  (x,y) € R,x #y = (y,x) € R Vai, ndo volta
> Transitiva: (x,¥y)eR A (y,z)ER = (x,2) €R

Exemplos: A= {1,2,3,4}
> R = {(1,1), (1,2), (2.1), (2,2), (3,3), (3,4), (4,1), (4,4)}
> R = {(1,1), (1,2), (2,1)}
> Ry = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3), (1,4), (4,1), (4,4)}

=@ @D
.
@0, O (® @O



Relaggo Rem A - RCAXxA- Dom(R)UImg(R)C A

> Reflexiva sobre A: Vae€ A: (a a)eRr Todos os lagos

» Irreflexiva: $a:(a,a) €R Nenhum laco

> Simétrica: (x,y ) € R = (y,x) € R Vaievolta

> Antissimétrica:  (x,y) € R,x #y = (y,x) € R Vai, ndo volta
> Transitiva: (x,¥y)eR A (y,z)ER = (x,2) €R

Exemplos: A= {1,2,3,4}
> Ry = {(231)7 (371)a (372)a (471)a (472)7 (473)}

> Ry —
{(1,1), (1,2), (L.3), (L4), (2.2), (2.3), (2.4), (3.3), (3.4), (4,4)}

> Re = {(3’4)}

>



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.17
Prove que uma relacdo R € irreflexiva se e somente se ela € disjunta de /I
onde A= Dom(R) ou A= Img(R).
Lembretes:
> /o = {(a,a): a€ A} (relagdo Identidade do conjunto A)

> R éirreflexiva se e s6 se $a: (a,a) € R.

Solugdo
> R éirreflexiva <= fla: (a,a) € R <
> < fac Dom(R):(a,a) € R <= RN Ipomr) =0
> ...
> < Pacimg(R):(a,a) € R <= RN ljmgr) =0



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.18

Prove que uma relacdo R é simétrica se e somente se ela é igual a sua
inversa.

Lembretes:
> R7! = {(y,x): (x,y) € R} (relagdo Inversa de R)
» R é simétrica se e s6 se V(x,y) € R: (y,x) € R.

Solucdo
» R ésimétrica < Y(x,y) € R: (y,x) € R <=
<~ V(x,y)€ER: (x,y) ERT'<<—= RCR! <

>

> ...

> — VY(y,x)ER1: (y,x) ER+= R !CR <
>

>

~— R=R1



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.19
Prove que uma relagdo R é antissimétrica e irreflexiva se e somente se ela
é disjunta de sua inversa.

Lembretes:
> Ae B sdo disjuntos se e sé se ANB =)
> Rt = {(y,x): (x,y) € R} (relagdo Inversa de R)
> R é antissimétricaseesése Vx £y : (x,y) € R= (y,x) € R.

Solucao
» R é antissimétrica e irreflexiva <= V(x,y) € R: (y,x) ¢ R —
> = V(x,y)ER: (x,y) R 1< RNR1 =10



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.20
Seja R uma relagdo simétrica e transitiva sobre um conjunto A. Prove

que, se para todo x € A, existe um y € A tal que xRy, entao R é
reflexiva.

Lembretes:
> xRy <= (x,y)€R
> R ésimétrica se e s6 se V(x,y) € R: (y,x) € R.
> R é transitiva se e s6 se V(x,y),(y,z) € R: (x,z) € R.
» R é reflexiva sobre Ase esése Vac A: (a,a) € R.

Solucdo
» Seja R uma relacdo simétrica e transitiva tal que Vx € A: Jy : xRy.
Seja x um elemento qualquer de A. Logo existe y tal que (x,y) € R.

Como R é transitiva: (x,y) € RA(y,x) € R < (x,x) € R.

>
> R ésimétrica: (y,x) € R.

>

» Como Vx € A: (x,x) € R, entdo R é reflexiva.



Exercicio Lista 2
Mostre que se R é uma relacio reflexiva e transitiva, entio RN R~ é
uma reflexiva, simétrica e transitiva.

Solugdo

v

x € Dom(RNR™Y) = (x,x) e R= (x,x) e R7l =
= (x,x) e RNR™! = RN R é reflexiva
(x,y) ERNR = (x,y) € R= (y,x) € R}
(x,y) ERNR = (x,y) e R = (y,x) €R
y)ERNR = (y,x) e RNR™L = RN R ! ésimétrica
(x,y),(y,z) E RNR = (x,y),(y,z) € R= (x,2) € R.
(x,¥),(v;2) ERONRT = (x,5),(y,2) eR' =

(x;

= (z,y),(y, )GRZ}(ZX)ERZ}(XZ)ERI
(x,¥),(y,z2) ERNR™I = (x,z) e RNR™I=RN R & transitiva

vVvyVvvVyVvYVYyYyVvyy



Exercicio Lista 2
Sejam A um conjunto e R C A X A. Sejaainda S=R?>=RoR:

S={(a,d')| 3" € A(a,da") € RA(",d') € R}.

Prove ou dé um contra-exemplo:
(a) R é reflexiva, simétrica e transitiva = S também o é.
(b) S é reflexiva, simétrica e transitiva = R também o é.

Solugdo (b): Contraexemplo

» R={(1,2), (2,1)} = S={(1,1), (2,2)} =
» — S é reflexiva, simétrica e transitiva, mas R n3o é reflexiva.

e g &



Exercicio Lista 2
Sejam A um conjunto e R C A x A. Seja ainda S = R> = Ro R:

S={(a,d')| 3" € A (a,da") e RA(",d) € R}.

Prove ou dé um contra-exemplo:
(a) R é reflexiva, simétrica e transitiva = S também o é.
(b) S é reflexiva, simétrica e transitiva = R também o é.

Solugdo (a):
> aeA= (a,a) e R =
> —> (a,a) € RA(a,a) € R = (a,a) € S = S é reflexiva.
> (a,c) € S = Fb:(a,b),(b,c) e R =
» — (¢, b),(b,a) € R = (c,a) € S = S é simétrica.
> (a,c),(c,e) € S = 3b,d : (a,b),(b,c),(c,d),(d,e) e R =
» —> (a,¢),(c,e) € R = (a,e) € S = S é transitiva.



6.3.1. Composicao e Transitividade

Exercicio 6.21

Demonstre a afirmacdo, ou encontre um contraexemplo: “Se R* C R,
entdo R é transitiva’.

Lembretes:
» Teorema 6.3: R é transitiva <= RoR=R?>CR
» Teorema 6.4: R é transitiva «<— R" C R,Vn>1

Solugdo: contraexemplo
> k= {(172)’ (273)7 (371)}
> R?=1{(1,3), (2,1), (3,2)}
> RP={(1,1), (2,2), (3,3)}
> R = {(1v2)7 (273)v (3v1)}
» R*= R, mas R n3o é transitiva
> [



6.3.1. Composicao e Transitividade

Exercicio 6.21"
Demonstre a afirmac3o, ou encontre um contraexemplo: “Se R® C R,
entdo R é transitiva’.

Lembretes:
» Teorema 6.3: R é transitiva <= RoR=R?>CR
» Teorema 6.4: R é transitiva <— R" C R,VYn>1

Solucdo: contraexemplo

> R= {(172)’ (2 ) ( )’ ( 71)}
> R = {(173)7 ( ) (37 1)7 (472)}
> R = {(1,4), (2,1), (3,2), (4,3)}
> R = {(L 1)7 ( ) (3’3)7 (474)}
> R ={(1,2), (2.3), (3,4), (4.1)}
» R5 =R, mas R n3o é transitiva [



6.3.1. Composicao e Transitividade

Exercicio 6.21"
Demonstre a afirmac3o, ou encontre um contraexemplo: “Se R® C R,

entdo R é transitiva”.

Lembretes:
» Teorema 6.3: R é transitiva <= RoR=R?>CR
» Teorema 6.4: R é transitiva «<— R" C R,Vn>1

Solugdo: contraexemplo
> R=1{(1,2), (2,1)}
> R?=1{(1,1), (2,2)}
> R3=1{(1,2), (2,1)}
» R3 =R, mas R nio é transitiva [
> pois (1,2) e Re(2,1)e R, mas (1,1) € Re (2,2) ¢ R
> [



6.4. Representacdo de Relacdes usando Matrizes
Notagdes > (somatdrio) e [] (produtdrio)

Sejam xq, X2, . . ., X, numeros reais.
n
E Xk = X1+Xo+Xx34+...+X,
k=1
n
HXk = X3 - X2 - X3 ... Xp
k=1

Notagcdes A e \/

Sejam 51, S,...,S, sentencas légicas (com valor F ou V).

\/ s
k=1

S1VSVSV...VS,

SINSASIAN...NS,

As
k=1



6.4. Representacdo de Relacdes usando Matrizes
Notagdes () e |

Sejam G, Gy, ..., C, conjuntos.

s
o

= GUGUGU...UC,

x
Il
—

= GnGnNnGnNn...NnG,

DL
o

i
I

Notagcdes A e \/

Sejam 51, S,...,S, sentencas légicas (com valor F ou V).

\/ s
k=1

S1VSVSV...VS,

SINSASIAN...NS,

As
k=1



Fecho Reflexivo

Exemplo: A={1,2,3,4,5}
> R = {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5)}
>

> Ia = {(151)7(272)5(373)7(4a4)7(575)}
» Fecho Reflexivode R = R U Ix



Fecho Simétrico

Exemplo: A={1,2,3,4,5}

> R = {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5)}
>

> R = {(2,1), (3,2), (4,3), (5,4))
» Fecho Simétricode R = R U Rt

R R R R
09906



Fecho Transitivo

Exemplo: A={1,2,3,4,5}
> R = {(1,2), (2.3), (3,4), (4,5)}

R* = {(17 3)’ (274)7 (3’ 5)}

| 4
>
> R = {(1,4),(2,5)}
| 4
>

Fecho Transitivo R* = R U R? U R® U R*




Fecho Transitivo

Teorema 6.6: Relacdo S transitiva: RCS — R*CS

Dada uma relacdo R, toda relagdo transitiva S que contém R também
contém o fecho transitivo R* de R.

Prova:
» Relacdes R e S taisque R C S e S € transitiva.
» Teorema 6.2: RCS — R"CS", Vn>1.
» Teorema 6.4: S transitiva =— S"C S, Vn> 1.
» Logo R" C S,vn>1.
» R* = RRUR?UR3U... CS5. O



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.22

Exercicio 6.22:

Encontre os fechos reflexivo, simétrico e transitivo das seguintes relagcdes:

> A={ab,c}e R ={(aa)(a b)(bc)(cb)}
> A=1{0,1,2,3} e Ry = {(0,1),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,0)}.

Solucdo:
> Reflexivo = Ry U {(b,b),(c,c)}
> Simétrico = R U {(b,a)
> Transitivo Rf = Ri U {(a,c),(b,b),(c,c)}
| 4
>
> Reflexivo = Ry U {(0,0),(3,3)}
> Simétrico = R, U {(1,0),(2,1),(0,2),(0,3)}
> Transitivo R = R, U {(0,2),(0,0),(1,0),(2,1),(3,1),(3,2)}



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.23

Exercicio 6.23:
SeJamA {1,2,3,4,5} e

= {(1,3),( ,4),(3,1),(3,5),(4,3),(5,1),(5,2),(5,4)}. Encontre as
potenuas R2, R3, R*, R®, R e o fecho transitivo R*.

Soluc3o:

R*={(1,1),(1,5).(2,3).(3.3),(3.1).(3,2).(3.4),(4.1),(4.5).(5.3).(5.4)}

R® ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,5).,(3,1),(3,3).(3.4).(3.5),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(51),(53).(55)}

)

4) (3,1-2-3-4-5),(4,1-3-4-5),(5,1-2-3-4-5) }
-4-5),(3,1-2-3-4-5),(4,1-2-3-4-5),(5,1-2-3-4-5)}
1L 5) 21- -5), (3.1-...-5), (41-...-5), (5.1-...-5)}

> R = R1uR2uR3uR“UR5UR6 = R6 = AxA

> (1,3),(3,5),(5,2),(2.4), (4,3),(3,1) €

» Ciclo com todos os elementosde A — R* = Ax A




Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.24

Exercicio 6.24:

Seja A= {0,1,2,3,4,5}. Encontre a menor relagio contendo a relagio
R= {(17 2)’ (15 4)7 (3a 3); (47 1)} que é:

(a) Simétrica e reflexiva sobre A.

(b) Reflexiva sobre A e transitiva.

(c) Simétrica e transitiva.

(d) Reflexiva sobre A, simétrica e transitiva.
Solugdo:

(a) RU{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(5,5), (2, 1)}
(b) RUA{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(5,5)}

(c) RU{(2,1),(1,1),(2,2), (4, 4)}

(d) RU{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(5,5),(2,1)}



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.25

Exercicio 6.25:

Sejam R; e R, relagBes sobre o conjunto A, tais que Ry C R».
» S; e S, fechos reflexivos de Ry e R,. Prove que §; C Ss.
» S e S, fechos simétricos de Ry e Ry. Prove que $; C S,.
> S; e S, fechos transitivos de Ry e R>. Prove que S5; C Ss.

Solucdo:

» REF: RiCR, — RIULCRUIp = 5CS. O

> SIM:
RICR = RI'CR' = RUR'CRUR' = S/ CS;.
O

» TRRRICR, = R/CR},Vn>1 = RIUR?}U R}...C
RAZURU R}... = Rf CR;. O



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.26

Sejam R; e R, relagdes sobre o conjunto A, e R = R UR>.
» S;, S, e S fechos reflexivos de Ry, R, e R. Prove S U S, = S.
» 51, S, e S fechos simétricos de Ry, R» e R. Prove 5 U S, = S.

» 51, S, e S fechos transitivos de Ry, R, e R. Prove S;US, C S.
Encontre um exemplo em que n3o é igual.

Solucdo:
» REF: S:(R1UR2)UIA:(R1UIA)U(R2UIA):5~1U52‘ O

> SIM:
S=(RIUR)U(RIUR) ™ = (RIUR)U(R;'URy ) = SUS,. O

> TR RJURY C (RLUR)", Vn>1 — R} UR; C (RLURy)".
> Exemplo: Ry ={(1,2)}, R ={(2,3)} =
> = RIURy ={(1,2),(2,3)} #{(1,2),(2,3),(1,3)} = (RiURy)".



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.27

Sejam R; e Ry relagdes sobre o conjunto A, e R = Ry N Rs.
» Si, S, e S fechos reflexivos de Ry, R, e R. Prove S =51 S,.

» 51, S, e S fechos simétricos de Ry, R e R. Prove S C §: N S,.
Mostre um exemplo em que n3o é igual.

» 51, S, e S fechos transitivos de Ry, R e R. Prove S C 5: N Ss.
Mostre um exemplo em que n3o é igual.

Solucdo:
» REF: S=(RiNR)Ulha=(RiUL)N(RRUI)=5NS. O
> SIM: S=(RINR)U(RINR) P =(RiNR)URR ' NRY) =

SNSN(RUR)N(RURY). O

> R ={(1.2)} Re={(21)} = R=0.5 =5 ={(1,2),(2,1)}
> TR: (RINR)"CRINRY, ¥Yn>1 = (RINR)* C R UR;.
> Exemplo: Ry ={(1,2),(2,4)}, R, ={(1,3),(3,4)} =
> — (RINR)*=0+#{(1,4)} = Ry NR;.



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.28

Exercicio 6.28:

Seja R a relagdo sobre o conjunto dos nimeros inteiros positivos tal que
aRb se e somente se existe um ndmero primo p tal que a = pb. Qual é o
fecho reflexivo de R? Qual € o fecho transitivo de R? Qual é o fecho
transitivo e reflexivo?

Solugdo:

> REF: S = RU Iy«, onde N* =N — {0}. Ou seja,
aSb se e sé se a = pb para p primo ou igual a p = 1.
TR: aR*bseesdsea>b>0eaé miltiplo de b.
TR+REF: aR**bseesésea> b >0e aé miltiplo de b
Exemplo: 300R100, 100R50,50R10,10R2 = 100R*2

Mais formalmente:

aR"b <= 4 primos p1,...,pp: a= pip2...Ppn b. Pelo Teorema
Fudamental da Aritmética, todo nimero> 1 pode ser decomposto
em um produto de niimeros primos e por R* = RUR?UR3 . ...

vvyyVvyyvVvyy



Capitulo 7.1
ORDENS PARCIAIS



Ordens Parciais - Exercicio 7.1

Exercicio 7.1:

Seja R a relagdo sobre o conjunto dos nimeros inteiros positivos

(Z* = N*) tal que aRb se e somente se existe um inteiro positivo k tal
que a = k - b. Prove que R é uma relacdo de ordem.

Solucdo:

» REF: 2 = 1.3, VaeZt < aRa — (a,a)e R. U

> AntiSIM: aRb A a# b — a=kbparak>2 — b<a —
(b,a)¢R. O

» TR:aRb A bRc = a=k -b AN b=ky-ccom ki, ko € Z*
— a=kk-c = aRc < (a,c)e R 0.



Ordens Parciais - Exercicio 7.2

Exercicio 7.2:

Seja A o conjunto dos inteiros de 0 a 9 e seja R a relagdo sobre A tal que
aRb se e somente se a é par e b é impar, ou ambos s3o pares e a < b, ou
ambos sdo impares e a > b. Esta é uma relacdo de ordem?




Ordens Parciais - Exercicio 7.2

Exercicio 7.2:

Seja A o conjunto dos inteiros de 0 a 9 e seja R a relacdo sobre A tal que
aRb se e somente se a é par e b é impar, ou ambos sio pares e a < b, ou
ambos s3o impares e a > b. Esta é uma relacdo de ordem?

Solucdo: SIM
» REF:a<a AN a>a < aRa VaceZ. O
> AntiSIM:
i aRb,a pare bimpar — (b,a)¢ R O
i aRb,a,bparesea<b — bLa = (b,a)¢R. O
iii aRb,a,bimparesea>b — b}ta = (b,a)¢R. O
TR: aRb N bRc:
a,b,cparesea<b<c — a,cparesea<c — aRc

>
>
» a, b pares, cimpare a<b = aparecimpar =— aRc
» apar, b,c imparese b < c = aparecimpar — aRc
>

a,b,c imparesea>b>c = a,cimparesea>c — aRc



Ordens Parciais - Exercicio 7.3

Exercicio 7.3:

Considere a relacdo R sobre os pares ordenados de inteiros Z x 7Z tal que
(a, b)R(c,d) <= (a < ¢) V (b < d) para quaisquer inteiros a, b, c e d.
Esta é uma relacdo de ordem?

Solucio: NAO

» Contraexemplo:

> a=d=1leb=c=2 = (1,2)R(2,1), poisa<c
> a=d=2eb=c=1 = (2,1)R(1,2), pois b< d
>

Portanto R n3o é antissimétrica. Logo R n3o é uma relacdo de
ordem.



Ordens Parciais - Exercicio 7.3b

Exercicio 7.3b:

Considere a relacdo R sobre os pares ordenados de inteiros Z x 7Z tal que
(a,b)R(c,d) < (a < c)A(b < d) para quaisquer inteiros a, b, ¢ e d.
Esta é uma relacdo de ordem?

Solucdo: SIM
> REF:a<a A b< b = (a,b)R(a,b), Va,beZ. O
> AntiSIM: (a, b)R(c,d) A(c,d)R(a,b) —
a<c ANb<dAc<aANnd<b — a=c AN b=d —
(a,b) =(c,d). O
> TR: (a,b)R(c,d) A (c,d)R(x,y) — a<c<x A b<d<y
— a<x A b<y = (a,b)R(x,y). O



Ordens Parciais - Exercicio 7.4

Exercicio 7.4:

Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto B (R C B x B). Prove
que, para todo subconjunto A de B (A C B), a restricdo R" de Ra A é
uma relagdo de ordem sobre A.

Solucdo:
> Lembrete: xR'y <= xRy A x,y €A
> REF:a€e A — a€eB — (a,a)€eR = (a,a)eR. O
> AntiSIM: xR'y — xRy = (y,x)¢ R = (y,x)¢R. O

» TR: xR'y N yR'z — x,y,z€ A AN xRy AN yRz —
x,ZEA N xRz — xR'z. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.5

Exercicio 7.5:

Para quaisquer relacdes de ordem R e S sobre um conjunto A, a relacdo
RU S é sempre uma relacdo de ordem sobre A? E a relagdo RN S7
Prove suas respostas.

Soluggo: NAO para RU S
» Contraexemplo: A= {1,2,3}, R ={(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)} e
5=1(1,1),(2,2),(2,3),(3,3)} = R e S sdo ordens parciais.
» No entanto, {(1,2),(2,3)} CRUS, mas (1,3) ¢ RUS.

Solucdo: SIM para RN'S
» REF: (a,a) € R A (a,a)€ S, Vaec A = (a,a)e RNS. O
> AntiSIM: (x,y) e RNS Ax#y = (y,x) 4R A (y,x) €S
= (y,x)¢RNS. O
> TR: (x,y) € RNS A (y,z) e RNS = (x,2)€ER A (x,2) €S
— (x,z) €RNS. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.6

Exercicio 7.6:

Seja A o conjunto de todos os arquivos em um sistema de arquivos e seja
R a relacdo sobre A tal que aRb se e somente se o arquivo a contém uma
cépia do conteldo do arquivo b, possivelmente com informagdes
adicionais antes do inicio de b ou depois do fim de b. A relagdo R é uma
relacdo de ordem?

Solucdo: SIM

» REF: Arquivo a contém a — (a,a) € R. [

> AntiSIM: (a,b) € R ANa# b = arquivo a tem cdpia do arquivo b
e possui dados extras antes ou depois de sua cépia interna de b —
b ndo tem cépia de a = (b,a) ¢ R. O

> TR: (a,b) € R A (b,c) € R = atem cdpia de b e b tem cdpia
de c = atemcépiadec — (a,c)e R. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.7

Exercicio 7.7:

Seja A um conjunto de caixas e seja R a relacdo sobre A tal que aRb se e
somente se a caixa a cabe dentro da caixa b. Prove que R é uma relacao
de ordem estrita.

Solucdo:
» |IRREF: Caixa a nfo cabeem a — (a,a) ¢ R. U
> AntiSIM: (a,b) € R = caixa a cabe em b = caixa b n&o cabe
ema — (b,a)¢g R. O

» TR: (a,b) € R A (b,c) € R = caixa a cabe em b e caixa b cabe
em ¢ = caixa a cabe na caixac = (a,c)e R. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.8

Exercicio 7.8:
A ordem estrita sobre um conjunto de caixas definida no exercicio 7.7 é

uma ordem total?

Solucdo: NAO
» Podem existir duas caixas a e b tais que a n3o cabe em b e também
b n3o cabe em a.
» Por exemplo, caixas com medidas 1 x 1 x5 e 2 x 2 x 2.



Ordens Parciais - Exercicio 7.9

Exercicio 7.9:

Seja R uma relagdo de ordem total sobre um conjunto B (R C B x B).
Prove que, para todo subconjunto A de B (A C B), a restricdo R’ de R a
A também é uma relagdo de ordem total sobre A. (Veja o exercicio 7.4.)

Exercicio 7.4:

Seja R uma relac3o de ordem tetal sobre um conjunto B (R C B x B).
Prove que, para todo subconjunto A de B (A C B), a restricdo R’ de R a
A também é uma relacdo de ordem tetal sobre A.

Solucdo Ex. 7.9:

> Lembrete: xR'y <= xRy A x,y €A

» No Exercicio 7.4, provamos que R’ é uma relacdo de ordem. Falta
provar que ¢é total.

> x,ye A — x,y€B = xRy V yRx = xR'y vV yR'x. 0O



Exercicio 7.10:
Seja R uma relagcdo sobre um conjunto A e seja S a relacdo
complementar, S = (A x A) — R. Prove ou mostre um contraexemplo:

(i) R é de ordem se e s6 se S é de ordem estrita. (F)
(i) R é de ordem total se e s6 se S é de ordem estrita total. (V)

v

Contraexemplo (i): A= {1,2}, 1R1, 2R2, 152 e 251.
R é ordem, mas S n3o é antissimétrica (ndo é ordem estrita)

v

Prova (ii): R é reflexiva se e somente se S ¢ irreflexiva. Ok.
Suponha que R é uma ordem total e x, y,z € A sdo distintos.
x,y € A = xRy V yRx (pois R ¢ total)

— (xRy AyRx) V (yRx A xRYy) (pois R é antissimétrica)
— (x8y AySx) V (y8x A xSy) = S é total e antissimétrica
xSy N\ ySz = zRy N yRx — zRx —> x5z =—> S transitiva.

vVvyVvyvVvyVvyYyvyy

Argumento andlogo para: S é de ordem estrita = R é de ordem.



Conjunto A* de k-uplas sobre um alfabeto A

Definicao k-upla
» k-upla = generalizacdo de Par Ordenado para k ordenadas.
» pares (duplas k=2), triplas (k=3), quidruplas (k=4), quintuplas
(k=5), ...
» Ex1: Triplas pitagéricas (3,4,5), (5,12,13), (6,8,10).
> Ex2: Pontos (x,y,z) da esfera de raio 1: x* + y? + z% < 1.

Definicio A = Ax Ax...x A (k vezes)

Dado conjunto A , definimos A¥ o conjunto das k-uplas (ordenadas) com
elementos de A.

» Ex1: R3: pontos do espaco tridimensional.
> Ex2: {C,K}5 = conjunto dos possiveis resultados ao langar uma
moeda 5 vezes, para C (cara) e K (coroa) = {(C,C,C,C,C),

(C,C,C,CK), (C.C,C.K.C), (C.C.CKK), (C.CK,C,C).... }



Conjunto A* de palavras sobre um conjunto A

Definicdo A* (A estrela)

Dado conjunto A (alfabeto), definimos A* (A estrela) como o conjunto
das sequéncias (palavras) finitas de elementos de A (a ordem importa).

> Exl: A={a}, A*=/{e, a,aa, aaa, aaaa,...}.
> Ex2: A={a, b}, A* ={¢,a, b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, ...}

Chamaremos os elementos de A de letras e os elementos de A* de
palavras. O tamanho de uma palavra u é o seu nimero de letras. A
palavra vazia, denotada por € ou (), tem tamanho 0.

Concatenacio:

Dadas duas palavras u e v, a concatenacdo de u e v, escrita uv é a
palavra obtida ao se escrever as letras de u seguidas das letras de v.

» Exemplo: Alfabeto A= {a, b}, u=abe v = ba.
» uv = abba, vu = baab, uuvv = ababbaba

» baa é prefixo de vu; aba é sufixo de vuvv.



Ordem Lexicografica R* de uma relagao R

E uma Rela¢do de Ordem (R*) sobre o conjunto A* de palavras sobre um
alfabeto A (dada uma relacdo de ordem R sobre os elementos de A). Nio
confundir com fecho transitivo R*. Exemplo: diciondrio.

Ordem lexicografica R* de uma relacao R

Dada uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A, seja R* (ordem
lexicografica induzida por R) a relagdo sobre A* tal que uR"v se e s6
se:

(i) u é prefixo de v; ou
(i) u=wau' e v=wbv/, onde w é o maior prefixo comum entre u e v,
os sufixos v, v/ € A* e as letras a, b € A satisfazem aRb.

Exemplo: Dicionario
» A={a,b,c,...} e R a relagdo natural das letras: aRbRcRdR...
» cR"aR"aa R" amar R" amo R* amor R" amora R* b R” ba.



Ordem Lexicografica R* de uma relagao R

E uma Rela¢do de Ordem (R*) sobre o conjunto A* de palavras sobre um
alfabeto A (dada uma relac3o de ordem R sobre os elementos de A). Nio
confundir com fecho transitivo R*. Exemplo: diciondrio.

Ordem lexicografica R* de uma relacao R

Dada uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A, seja R* (ordem
lexicografica induzida por R) a relagdo sobre A* tal que:

(L1) Para toda palavra u € A*: eR"u.

(L2) Para toda palavra u € A*: u#¢e¢ = uRe.

(L3) w e v palavras ndo vazias: uR"v se e s se (u; # vy A s Rvp)V
V(up =wvi AU'R*V'), onde u; e vq sdo as letras iniciais de u e v, e
u' e v/ s30 o0 que resta de u e v retirando-se estes elementos iniciais.

Exemplo: Diciondrio

> A={a b,c,...} e R a relacdo natural das letras: aRbRcRdR...
» cR"aR"aa R" amar R" amo R* amor R" amora R* b R” ba.



Ordens Parciais - Exercicio 7.11

Exercicio 7.11:
Seja R uma relacdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R é reflexiva.

Prova:

> Seja u € A* uma palavra qualquer. Queremos provar que uR*u por
inducdo no tamanho n de wu.

» Caso base: n =0 = u=¢ = uR*u. (Ok)
» H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra de tam < n.

» P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u de tamanho n,
entdo uR*u.

> Seja u; a letra inicial de u e seja v’ a palavra que resta de u
retirando-se este elemento inicial.

» Por induc3o, temos que v’ R*u’, pois u’ tem tamanho n—1 < n.

» Portanto, pela definicdo recursiva, uR*u.



Ordens Parciais - Exercicio 7.12

Exercicio 7.12:
Seja R uma relagdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R é antissimétrica.

Prova: por Inducao

>

>
>
>

v

Provar por indu¢do no tam n de u que uR*v = vR*u, V v # u.
Caso base: n=0 = u=¢. Por definicdo vR*=. (Ok)
H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra u de tam < n.

P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u tem tamanho n,
v # u e uR*v, entdo v.R*u.

Sejam up e v as letras iniciais de u e v e sejam v’ e v/ as palavras
que restam de u e v retirando-se estas letras iniciais.

» Por definicdo (u1 # vi AurRvi) V (11 = v AU'R*Y').

v

Se uy # vi, entdo uy Rvi = viRuy = vR*u, pois R é antissimétrica.
Se u; = vy, entdo V'R*V = VIRV — vR*u.



Ordens Parciais - Exercicio 7.13

Exercicio 7.13:
Seja R uma relagdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R é transitiva.

Prova: por Inducao
» Provar por indugdo no tam n de u que uR*v A vR*w = uR*w.
» Caso base: n=0 = u =¢. Por definigdo uR*w. (Ok).
» H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra v de tam < n.
>

P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u tem tamanho n,
uR*v e vR*w, entdo uR*w.

v

Sejam w1, vi e wy as letras iniciais de u, v e w e sejam v/, v/ e w'
as palavras que restam de u, v e w retirando-se estas letras iniciais.

Se u; # wyq, entdo u3 Rwy e portanto uR*w (OK)
Suponha ent3o u; = wy. Portanto vi = u;.
Logo v'R*v' e v'R*w'. Por H.I: v'R*w’ (pois v’ tem tam. n-1)

vvyVvyy

Pela definicdo recursiva de R*, temos: uR*w.



Ordens Parciais - Exercicio 7.14

Exercicio 7.14:
Seja R uma relagao de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R ¢é total se e s6 se R ¢é total.

Prova (ida)

» Contrapositiva: (P — Q) <= (-Q — —P)

» Suponha que R n3o é total.

> Entdo existem letras a, b € A tais que aRb e bRa.
» Portanto as palavras a, b € A* de uma letra apenas
>
>

também satisfazem aR*b e hR*a.
Logo R* ndo é total.



Ordens Parciais - Exercicio 7.14

Exercicio 7.14:
Seja R uma relacdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a

ordem lexicografica R* induzida por R é total se e s6 se R é total.

Prova (volta): por Indugido

» Palavras distintas u, v € A* com tam. u < tam. v.
Provar por indugdo no tam n de u que uR*v V vR*u.

>

» Caso base: n=0 = u=c¢. Logo uR*v, por definicdo. (Ok)
» H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra v de tam < n.
>

P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u tem tamanho n,
entdo uR*v ou vR*u para todo v € A*.

» Sejam u; e vq as letras iniciais de u e v e sejam v’ e v/ as palavras
que restam de u e v retirando-se estas letras iniciais.

> u; #vi = uRvy V viRuy (pois R total) = uR*v V vR*w.

v

Portanto suponha u; = vi. Logo pela H.l.: v'R*v' v V' R*u'.

» Logo, por definicdo, uR*v V vR*u.



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.15

Exercicio 7.15:
Seja A o conjunto dos inteiros entre 1 e 20, inclusive. Seja R a relac3o

sobre A tal que xRy se e somente se x divide y. Construa o diagrama de
Hasse de R.
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10. 4 90 @ .69
§ <18 12
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. 2 45 30@ o
5 ;
o 60 @ o 10 . o,
1 12 15 o .
20 L4
30e ( Ny ®
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15T < I o Divisores de 180
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5

Divisores de 60



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.15

Exercicio 7.15:
Seja A o conjunto dos inteiros entre 1 e 20, inclusive. Seja R a relacdo

sobre A tal que xRy se e somente se x divide y. Construa o diagrama de

Hasse de R.

Todos os inteiros de 1a 20 _16'.

15

* 0
©




Diagrama de Hasse - Exercicio 7.16

Exercicio 7.16:

Uma subpalavra de uma palavra x é uma sequéncia de letras que
aparecem em posi¢des consecutivas em x, na mesma ordem. Por
exemplo, ‘nan’ é uma subpalavra de ‘banana’, mas ‘bn’' e ‘nab’ n3o sdo.
Seja A o conjunto de todas as subpalavras de ‘banana’ e seja '’ a
relacdo sobre A tal que x C y se e somente se x é subpalavra de y.

(a) Prove que ‘" é uma relagdo de ordem.

Solucdo:
» ‘' é reflexiva, pois toda palavra é subpalavra de si mesma.
> ‘' é antissimétrica, pois, se x C y (x é subpalavra de y) e x £ y,
ent3o y é maior que x e portanto y n3o pode ser subpalavra de x
(yzx).
> ‘[’ é transitiva, pois, se x C y e y C z, entdo x é subpalavrade y e
y é subpalavra de z, e portanto x é subpalavra de z (x C z).



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.16
(b) Construa o diagrama de Hasse de ‘C'.

anana

/N

banan anana

NS

bana anan ana
S >

ban ana nan
Ja \\\\\\\'a ;::><::; na
L\a><n



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.16

(b") Construa o diagrama de Hasse de ‘' sobre as subpalavras de
“comida”.

comida

/\

comid omida

/NN

comi omid mida

/NN

com omi mid ida

VAVAVAVYAN
/\/\/\/\/\



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.17

Exercicio 7.17:
Descreva o diagrama de Hasse de uma ordem total sobre um conjunto
finito A.

Solucdo:
A = {1,2,3,4,5}. Relacdo '<’ sobre A
Conclusao: O diagrama de Hasse de uma Ordem Total é uma linha reta.




Minimos e Maximos - Exercicio 7.20

Exercicio 7.20:
Prove que todo conjunto ordenado tem no méximo um elemento minimo
e um elemento maximo.

Solugdo:
» Provar por contradi¢cao que ndo pode haver 2 minimos.
Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto A qualquer.

Suponha que existam dois minimos a e b distintos em A.

>

>

» Pela definicio de minimo: Vx € A: aRx e bRx.

» Portanto aRb e bRa. Contradigdo, pois R é antissimétrica.
| 4

Argumento andlogo para o maximo.



Minimos e Maximos - Exercicio 7.21

Exercicio 7.21:
Prove que um conjunto finito B n3o vazio totalmente ordenado tem
exatamente um elemento minimo e um elemento maximo.

Solugdo: por inducao

>

vvyyvyy

vvyVvyVvVyy

Seja R uma relagdo de ordem total sobre o conjunto B.

Vamos provar por indu¢do no tamanho n de B.

Caso base: n=1 = o (inico elemento de B é minimo. (Ok)
H.I: Fixe n > 1 e assuma valer para todo conjunto de tamanho < n.

P.I: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se B tem tamanho n,
entdo B tem elemento minimo sob a relacdo R.

Seja b € B. Por H.l., B — {b} tem elemento minimo m sob R.
R é total = mRb ou bRm. Se mRb, entdo m é minimo de B.
Suponha entdo bRm. Como ¥ x € B — {b} : mRx,

entdo V x € B — {b} : bRx por transitividade.

Como bRb (pois R é reflexiva em B), entdo b é minimo em B sob R.



Notacdo a <gi b para uma relacdo de ordem R

Notacao <g
Dada uma relacao de ordem parcial R, existem trés modos de
representar pares de R:

» (a,b) € R;ou
» aRb; ou
> 3 SR b.

Muitas vezes, dizemos que <g é a prépria relagao de ordem.

Exemplo:
» Reflexiva em A: x <g x, Vx € A.
> Antissimétrica: Se x <g y e x # y, entdo yZLrx.
» Antissimétrica: Se x <gy ey <g x, entdo x = y .

» Transitiva: Se x <g y e y <g z, entdo x <g z.



Notacoes <g, >r, <r € >r

[eN

> <gr
>R

a propria relacdo de ordem R

[eN

> a relacdo de ordem inversa R~ de R
> < é arelagdo de ordem estrita associada a R
>

>r é a relacdo de ordem estrita associada a R™*

Definicoes:
> x >r y se e somente se y <g X.
> x <gpyseesomentesex<gpyex#y.
> x >pyseesomentesex >gpyex#£y.
> R é total se e somente se x <g y ou x >g y, Vx,y.

Exemplo: R relacdo de continéncia C
» < é a propria relacdo de ordem C.
>R

[N

> a relagdo de ordem D.
> < é arelagdo de ordem estrita
>

c.
>R € a relagdo de ordem estrita 2



Exercicio 7.23:
Encontre um conjunto A e uma relagdo de ordem R sobre A tal que
existe um Unico elemento minimal em A sob R, mas que n~ao é minimo.

Solugdo:
Conjunto A = Z U {«a}. Relagdo R sobre A tal que x <z y se e somente
sexeyestioemZ,oux=aeyecZey>0,oux=y=aq.

coe {000 oee
O



Minimais e Maximais - Exercicio 7.24

Exercicio 7.24:

Prove que um conjunto finito ordenado nao vazio tem pelo menos um
elemento minimal e um elemento maximal.

Solucdo: por inducdo

>
>
>

vy

vvyyvyy

Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto finito B.
Vamos provar por indu¢do no tamanho n de B.

Caso base: n=1 = o Unico elemento de B é minimal e
maximal. (Ok)

H.I: Fixe n > 1 e assuma valer para todo conjunto de tamanho < n.

P.I: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se B tem tamanho n,
entdo B tem elemento minimal e maxinal sob a relacdo R.

Seja b€ B. Por H.I,, B — {b} tem minimal m e maximal M sob R.
Por definicdo, Vx € B — {b} : x€rm e MZgx.

Se bZrm = m é minimal em B. Se b <g m = b é minimal em B.
Se MZgrb = M é maximal em B. Se M <g b = b é maximal em B.



