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Prefacio

Objetivos e escopo. Este livro pretende ser um texto introdutdrio a algumas dreas da matemadtica
discreta que sdo de especial importancia para cursos de computacdo, ao nivel de graduagdo e de
mestrado.

Excluimos do escopo deste livro os fundamentos da matemdtica do continuo — calculo dife-
rencial e integral, equacdes diferenciais e integrais, dlgebra linear, e geometria analitica — pois
acreditamos que um bom curriculo, para os cursos de computacdo, deve cobrir esses assuntos
através de vadrias disciplinas especificas, ainda nos primeiros anos de graduacdo. Pela mesma
razdo, excluimos cdlculo numérico, e limitamos nossa exposi¢do de probabilidade e estatistica
aos conceitos fundamentais. Ainda pela mesma razdo, evitamos completamente a drea de algorit-
mos, computabilidade e complexidade, bem como assuntos especificos (e quase obrigatdrios) de
curriculos de computagdo, como programacao inteira, autdmatos e linguagens formais.

Na verdade, cada um dos capitulos deste livro poderia ser coberto por uma disciplina separada
do curriculo de computag@o. Este livro deve ser visto, em primeiro lugar, como um * curso de
alfabetizacdo”, que procura ensinar as defini¢des e conceitos essenciais para comunicacao técnica
em teoria da computacao.

Para atingir esse objetivo, tivemos que sacrificar a profundidade pela abrangéncia. Em um
livro ou artigo sobre um assunto especifico, € normal o autor escolher um conjunto de defini¢des
e notacdes, € usd-las consistentemente na obra toda, ignorando as outras escolhas possiveis. Mas
esta atitude ndo seria adequada para este livro. Assim, por exemplo, dedicamos um bom espaco
as multiplas definicdes incompativeis de conceitos fundamentais, como “niimero natural” (inclui
ou ndo o zero?), “fun¢do”, “grafo”, e muitas outras, e as variagdes de notagao que os estudantes
podem vir a encontrar na literatura. S6 depois dessas discussoes € que adotamos uma defini¢do ou
notagdo especifica, para uso no resto do livro.

Por outro lado, ndo nos preocupamos em enunciar, muito menos provar, os teoremas que sao
considerados fundamentais dessas dreas — exceto a titulo de exemplo de uso dos conceitos. As-
sim, nosso tratamento de grafos (capitulo 13) ndo pretende substituir disciplinas de teoria dos
grafos, onde esses resultados devem ser cobertos em detalhe. Seu objetivo é apenas dar ao estu-
dante familiaridade com os conceitos e vocabuldrio da drea — para facilitar seu acompanhamento
dessas disciplinas, e para que ele consiga entender e usar a linguagem de grafos em outras dreas da
computacdo. O mesmo vale para todos os outros capitulos.

Logica matematica. Professores das disciplinas dos cursos de computagdo, com contetdo teérico,
frequentemente observam a grande dificuldade que seus alunos tem em formalizar seu raciocinio.
A raiz desse problema € a dificuldade que muitos alunos tem em perceber a diferenca entre uma
prova rigorosa e uma cole¢do de frases aleatdrias e inconclusivas, mesmo que com vocabulério
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matematico, que termina com a conclusao esperada.

Acontece que essa ndo é uma habilidade nata. Seu apredizado requer, além de anos de prética,
o conhecimento dos fundamentos da 16gica. Embora as demonstracdes que se encontram na litera-
tura (e que os professores esperam que os alunos produzam) quase nunca sao formais — sequéncias
de férmulas 16gicas, encadeadas por aplicacdes de regras de inferéncia — o que caracteriza uma
prova rigorosa € o fato de que ela pode ser formalizada. Assim, a 16gica é o esqueleto invisivel que
sustenta e caracteriza uma demonstracao valida.

Por esse motivo, optamos por iniciar nosso livro com uma exposi¢ao da l6gica matemaética, nas
suas duas formulagGes cldssicas — a teoria de conjuntos, por um lado, e a 16gica proposicional e
célculo de predicados, pelo outro. Estamos supondo que os leitores deste livro jd tiveram contato
com o conceito de conjuntos, gragas a disciplinas anteriores; portanto niao julgamos necessario
dedicar mais que algumas péaginas a esse assunto. Os leitores interessados numa abordagem mais
profunda podem consultar por exemplo o livro de Halmos [?]. Por outro lado, acreditamos que
poucos leitores conhecem o cédlculo de proposicdes e predicados (apesar do uso de operacdes bo-
oleanas em programacio), € 0s conceitos de axiomas, teoremas, € demonstracdes formais. Por
essa razdo, dedicamos trés capitulos inteiros (3, 4 e 5) a esses topicos — sendo que o dltimo é
inteiramente dedicado a técnicas de prova por indugao.

Relacoes e funcoes. Outro topico ao qual resolvemos dedicar bastante espaco € o conceito de
relacdo. Relacdes sdo muito usadas em todas as areas tedricas e praticas da computacgao, incluindo
autdmatos e circuitos 16gicos, estruturas e bancos de dados, redes e comunicagdes digitais, etc..

Figura 1: Debate académico sobre defini¢ao de fungdes.
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Na literatura ha duas principais abordagens para este conceito. Segundo uma abordagem, uma
relacdo entre dois conjuntos € uma tripla (A, B, R) onde A e B sdo conjuntos, e R € um subconjunto
do produto cartesiano A X B. Na outra abordagem, uma relacio entre A e B € apenas um sub-
conjunto de A X B. Esta diferenga tem inumeras repercussdes em conceitos derivados, e inclusive
na linguagem. Por exemplo, na primeira abordagem a relagdo tem um dominio “nominal” (A),
que € distinto de seu dominio “efetivo” (os elementos de A que aparecem no lado esquerdo de
pares de R). Na segunda abordagem, pelo contrdrio, existe apenas o dominio efetivo. A mesma
observacao vale para o contra-dominio. Na primeira abordagem existem infinitas relagdes vazias
(com R = 0), enquanto que na segunda sé existe uma. Na primeira abordagem podemos dizer que
uma relacio € sobrejetora ou bijetora, enquanto que na segunda temos que especificar os conjuntos
e dizer “sobrejetora em B” e “bijetora entre A e B”.

Cada abordagem tem suas vantagens e desvantagens. Constatamos inclusive que muitos livros
textos sdo inconsistentes neste ponto, e adotam ora uma deﬁnigéo, ora outra, conforme as con-
veniéncias do momento. Debatemos muito qual destas duas abordagens deveriamos adotar para os
capitulos seguintes (veja a figura 1.), e por fim resolvemos adotar a segunda (conjunto de pares,
sem dominio e contra-dominio).

Enfrentamos um dilema semelhante na se¢ao sobre relagdes de ordem, pois para esse conceito
também hd vdrias escolhas incompativeis (ou mesmo ildgicas) de nomenclatura. Por exemplo, os
termos “ordem parcial” e “ordem total” ndo sdo mutuamente exclusivos (como se esperaria pelo
diciondrio), mas um inclui o outro. E “relacdo de ordem estrita” ndo € um caso particular de relacao
de ordem, mas um conceito praticamente disjunto (uma é reflexiva e a outra € irreflexiva). Além
disso, os termos “‘elemento minimo” e “elemento maximo” sdo enganosos quando sdo aplicados
a relagdo “>” (ou a outras relacdes sobre nimeros que nao “<”). Mas ndo cabe a este livro pro-
por nomenclaturas mais consistentes; tudo o que podemos fazer € alertar o estudante para essas
armadilhas.

Somatdrias e produtérias. Dentro dos objetivos deste livro, nosso tratamento de somatérias e
produtdrias (capitulo 9) d4 mais énfase a “linguagem” do que a resultados avangados da teoria.
Assim, tomamos cuidado de expor o leitor as vdrias convengdes da notacdo, € procuramos ensinar
as principais técnicas de manipulacdo de somatdrias (como troca de indices e mudanca de ordem
de soma). Por outro lado, também procuramos desenvolver a intui¢ao dos estudantes, apontando
as analogias entre somatodrias e integrais (que eles supostamente conhecem de célculos diferenciais
e integrais anteriores).

Sequéncias e recorréncias. Procuramos seguir a mesma filosofia no capitulo 10, que trata de
sequéncias definidas por recorréncias. Além de apresentar a linguagem, enfatizamos a técnica geral
de resolucgdo de recorréncias lineares homogéneas, que resolve muitos dos problemas encontrados
em computagdo.

Contagem. A andlise combinatoria € fundamental tanto para a andlise de algoritmos quanto para
inlimeras areas praticas, e deveria merecer uma disciplina a parte. Neste livro nos limitamos a rever
os conceitos de permutagdes, arranjos € combinagdes, e o teorema da inclusdo e exclusdo. Embora
esses assuntos sejam oficialmente vistos no ensino fundamental e médio, consideramos oportuno
rever as defini¢des e formulas bdsicas, especialmente a luz dos conceitos de inducgdo e recorréncias
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vistos nos capitulos anteriores. Uma vez que problemas de contagem raramente admitem férmulas
simples e exatas, consideramos oportuno também apresentar a férmula de aproximacao de Stirling
para a fungao fatorial.

Cardinalidade de conjuntos infinitos. A rigor, a teoria das cardinalidades infinitas tem pouca
utilidade pratica em computagdo. Porém, a distin¢do entre infinidades enumerdveis e ndo enu-
merdveis € relevante para a teoria da computacdo. Por exemplo, a existéncia de fun¢gdes ndo com-
putaveis decorre trivialmente da observacdo de que o conjunto de fungdes de N para N (que tem
a mesma cardinalidade que R) € maior que o conjunto de todos os algoritmos (que tem a mesma
cardinalidade que N). Além disso, o argumento de diagonalizacdo usado para provar que R ndo €
enumeravel € usado, por exemplo, na demonstra¢do do teorema de Turing.

Consideramos também que essa drea € um capitulo importante da histéria da matematica, e
portanto € ‘“cultura geral” quase que obrigatdria para quem tem curso superior em ciéncia ou tec-
nologia. Por outro lado, esse assunto nem sempre € visto nas outras disciplinas de matematica dos
curriculos de computacdo. Por essas razdes, optamos por incluir um curto resumo desses conceitos
neste livro (capitulo 14).

Probabilidade. Optamos por incluir neste livro um capitulo sobre nogdes elementares de es-
tatistica e probabilidade pois constatamos que eles sdo essenciais para vdrias disciplinas tedricas e
aplicadas, como andlise de algoritmos, criptografia, redes e servicos distribuidos, sistemas operaci-
onais, compiladores, processamento de imagens, reconhecimento de padrdes, e processamento de
linguagens naturais. A teoria da probabilidade é também a fundacdo da teoria da informacao (in-
cluindo o conceito de bit!) e portanto para a anédlise de sistemas de comunicagdo, digitais ou ndo.
Além disso, a teoria da probabilidade € parte da evolucdo da l6gica matemadtica, o passo seguinte
apo6s o desenvolvimento do célculo de predicados.
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Capitulo 1

Introducao a logica matematica

1.1 Como ter certeza?

Vocé escreveu um programa, ou inventou um algoritmo, para resolver um certo problema. Como
pode vocé se convencer que ele funciona? Como pode vocé convencer os outros que ele funciona?

Uma maneira de adquirir confianca sobre um algoritmo € testa-lo. Porém, para a maioria dos
algoritmos, € impossivel montar testes que verifiquem absolutamente todos 0s casos possiveis que
podem ocorrer durante sua execucdo. Muitos programadores podem citar exemplos de programas
que funcionaram perfeitamente em todos os testes, mas falharam imediatamente quando usados na
prética.

1.2 A invencao da légica

Essa questdo — como ter certeza que nosso raciocinio € correto, € como transmitir a0s outros essa
certeza — foi estudada pelos gregos séculos antes de Cristo. Eles observaram que uma maneira
de conseguir esse tipo de certeza, e para passar essa certeza a outras pessoas, ¢ comegar por um
conjunto de axiomas, fatos simples que todos concordam que sao verdade; e desenvolver um ra-
ciocinio a partir desses axiomas, usando regras de inferéncia, maneiras de raciocinar que todos
concordam que sdo vélidas. Com isso eles inventaram a logica, que eles consideravam um ramo
da retdrica, a arte de discursar e convencer pessoas.

O filésofo grego Aristételes (384—-322 A.C.), em particular, estudou os chamados silogismos,
raciocinios em que, partindo de duas premissas cuja verdade € aceita, obtém-se uma conclusio
nova que € necessariamente verdadeira. Por exemplo, se acreditamos nas premissas “todos os
homens sdo mortais” e “Socrates € um homem”, entdo temos que acreditar também que “Sécrates
€ mortal.”. Ou entdo, se acreditamos que “nenhum mamifero tem penas”, e que “morcegos sao
mamiferos”, entdo temos que acreditar que ‘“morcegos nao tem penas’.

1.3 Euclides e demonstracoes geométricas

Enquanto isso, os arquitetos e engenheiros gregos tinham preocupagdes semelhantes em relacdo
aos “algoritmos geométricos” — construcdes com régua e compasso — que eles usavam em seus
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projetos. Por exemplo, a receita da figura 1.1 supostamente constr6i um pentdgono com todos os
lados e angulos iguais.

(U

diaVdR

N

NN
CINCIN
LI K
NN
NS

Figura 1.1: Construcao de um pentagono regular.

Como podemos ter certeza de que essa constru¢do realmente faz isso? Podemos efetud-la numa
folha de papel e medir os angulos; mas tanto os passos da constru¢do quanto a medida final tem
sempre pequenos erros, e portanto esse teste ndo vai dizer se a constru¢do é matematicamente
correta ou apenas aproximada. Se as diferengas entre os angulos sdo despreziveis no papel, serd
que serdo despreziveis quando esse algoritmo for usado na constru¢do de um anfiteatro?

O primeiro a descrever um sistema l6gico completo para a geometria da época foi o gedmetra
grego Euclides (que viveu por volta do século III antes de Cristo), no seu livro Elementos de
Geometria [?]. Euclides comecou enumerando dez axiomas sobre conceitos geométricos (pontos,
retas, circulos, distancias, angulos), como por exemplo

e Por dois pontos distintos do plano passa uma tinica reta.
e Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente nos dois sentidos.
e FE possivel contruir um circulo com quaisquer centro e raio dados.

e Todos os dngulos retos sdo iguais.

Em seguida Euclides mostrou centenas de outras afirmagdes (teoremas) que decorrem desses
axiomas, como por exemplo

o Se um triangulo tem os trés lados iguais, ele tem os trés angulos iguais.
e Duas retas que sdo perpendiculares a uma terceira sdo paralelas entre si.

e Num triangulo retangulo, o quadrado do maior lado é a soma dos quadrados dos outros
dois lados.
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Muitos desses teoremas sdo afirmacdes de que certas construcdes geométricas, como a da fi-
gura 1.1, produzem o resultado desejado. Principalmente, para cada teorema, ele também escreveu
uma prova ou demonstra¢do — uma sequéncia de passos 16gicos que, comecando com os axiomas
e teoremas ja provados, convence qualquer leitor de que o novo teorema € verdadeiro.

1.4 Algebra

A légica de Euclides e outros fil6sofos gregos foi extensamente usada por mais de dois mil anos.
Entretanto, por muitos séculos o hdbito de provar as afirmacdes foi limitado apenas a geometria.
Embora os gregos conhecessem muitas propriedades de nimeros (por exemplo, os conceitos de
divisor comum e nimero primo), para demonstrar tais propriedades eles geralmente convertiam
0s nimeros em comprimentos de retas, e usavam a linguagem da geometria. Esse € o caso, por
exemplo, do algoritmo de Euclides para calcular o maximo divisor comum de dois nimeros — que
¢ considerado por muitos 0 mais antigo algoritmo ndo trivial. Na descri¢ao original de Euclides, o
problema € dividir dois segmentos de reta dados em partes iguais e de maior tamanho possivel.

Na iddde média, entretanto, o matematico drabe Al-Khowarizmi inventou a dlgebra, outra
maneira de provar afirmagdes sobre nimeros e convencer pessoas de que uma dada sequéncia de
operacgdes aritméticas alcanca o resultado desejado. Na dlgebra, os nimeros sdo representados
abstratamente por letras, e as operacdes ou afirmacgdes sobre esses nimeros sdo indicadas com
simbolos como ‘+’ ou ‘>’. A dlgebra também fornece algumas férmulas, como A+ B =B+ Ae
AX(B+C) = (AXB)+(AXxC), que representam afirmacdes que sdo sempre verdadeiras, quaiquer
que sejam os nimeros que vierem a substituir as varidveis. A dlgebra também fornece certas regras
fundamentais que permitem transformar uma férmula em outra férmula equivalente, ou combinar
férmulas corretas para produzir novas férmulas corretas. Por exemplo, se sabemos que A > B e
B > C podemos concluir com certeza que A > C.

1.5 As linguagens da l6gica matematica

Como resultado desse desenvolvimento histdrico, dispomos hoje de dois principais sistemas de
notacdo, ou linguagens formais, para expressar raciocinios légicos de maneira matematicamente
clara, sucinta, e, principalmente, livre de ambiguidades. Estas linguagens sdo a teoria de conjuntos
e o cdlculo de predicados.

A légica classica somente lida com afirmacdes que sdao verdadeiras ou falsas. Essa carac-
teristica praticamente restringe o uso da légica para afirmag¢des matematicas. Mas no século 16 e
17 mateméticos comegaram a estudar o cdlculo de chances em jogos de azar (dados, roletas, loteria,
etc.). No inico do século 20 estas investigacdes haviam evoluido para a teoria da probabilidade,
que permite expressar nosso grau de confianga a respeito de afirmagdes incertas, e raciocinar com
precisdo sobre elas; e para a estatistica, um conjunto de técnicas para analisar dados experimentais
que supostamente confirmam ou refutam tais afirmagdes.

Em meados do século XX, motivada pela expansao do radio, telefone e outros meios eletronicos
de comunicagdo, a teoria da probabilidade por sua vez deu origem a feoria da informagdo, que
permite determinar, por exemplo, a capacidade real de canais de comunicagdo na presenca de
distdrbios aleatérios no sinal recebido. Finalmente, com o surgimento do computador digital, sur-
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giram disciplinas matematicas especificas para raciocinar precisamente com programas e estruturas
de dados, incluindo andlise de algoritmos, teoria da computabilidade e complexidade de funcoes,

criptografia digital, e muitas outras.



Capitulo 2

Teoria dos Conjuntos

Acreditamos que o leitor ja teve contato com os conceitos bdsicos da teoria dos conjuntos,
como elemento, unido, intersecgdo, etc.. Nesta se¢d0 vamos revisar esses conceitos.

Embora seja possivel desenvolver a teoria de conjuntos de maneira axiomadtica, como foi feito
por Georg Cantor (1845-1918) e Ernest Zermelo (1871-1953), a abordagem informal apresentada
¢ suficiente para nossos propositos.

Um conjunto é um conceito primitivo, que informalmente pode ser entendido como uma
cole¢do ndo ordenada de entidades distintas, chamadas de elementos do conjunto.

Dizemos i ue um elemento x pertence a um conjunto A se x é um el A. Denotamos

este fato porjx € A.fPara denogtar que x ndo pertence a A, ou seja, que x ndo € um elemento do
conjunto A, escrevemosix ¢ A.

Se x pertence a um conjunto A, diz-se também que A fem (ou possui) x, e escreve-se A 3 x. A
negacdo desta afirmagao (A ndo tem ou_ndo possui x) € denotada por A 3 x. Nio é correto dizer

que A “contém” x, pois este termo € usado em matematica com um sentido bem diferente (veja a
secdo 2.4)

&M
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2.1 Especificando conjuntos

Podemos especificar um conjunto de diversas formas. Se u njunto tem poucos elementos,
podemos listd-los, um a um, em qualquer ordem,jentre chaves ‘{}’.JPor exemplo, o conjunto cujos

elementos sdo os nimeros inteiros 2, 3 e 5 pode ser escrito {2, 3,5}. Assim, por exemplo, temos
que 3 € {2,3,5}, mas 4 ¢ {2, 3,5}. I

Outra maneira de especificar um conjunto € através das propriedades de seus elementos. Para
onde a € uma varidvel arbitrdria e P(a) uma aﬁrmagﬁo ma-
tematlca que depende do valg, Por exemplo,

¢ outra maneira de definir o conjunto {—4, -3,-2, 1,0, +1,+2, +3, +4}.
Existem alguns conjuntos de nimeros que sao muito usados em matematica, € tem notacoes

convencionais bem estabelecidas: Q .. }
B (L..-|-2.|"'1|0|'\| !

e 0 conjunto dos numeros inteiros Z,

e 0 conjunto dos nimeros naturaisN = {x: x € Ze x>0}, % O I-A | -}

e 0 conjunto dos nimeros racionais Q = { d:a,beZeb+# ()

i e 0 conjunto dos niimeros reais R.
Exercicio 2.1: Escreva explicitamente os elementos dos seguintes conjuntos:

l.A:{x:xEZex2—2x+1S0}.
2. A={x:x€Z, 2<x<206xepr1m0 ={2,3,57, 11, 13,17,19)

3. A={x:xeRex?-2x=0 {0,1}

2.1.1 Definicoes circulares e contraditorias

A definicdo de um conjunto pode usar outros conjuntos, como por exemplo “seja X o conjunto
de todos os elementos que estdo no conjunto ¥ mas ndo no conjunto Z”. Porém, deve-se tomar
cuidado para evitar definicdes circulares, que podem nao ter sentido. Um exemplo cléssico € a
definicdo “seja X o conjunto de todos os elementos que ndo pertencem a X°. Esta “definicdo” ndo
faz sentido pois diz que um elemento que estd em X ndo estd em X, e vice-versa.

Este contra-exemplo teve um papel muito importante no desenvolvimento da teoria de con-
juntos. Ele é conhecido pelo nome Paradoxo de Russel, por ter sido observado pelo matematico
inglés Bertrand Russel (1872—-1970). Ele é conhecido também como Paradoxo do Barbeiro, pois
foi exemplificado com uma anedota em que o barbeiro de um quartel recebeu a ordem de fazer a
barba de todos os que ndo fizessem sua propria barba, e apenas esses — deixando o barbeiro na
davida sobre o que ele deveria fazer com a sua.

Por outro lado, ha defini¢des circulares de conjuntos que sao perfeitamente validas. Por exem-
plo, considere o conjunto de inteiros X que possui o inteiro 1, ndo possui o inteiro 0, possui x + 2
e x — 2 qualquer que seja o elemento x de X. Pode-se verificar que o tinico conjunto X com estas
propriedades € o conjunto dos inteiros impares. Para entender porque esta defini¢do é valida vamos
precisar do conceito de indu¢do matematica, que serd visto no capitulo 5.

‘- <
a fa € um nimero 1nte1rc& _52g<5) = {CLE ﬂ 5<°h

)



PARADOXO DE RUSSEL

}Seja U o conjunto de todos os conjuntos.
Dizemos que um conjunto é Normal se ndo é elemento de si mesmo.
Seja N o conjunto de todos os conjuntos que s&o normais.

O conjunto N é normal?

Se SIM, entao N deveria ser elemento de N, mas ai N ndo seria normal.

Se NAO, entdo N nao deveria ser elemento de N, mas ai N seria normal.

PARADOXO

O quer podemos concluir desse paradoxo?
Se existe um conjunto U de todos os conjuntos, entdo podemos obter

um conjunto N com os conjuntos de U que tem a propriedade de ser normais.
E dai chegamos no paradoxo acima.

Conclusao:]Nao existe um conjunto N como acima e portanto Teoria Axiomatica

também no existe um conjunto U de todos os conjuntos dos Conjuntos

conjunto conjuntos que

possui nao se possuem
PARADOXO DO BARBEIRO: /I /?) / P

Em uma cidade, existe um barbeiro que barbeia todos que nao se barbeiam e somente esses.
Quem barbeia o barbeiro?

Se o barbeiro se barbeia, entdo o barbeiro ndo barbeia a si mesmo.

Se o barbeiro ndo se barbeia, entdo o barbeiro deve barbear a si mesmo.
PARADOXO.

O que podemos concluir do paradoxo do Barbeiro?
Tal barbeiro ndo existe, pois se existisse, teriamos um paradoxo.
Logo tal cidade nao existe tambeém.

Paradoxos obtidos por defini¢des circulares, auto-referentes.
Matematicos importantes, como Cantor, Godel e Turing,
conseguiram revolucionar a Matematica e a Computagao
usando argumentos como esses.

Cantor provou que o conjunto dos reais é "mais infinito" que o conjunto do naturais.
Godel provou que existem proposi¢coes na Aritmética

gue nao podem ser provadas verdadeiras ou falsas.
Turing provou que existem problemas computacionais

gue nao podem ser resolvidos por um computador.
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2.2 Igualdade de conjuntos

Por defini¢do, um conjunto A ¢ igual a um conjunto B|se, e somente se,|todo elemento de A é
elemento de B,_gtodo elemento de B € elemento de A. Esta condicdo, denotada por A = B,
significa que A, B sd30 0 mesmo conjunto.
Dito de outra forma, dois conjuntos A e B sdo diferentes|(A # B) se, e somente sejexiste um
elemento de A que ndo pertence a B,um elemento de B que nao pertence a A.
Observe que, como os conjuntos nao sdo ordenados, o conjunto {1,2, 3} € igual ao conjunto
{3,2,1}.

2.3 Conjunto vazio ( 525 )

E possivel definir conjuntos sem elementos. Dizemos que tal conjunto é vazio. Por exemplo,
considere o conjunto A = {x: x€ Rex=x+1}. Todos os conjuntos vazios sdo iguais; ou seja

existe um unico conjunto vazio, que é geralmente denotado por ‘({)/
/

2.4 Relagio de inclusio (g )

Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A é um subconjunto de B se, e somente se, todo elemento
de A é um elemento de B. Neste caso, dizemos também que A estd contido em B, ou que B contém
A. Denotamos esta condicdo por A C Bou B 2 A. T

Se existe um elemento de A que ndo pertence a B, entdo A nio é subconjunto de B, e escrevemos
A ¢ B. De acordo com esta definicdo, todo conjunto estd contido em si proprio e contém o conjunto
“vazio; ou sejaJ A C A e () C A, para qualquer conjunto A.

Se A € Bmas A # B, dizemos que A é um sub-conjunto proprio de B, que denotamos por
A C Bou B D A. Analogamente, A ¢ B significa que A ndo é um subconjunto proprio de B.

2.5 Cardinalidade

Informalmente, dizemos que um conjunto A € finito se ele tem um nimero finito n € N de ele-
mentos. Este nimero é a cardinalidade de A, denotada por |A| ou #A. Observe que |[A] = 0 se e
somente se A = 0.
Dizemos que um conjunto é infinito se ele ndo € finito. Os conjuntos N, Z, Q, e R sdo infinitos.
Conjuntos infinitos ndo podem ter seus elementos listados explicitamente. Informalmente, é
comum usar ‘...’ nesses casos, por exemplo

L ? para conjuntos enumeraveis, como N e Z.

e N=1{0,1,2,...}
O conjunto R dos reais ndo é enumeravel (Georg Cantor).

o Z={...,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,.. }

Entretanto, esta notacao deve ser evitada pois pode ser ambigua. Por exemplo, o que € o conjunto
{2,3,5,7,...}?
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2.6 Operacoes com conjuntos

Para os préximos conceitos sejam A e B dois conjuntos.

2.6.1 Uniao e intersecao U| ﬂ

A unido de A e B, denotada por AU B, é o conjunto de todos os elementos que estdo em pelo menos
um dos conjuntos, A ou B.

Exemplo 2.1: Se A = {1,2,3}e B=1{2,3,4,5}entio AU B ={1,2,3,4,5}.

A intersec¢do de A e B, denotada por A N B, é o conjunto de todos os elementos que estdo em
ambos os conjuntos, A e B.

Exemplo 2.2: Se A = {1,2,3}e B={2,3,4,5}entdio AN B = {2, 3}.

Se A N B = @ dizemos que os conjuntos A e B sdo disjuntos.

n = "A
2.6.2 Diferenca, universo, e complemento P\ - Br U ! P\ \}'

A diferenca de A e B é o conjunto de todos os elementos de A que ndo estdao em B. Este conjunto
¢ também chamado A menos B, ou o complemento de B em A, e é denotado por A — Bou A \ B.

Em certos casos, € conveniente supor que todos os elementos de todos os conjuntos que nos
interessam pertencem a um conjunto universal ou universo, que denotaremos por U. Se A é o ‘ ]
conjunto universo U, entdo U — B € chamado o complemento de B e denotado por B ou B°.

Observe que se A C Bentdo AU B = B, ANB=AeBCA.
Exercicio 2.2: Dé exemplosem que (AUB)—-B=Ae(AUB)-B+ A

[

Exercicio 2.3: SejamU = (n€N:0<n<9),A = {1,2,3,4), -
BX:I‘{CJICCIEOR T(x _6112;1(1; [—I 3)} = %}i\?e C : { n<€ N :Anél—mmr}._Calcule: % - {ﬁ' l3}
cavs= A :1'5. 3 EI—:I'}
can@uo. = ANQ= CU{?'LI} o = !
c-a=4 53,9, }

A cardinalidadé de A de Be de €' Y3, BC A

AuC. BCC‘_

Exercicio 2.4: Sejam A e B dois conjuntos finitos quaisquer. Encontre uma férmula matematica
que relaciona |A|, |B|, |[AN Bl e |A U B|.

2.6.3 Diferenca simétrica

Outra operagao entre conjuntos € a diferenca simétrica, denotada por A @ B ou A A B, que consiste
de todos os elementos que estdo em exatamente em um dos dois conjuntos. Isto €,

AABz(A\B)U(B\A)ZAUB - AnB 2.1

Exercicio 2.5: Se A A B = A o que se pode dizer dos conjuntos A e B?

N A-BA . B-Asgh = ANB =G

=B = @)




AyB={ceV: (=eviEB )

AN R ={xe J: [T €A)A (acee)}
A-B=txeJ: (IeF\ 4?@}
— IEB}

A={xev: (x&A}
AAB = {tce'\fl xen)® IEB-)E

———

ACH @\:dxe“\} (1EAJ—>(LQ B}\

E & ]‘d-xe U: (IQA)‘—) (xeB)\
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2.6.4 Diagrama de Venn

A figura 2.1 mostra uma representagdo grafica das operagdes de conjuntos:

S
>

A\ B B\ A

-
®

AAB AC

Figura 2.1: Operagdes com conjuntos.
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Esta representacao grafica para conjuntos é chamada de diagrama de Venn, por ter sido introduzida

pelo matemdtico inglé€s John Venn (1834-1923).

2.6.5 Propriedades das operacoes com conjuntos

A seguir listaremos algumas propriedades que sdo satisfeitas pelas operagoes coﬁl coanJntOE; <

o Comutatividade:

- AUB=BUA.
- ANB=BNA.

o, = ’J(QA

e
C

b

. .o

avb & bva
AN bAS-

e Associatividade:

-AUBUC)=AUB)UC.

-ANnMBNC)=(ANB)NC. Qv C‘OVC'\Q:‘{B (OL\I\'J\VC

N

AN
A AN
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Distributividade:

S C‘oAc) &= (o lo)l\(mc)

A v N

I

—AUBNC)=(AUB)N(AUC).
—ANBUC)=(ANB)UANC). NV

ldempoténcia:

- AUA=A. . Q\@ Qv
-ANA=A. N 'D;d:'ﬁ o
e Leis de De Morgan:
- AUB=ANB. ﬁ(@\_\]\p)% F‘tq/\(\lb)
- ANB=AUB.

— (0_;\1,_—.\ =g (“l‘-"»)\:(”“o)

Estas leis levam o nome do matematico inglés Augustus de Morgan (1806—-1871), mas eram
conhecidas desde a Antiguidade.

Propriedades do complemento:

(o) &

- A=A

-AUA=1U. oLV_WLG# V
~ANA=0. O\A_‘ohﬂ:b‘:
-U=0 =
—0=U. —V D

~F &V

e Propriedades do conjunto universal:
- AUU=U. oy VE V
—ANU=A. a aNE o

e Propriedades do conjunto vazio:
- AU = A. L& WY ‘F’@CL
-ANB=0. A FC:Q F

Exercicio 2.6: Usando diagramas de Venn, verifique que a diferenca simétrica também é uma
operacgdo associativa e comutativa; isto é, que AAB =BAAe(AAB)AC =AA(BAC), para
quaiquer conjuntos A, Be C.

(a+b)tc ab c (at+b)xgc
F ’ F VYV \Y
F FVF \Y
\Y F FV F
\Y F FF F




:[f\dﬁ)ﬂ QI\\)
AUA = {xeu- xeA @ <€ ANA=0
= {XE \J 3C€A @‘1(1690}

(LUBNC = fxeU- EMB @ cely
=i:cEU: (IGAJLEEJ) )
- {xeU: €A © (xep @ €L
=q1x e U: 'JCQA @ € BUCE

=AU (BUO

xEC}
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2.7 Conjuntos de conjuntos
Conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos. Por exemplo, o conjunto
A =10,{2,3},{2,4},{2,4,7}}

€ um conjunto com quatro elementos. Se B € o conjunto {2, 3}, temos que B é elemento de A
(B € A), mas B ndo € sub-conjunto de A (B ¢ A). Note que 0 é elemento de A e também
subconjunto de A, enquanto que {2} ndo € nem uma coisa nem outra.

Em particular, o conjunto A = {0} ndo é vazio, pois ele tem um elemento — o conjunto vazio.
Observe que |A| = 1, enquanto que |0] =

2.8 Conjunto poténcia (Conjunto das Partes) ? (A ) ()

O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A é chamado de conjunto poténcia de A, e

denotado por P(A). p ‘p(? (9 (qﬂ\)
Exemplo 2.3: Se A = {1, 2,3} entdo P(4) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}.{1,3},{2,3},

Observe que se A = () entdo P(A) = {0}, e se A = {0} entdao P(A) = {0, {0}}.
Se A é um conjunto finito, entdo |[P(A)| = 2!, Este fato serd demonstrado no capitulo 5. Por
esta razdo, muitos autores denotam o conjunto poténcia de A por 24.

Exercicio 2.7: Se A e B sao dois conjuntos com o mesmo conjunto poténcia, podemos concluir
que A = B?

?
SIM, se A possui um elemento a¢ B, entéo {a}é?A), mas {a} ¢ S-(B)
Similar caso B possua um elemento b & A.

2.9 Particao

Seja A um conjunto, € P um conjunto cujos elementos s@o sub-conjuntos de A (isto é, P C P(A)).
Dizemos que P € uma particdo de A se os elementos de P sdo ndo vazios, disjuntos dois a dois, €
a unido de todos os elementos de P é A. Nesse caso, cada elemento de P é também chamado de
uma parte ou bloco da parti¢ao.

Exemplo 2.4: Se A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, o conjunto P: { {_’1,’3"' .l B_U} }
P={1,2,5,6,7},{3},{4,8,10},
p=§ gAY, 0 |

Observe que, para qualquer conjunto A, o conjunto {A} é sempre uma particio de A. Além
disso, se B € qualquer subconjunto préprio e ndo vazio de A () € B C A), entdo o conjunto
{B,A \ B} também € uma particao de A.

O conjunto vazio tem apenas uma particdo, que € o proprio conjunto vazio (sem nenhuma
parte).

€ uma particao de A.

Exercicio 2.8: Quais dos conjuntos abaixo sao particdes do conjunto Z dos nimeros inteiros?

a) {P,1} onde P € o conjunto dos pares e I é o conjunto dos impares. |/



26 + - CAPfTULO 2. TEORIA DOS CONJUNTOS
1720}

b) {Z*,Z } onde Z* é o conjunto dos inteiros positivos, € Z~ é o conjunto dos inteiros negativos.x
¢) {Ro,R1,R,} onde, parai = {0, 1,2}, R; € o conjunto dos inteiros que tem resto i na divisdo por \/
3.

d) {A,B,C} onde A é o conjunto dos inteiros menores que —100,! B € o conjunto dos inteiros l/

com valor absoluto menor ou igual a 100[ e C é o conjunto dos inteiros maiores que 100.

e) {Po,P1,Ps,..., Py}, onde P; é o conjunto de todos os inteiros cujo quadrado termina com o
algarismo k. (Por exemplo, Ps = {4,—4,6,-6,14,...}.)

f) {{0}}U{ P, : ke N}, onde P, é o conjunto de todos os inteiros cujo valor absoluto esta entre
2% (inclusive) e 28! (exclusive).

2.10 Produto cartesiano

Indicamos por (a, b) um par ordenado de elementos, no qual a € o primeiro elemento e b é o
segundo elemento. Um par ordenado ndo deve ser confundido com um conjunto de dois elementos,
pois a ordem é importante (por exemplo, o par (10,20) é diferente do par (20, 10)) e os dois
elementos podem ser iguais (como por exemplo no par (10, 10)). Dois pares ordenados (a, b) e

(c,d) sao iguais (sdo 0 mesmo par) se, € somente se,a =ce b =d.
ERe———

2.10.1 Produto cartesiano de dois conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano, denotado porE X BSé o conjunto de todos os
pares ordenados (a,b) com a € A e b € B. Como os pares sdo ordenados, temos que A X B # BX A
(exceto quando A = Bou A =0 ou B = 0).

1 Exercicio 2.9: Quanto elementos tem o conjunto A X B se o conjunto A tem m elementos, € o

conjunto B tem n? (&l b) ™" N 1; M}A

2.10.2 Produto cartesiano de varios conjuntos W\ -

Definimos uma énupla ordenada, ou simplesmente énupla, como sendo uma sequéncia finita de m
elementos (xi, X2, . .., X,). (Sequéncias finitas sdo definidas formalmente na secdo 8.12.) Observe
que, como em um par ordenado, a ordem dos elementos € importante, e pode haver repeticoes.
Assim, por exemplo, as (10, 20, 20), (10, 10, 20) e (20, 10, 20) sdo trés €nuplas diferentes.

Uma énupla com dois elementos pode ser considerada um par ordenado, e é geralmente cha-
mada por esse nome. Para m > 3 usam-se os nomes tripla, quddrupla, quintupla, séxtupla,
séptupla, octupla, etc.. Nao hd um nome especial consagrado quando m = 1. Na escrita usam-se
também as notacoes 2-upla, 3-upla, etc., e m-upla quando m é genérico.

Em particular, uma 1-ulema sequéncia (a;) com apenas um elemento. Note que a 1-upla
(10) ndo € a mesma coisa que o inteiro 10. Hd uma tnica O-upla, a énupla vazia, denotada por ().

O produto cartesiano de m conjuntos Ay, A,,...,A,, denotado por A; X Ay X -+ X A, To
conjunto das m-uplas (a, ay, . ..,a,),coma; € A;parai = 1,2,...,m.
Se todos os conjuntos Ay, A, ..., A, sdo o mesmo conjunto A, o produto € denotado por|A™ k

Por exemplo, se A = {10, 20, 30},
A® =1{(10, 10, 10), (10, 10, 20), (10, 10, 30), (10, 20, 10), ..., (30, 30, 30)}

=8

{V, F}3 = { (VVV) (V,V,F), (V,I.:,\./), ({/,.F,.F), (I.:,.V.,V), iF,V,F),.(F,F.,V), (F.F,F) }
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e A' é o conjunto das 1-uplas {(10), (20), (30)}. Para qualquer conjunto A, A° é o conjunto {()} que
s6 tem a énupla vazia.

2.11 Exercicios

Exercicio 2.10: Seja R, o conjunto dos niimeros reais. Considere os seguintes subconjuntos de R: (universo)

e (a,b) ={x:a< x<b} (intervalo aberto);

[a,b] = {x:a < x < b} (intervalo fechado);

(a,b] ={x:a < x< b} (intervalo fechado a direita),

}
}
}
}

[a,b) ={x:a < x < b} (intervalo fechado a esquerda),

(—0,a)={x:x<a}l,

(—0,a]l={x:x<a}l, I_\
(a,0)={x:a<x}, A- ’a 3
| |
) \
A9

[a,0)={x:a < x},

: L
e (—00,00) =R, L \
Encontre B—
1. [1,31n(2,4). = (2,3]
2. (-0, 2)N[-1,01. =[-1,0] OQ———‘ -
3. (—00,2).0[—1,3]. = [-1,2)
4.[0,10]U 1,111 =[0,11]
5. (0.9) N (=0, 1). = (0,1)
6. [-3.01U(0.3].  =[-3,3]
7. (0,5].

= (-inf, 0] U (5, inf)

Exercicio 2.11: Diagramas de Venn podem ser usados para trés ou mais conjuntos. Um diagrama
de Venn para trés conjuntos A, B e C, por exemplo, precisa dividir o plano em 8 regides, corres-
pondendo a todas as possiveis relacdes (pertence ou ndo pertence) entre um elemento e esses trés
conjuntos. Desenhe tal diagrama e use-o para mostrar as seguintes férmulas:

1. ANBNC. A B a=x&h
2. AUBUC. L= <x€EB
3. (AUB)-C. = >x€C
4. (A—B)U(B-C)U(C - A). a

Exercicio 2.12: Use diagramas de Venn para verificar as seguintes identidades:

a b c (avb)A-c (@A—c)v(bA—c)

LLA-(ANnB)=A-B. VVV V F F VFFFVFF

2. AUBNC)=(AUB) NAUC). VVF vV V. V VVVVVVYV

B (3 @auB-c=@a-0uB-0. VFV vV F F VFFFFFF
VFF V VvV V VVVVFFYV

FVV V F F FFFFVFF

FVF V VvV V FFVVVVYV

FFV F F F FFFFFFF

EEE F F V FEFVFFFEFV
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4. AUB-C)=(AUB)-(C-A).

Exercicio 2.13: Sejam A, B e C trés conjuntos finitos quaiquer. Encontre uma férmula matematica
para |A U BU C| em fungdo de |A|, |B|, |C|,|ANB[,|ANC|,|BNCle|[AnNBNC|.

Exercicio 2.14: Quais dos conjuntos abaixo sdo particdes do conjunto R dos niimeros reais?

z

\/ a) {R*,{0},R7}, onde R* é o conjunto dos nimeros reais positivos e R~ é o conjunto dos
nimeros reais negativos.

\/ b) {I,Q} onde I € o conjunto dos nimeros irracionais € Q é o conjunto dos niimeros racionais.
Y o {lkk+1]:keZ}.

>( d) {kk+1):keZ}.

Ve {kk+1]:keZ)

v/ D {{x+n:neN}:xe0,1)

_ AxBxC :{(oqu,c)}
é _ E:% (A ~ B)xC - { ((‘NIO), C)}
0= e Ay (B4€)={ (o (b)) 3




Capitulo 3

Logica matematica

3.1 Loégica proposicional

3.1.1 Proposicoes e valores logicos

Uma proposigdo € uma sentenca declarativa que ou é verdadeira ou € falsa. Exemplos:

1. O morcego é um mamifero.

29
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2. Rio de Janeiro é a capital do Brasil.

3. Hd 36 macacos no zoologico de Londres.

4. A taxa de juros do