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Prefacio

Objetivos e escopo. Este livro pretende ser um texto introdutdrio a algumas dreas da matemadtica
discreta que sdo de especial importancia para cursos de computacdo, ao nivel de graduagdo e de
mestrado.

Excluimos do escopo deste livro os fundamentos da matemdtica do continuo — calculo dife-
rencial e integral, equacdes diferenciais e integrais, dlgebra linear, e geometria analitica — pois
acreditamos que um bom curriculo, para os cursos de computacdo, deve cobrir esses assuntos
através de vadrias disciplinas especificas, ainda nos primeiros anos de graduacdo. Pela mesma
razdo, excluimos cdlculo numérico, e limitamos nossa exposi¢do de probabilidade e estatistica
aos conceitos fundamentais. Ainda pela mesma razdo, evitamos completamente a drea de algorit-
mos, computabilidade e complexidade, bem como assuntos especificos (e quase obrigatdrios) de
curriculos de computagdo, como programacao inteira, autdmatos e linguagens formais.

Na verdade, cada um dos capitulos deste livro poderia ser coberto por uma disciplina separada
do curriculo de computag@o. Este livro deve ser visto, em primeiro lugar, como um * curso de
alfabetizacdo”, que procura ensinar as defini¢des e conceitos essenciais para comunicacao técnica
em teoria da computacao.

Para atingir esse objetivo, tivemos que sacrificar a profundidade pela abrangéncia. Em um
livro ou artigo sobre um assunto especifico, € normal o autor escolher um conjunto de defini¢des
e notacdes, € usd-las consistentemente na obra toda, ignorando as outras escolhas possiveis. Mas
esta atitude ndo seria adequada para este livro. Assim, por exemplo, dedicamos um bom espaco
as multiplas definicdes incompativeis de conceitos fundamentais, como “niimero natural” (inclui
ou ndo o zero?), “fun¢do”, “grafo”, e muitas outras, e as variagdes de notagao que os estudantes
podem vir a encontrar na literatura. S6 depois dessas discussoes € que adotamos uma defini¢do ou
notagdo especifica, para uso no resto do livro.

Por outro lado, ndo nos preocupamos em enunciar, muito menos provar, os teoremas que sao
considerados fundamentais dessas dreas — exceto a titulo de exemplo de uso dos conceitos. As-
sim, nosso tratamento de grafos (capitulo 13) ndo pretende substituir disciplinas de teoria dos
grafos, onde esses resultados devem ser cobertos em detalhe. Seu objetivo é apenas dar ao estu-
dante familiaridade com os conceitos e vocabuldrio da drea — para facilitar seu acompanhamento
dessas disciplinas, e para que ele consiga entender e usar a linguagem de grafos em outras dreas da
computacdo. O mesmo vale para todos os outros capitulos.

Logica matematica. Professores das disciplinas dos cursos de computagdo, com contetdo teérico,
frequentemente observam a grande dificuldade que seus alunos tem em formalizar seu raciocinio.
A raiz desse problema € a dificuldade que muitos alunos tem em perceber a diferenca entre uma
prova rigorosa e uma cole¢do de frases aleatdrias e inconclusivas, mesmo que com vocabulério

11



12 SUMARIO

matematico, que termina com a conclusao esperada.

Acontece que essa ndo é uma habilidade nata. Seu apredizado requer, além de anos de prética,
o conhecimento dos fundamentos da 16gica. Embora as demonstracdes que se encontram na litera-
tura (e que os professores esperam que os alunos produzam) quase nunca sao formais — sequéncias
de férmulas 16gicas, encadeadas por aplicacdes de regras de inferéncia — o que caracteriza uma
prova rigorosa € o fato de que ela pode ser formalizada. Assim, a 16gica é o esqueleto invisivel que
sustenta e caracteriza uma demonstracao valida.

Por esse motivo, optamos por iniciar nosso livro com uma exposi¢ao da l6gica matemaética, nas
suas duas formulagGes cldssicas — a teoria de conjuntos, por um lado, e a 16gica proposicional e
célculo de predicados, pelo outro. Estamos supondo que os leitores deste livro jd tiveram contato
com o conceito de conjuntos, gragas a disciplinas anteriores; portanto niao julgamos necessario
dedicar mais que algumas péaginas a esse assunto. Os leitores interessados numa abordagem mais
profunda podem consultar por exemplo o livro de Halmos [?]. Por outro lado, acreditamos que
poucos leitores conhecem o cédlculo de proposicdes e predicados (apesar do uso de operacdes bo-
oleanas em programacio), € 0s conceitos de axiomas, teoremas, € demonstracdes formais. Por
essa razdo, dedicamos trés capitulos inteiros (3, 4 e 5) a esses topicos — sendo que o dltimo é
inteiramente dedicado a técnicas de prova por indugao.

Relacoes e funcoes. Outro topico ao qual resolvemos dedicar bastante espaco € o conceito de
relacdo. Relacdes sdo muito usadas em todas as areas tedricas e praticas da computacgao, incluindo
autdmatos e circuitos 16gicos, estruturas e bancos de dados, redes e comunicagdes digitais, etc..

Figura 1: Debate académico sobre defini¢ao de fungdes.
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Na literatura ha duas principais abordagens para este conceito. Segundo uma abordagem, uma
relacdo entre dois conjuntos € uma tripla (A, B, R) onde A e B sdo conjuntos, € R € um subconjunto
do produto cartesiano A X B. Na outra abordagem, uma rela¢io entre A e B € apenas um sub-
conjunto de A X B. Esta diferenga tem inumeras repercussdes em conceitos derivados, e inclusive
na linguagem. Por exemplo, na primeira abordagem a relagdo tem um dominio “nominal” (A),
que € distinto de seu dominio “efetivo” (os elementos de A que aparecem no lado esquerdo de
pares de R). Na segunda abordagem, pelo contrdrio, existe apenas o dominio efetivo. A mesma
observacao vale para o contra-dominio. Na primeira abordagem existem infinitas relagdes vazias
(com R = 0), enquanto que na segunda s6 existe uma. Na primeira abordagem podemos dizer que
uma relacio € sobrejetora ou bijetora, enquanto que na segunda temos que especificar os conjuntos
e dizer “sobrejetora em B” e “bijetora entre A e B”.

Cada abordagem tem suas vantagens e desvantagens. Constatamos inclusive que muitos livros
textos sdo inconsistentes neste ponto, e adotam ora uma deﬁnigéo, ora outra, conforme as con-
veniéncias do momento. Debatemos muito qual destas duas abordagens deveriamos adotar para os
capitulos seguintes (veja a figura 1.), e por fim resolvemos adotar a segunda (conjunto de pares,
sem dominio e contra-dominio).

Enfrentamos um dilema semelhante na se¢ao sobre relagdes de ordem, pois para esse conceito
também hd vdrias escolhas incompativeis (ou mesmo ildgicas) de nomenclatura. Por exemplo, os
termos “ordem parcial” e “ordem total” ndo sdo mutuamente exclusivos (como se esperaria pelo
diciondrio), mas um inclui o outro. E “relacdo de ordem estrita” ndo € um caso particular de relacao
de ordem, mas um conceito praticamente disjunto (uma é reflexiva e a outra € irreflexiva). Além
disso, os termos “‘elemento minimo” e “elemento maximo” sdo enganosos quando sdo aplicados
a relagdo “>” (ou a outras relacdes sobre nimeros que nao “<”). Mas ndo cabe a este livro pro-
por nomenclaturas mais consistentes; tudo o que podemos fazer € alertar o estudante para essas
armadilhas.

Somatdrias e produtérias. Dentro dos objetivos deste livro, nosso tratamento de somatérias e
produtdrias (capitulo 9) d4 mais énfase a “linguagem” do que a resultados avangados da teoria.
Assim, tomamos cuidado de expor o leitor as varias convengdes da notacdo, € procuramos ensinar
as principais técnicas de manipulacdo de somatdrias (como troca de indices e mudanca de ordem
de soma). Por outro lado, também procuramos desenvolver a intui¢ao dos estudantes, apontando
as analogias entre somatodrias e integrais (que eles supostamente conhecem de célculos diferenciais
e integrais anteriores).

Sequéncias e recorréncias. Procuramos seguir a mesma filosofia no capitulo 10, que trata de
sequéncias definidas por recorréncias. Além de apresentar a linguagem, enfatizamos a técnica geral
de resolucgdo de recorréncias lineares homogéneas, que resolve muitos dos problemas encontrados
em computagdo.

Contagem. A andlise combinatoéria € fundamental tanto para a andlise de algoritmos quanto para
inlimeras areas praticas, e deveria merecer uma disciplina a parte. Neste livro nos limitamos a rever
os conceitos de permutagdes, arranjos € combinagdes, e o teorema da inclusdo e exclusdo. Embora
esses assuntos sejam oficialmente vistos no ensino fundamental e médio, consideramos oportuno
rever as defini¢des e formulas bdsicas, especialmente a luz dos conceitos de inducgdo e recorréncias



14 SUMARIO

vistos nos capitulos anteriores. Uma vez que problemas de contagem raramente admitem férmulas
simples e exatas, consideramos oportuno também apresentar a férmula de aproximacao de Stirling
para a fungao fatorial.

Cardinalidade de conjuntos infinitos. A rigor, a teoria das cardinalidades infinitas tem pouca
utilidade pratica em computagdo. Porém, a distin¢do entre infinidades enumerdveis e ndo enu-
merdveis € relevante para a teoria da computacdo. Por exemplo, a existéncia de fun¢gdes ndo com-
putaveis decorre trivialmente da observacdo de que o conjunto de fungdes de N para N (que tem
a mesma cardinalidade que R) € maior que o conjunto de todos os algoritmos (que tem a mesma
cardinalidade que N). Além disso, o argumento de diagonaliza¢do usado para provar que R ndo €
enumeravel € usado, por exemplo, na demonstra¢do do teorema de Turing.

Consideramos também que essa drea € um capitulo importante da histéria da matematica, e
portanto € ‘“cultura geral” quase que obrigatdria para quem tem curso superior em ciéncia ou tec-
nologia. Por outro lado, esse assunto nem sempre € visto nas outras disciplinas de matematica dos
curriculos de computacdo. Por essas razdes, optamos por incluir um curto resumo desses conceitos
neste livro (capitulo 14).

Probabilidade. Optamos por incluir neste livro um capitulo sobre no¢des elementares de es-
tatistica e probabilidade pois constatamos que eles sdo essenciais para vdrias disciplinas tedricas e
aplicadas, como andlise de algoritmos, criptografia, redes e servicos distribuidos, sistemas operaci-
onais, compiladores, processamento de imagens, reconhecimento de padrdes, e processamento de
linguagens naturais. A teoria da probabilidade é também a fundacdo da teoria da informacao (in-
cluindo o conceito de bit!) e portanto para a anédlise de sistemas de comunicagdo, digitais ou ndo.
Além disso, a teoria da probabilidade € parte da evolucio da l6gica matemadtica, o passo seguinte
apo6s o desenvolvimento do célculo de predicados.
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Capitulo 1

Introducao a logica matematica

1.1 Como ter certeza?

Vocé escreveu um programa, ou inventou um algoritmo, para resolver um certo problema. Como
pode vocé se convencer que ele funciona? Como pode vocé convencer os outros que ele funciona?

Uma maneira de adquirir confianca sobre um algoritmo € testa-lo. Porém, para a maioria dos
algoritmos, € impossivel montar testes que verifiquem absolutamente todos 0s casos possiveis que
podem ocorrer durante sua execucdo. Muitos programadores podem citar exemplos de programas
que funcionaram perfeitamente em todos os testes, mas falharam imediatamente quando usados na
prética.

1.2 A invencao da légica

Essa questdo — como ter certeza que nosso raciocinio € correto, € como transmitir a0s outros essa
certeza — foi estudada pelos gregos séculos antes de Cristo. Eles observaram que uma maneira
de conseguir esse tipo de certeza, e para passar essa certeza a outras pessoas, ¢ comegar por um
conjunto de axiomas, fatos simples que todos concordam que sao verdade; e desenvolver um ra-
ciocinio a partir desses axiomas, usando regras de inferéncia, maneiras de raciocinar que todos
concordam que sdo vélidas. Com isso eles inventaram a logica, que eles consideravam um ramo
da retdrica, a arte de discursar e convencer pessoas.

O filésofo grego Aristételes (384322 A.C.), em particular, estudou os chamados silogismos,
raciocinios em que, partindo de duas premissas cuja verdade € aceita, obtém-se uma conclusio
nova que € necessariamente verdadeira. Por exemplo, se acreditamos nas premissas “todos os
homens sdo mortais” e “Socrates € um homem”, entdo temos que acreditar também que “Sécrates
€ mortal.”. Ou entdo, se acreditamos que “nenhum mamifero tem penas”, e que “morcegos sao
mamiferos”, entdo temos que acreditar que ‘“morcegos nao tem penas’.

1.3 Euclides e demonstracoes geométricas

Enquanto isso, os arquitetos e engenheiros gregos tinham preocupagdes semelhantes em relacio
aos “algoritmos geométricos” — construcdes com régua e compasso — que eles usavam em seus
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projetos. Por exemplo, a receita da figura 1.1 supostamente constr6i um pentdgono com todos os
lados e angulos iguais.

(U

diaVdR

N

NN
CINCIN
LI K
NN
NS

Figura 1.1: Construcao de um pentagono regular.

Como podemos ter certeza de que essa constru¢do realmente faz isso? Podemos efetud-la numa
folha de papel e medir os angulos; mas tanto os passos da constru¢do quanto a medida final tem
sempre pequenos erros, e portanto esse teste ndo vai dizer se a constru¢do é matematicamente
correta ou apenas aproximada. Se as diferengas entre os angulos sdo despreziveis no papel, serd
que serdo despreziveis quando esse algoritmo for usado na constru¢do de um anfiteatro?

O primeiro a descrever um sistema légico completo para a geometria da época foi o gedmetra
grego Euclides (que viveu por volta do século III antes de Cristo), no seu livro Elementos de
Geometria [?]. Euclides comecou enumerando dez axiomas sobre conceitos geométricos (pontos,
retas, circulos, distancias, angulos), como por exemplo

e Por dois pontos distintos do plano passa uma tinica reta.
e Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente nos dois sentidos.
e FE possivel contruir um circulo com quaisquer centro e raio dados.

e Todos os dngulos retos sdo iguais.

Em seguida Euclides mostrou centenas de outras afirmagdes (teoremas) que decorrem desses
axiomas, como por exemplo

o Se um triangulo tem os trés lados iguais, ele tem os trés angulos iguais.
e Duas retas que sdo perpendiculares a uma terceira sdo paralelas entre si.

e Num triangulo retangulo, o quadrado do maior lado é a soma dos quadrados dos outros
dois lados.
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Muitos desses teoremas sdo afirmacdes de que certas construcdes geométricas, como a da fi-
gura 1.1, produzem o resultado desejado. Principalmente, para cada teorema, ele também escreveu
uma prova ou demonstra¢do — uma sequéncia de passos 16gicos que, comecando com os axiomas
e teoremas ja provados, convence qualquer leitor de que o novo teorema € verdadeiro.

1.4 Algebra

A légica de Euclides e outros filésofos gregos foi extensamente usada por mais de dois mil anos.
Entretanto, por muitos séculos o hdbito de provar as afirmacdes foi limitado apenas a geometria.
Embora os gregos conhecessem muitas propriedades de nimeros (por exemplo, os conceitos de
divisor comum e nimero primo), para demonstrar tais propriedades eles geralmente convertiam
0s nimeros em comprimentos de retas, e usavam a linguagem da geometria. Esse € o caso, por
exemplo, do algoritmo de Euclides para calcular o maximo divisor comum de dois nimeros — que
€ considerado por muitos 0 mais antigo algoritmo ndo trivial. Na descri¢ao original de Euclides, o
problema € dividir dois segmentos de reta dados em partes iguais e de maior tamanho possivel.

Na iddde média, entretanto, o matematico drabe Al-Khowarizmi inventou a dlgebra, outra
maneira de provar afirmagdes sobre nimeros e convencer pessoas de que uma dada sequéncia de
operacgdes aritméticas alcanca o resultado desejado. Na dlgebra, os nimeros sdo representados
abstratamente por letras, e as operacdes ou afirmacgdes sobre esses nimeros sdo indicadas com
simbolos como ‘+’ ou ‘>’. A dlgebra também fornece algumas férmulas, como A+ B=B+Ae
AX(B+C) = (AXB)+(AxC(), que representam afirmacdes que sdo sempre verdadeiras, quaiquer
que sejam os nimeros que vierem a substituir as varidveis. A dlgebra também fornece certas regras
fundamentais que permitem transformar uma férmula em outra férmula equivalente, ou combinar
férmulas corretas para produzir novas férmulas corretas. Por exemplo, se sabemos que A > B e
B > C podemos concluir com certeza que A > C.

1.5 As linguagens da l6gica matematica

Como resultado desse desenvolvimento histdrico, dispomos hoje de dois principais sistemas de
notacdo, ou linguagens formais, para expressar raciocinios légicos de maneira matematicamente
clara, sucinta, e, principalmente, livre de ambiguidades. Estas linguagens sdo a teoria de conjuntos
e o cdlculo de predicados.

A légica classica somente lida com afirmacdes que sdao verdadeiras ou falsas. Essa carac-
teristica praticamente restringe o uso da légica para afirmag¢des matematicas. Mas no século 16 e
17 mateméticos comegaram a estudar o cdlculo de chances em jogos de azar (dados, roletas, loteria,
etc.). No inico do século 20 estas investigacdes haviam evoluido para a teoria da probabilidade,
que permite expressar nosso grau de confianga a respeito de afirmagdes incertas, e raciocinar com
precisdo sobre elas; e para a estatistica, um conjunto de técnicas para analisar dados experimentais
que supostamente confirmam ou refutam tais afirmagdes.

Em meados do século XX, motivada pela expansao do rddio, telefone e outros meios eletronicos
de comunicagdo, a teoria da probabilidade por sua vez deu origem a feoria da informagdo, que
permite determinar, por exemplo, a capacidade real de canais de comunicagdo na presenca de
distdrbios aleatérios no sinal recebido. Finalmente, com o surgimento do computador digital, sur-
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giram disciplinas matematicas especificas para raciocinar precisamente com programas e estruturas
de dados, incluindo andlise de algoritmos, teoria da computabilidade e complexidade de funcoes,

criptografia digital, e muitas outras.



Capitulo 2

Teoria dos Conjuntos

Acreditamos que o leitor ja teve contato com os conceitos bdsicos da teoria dos conjuntos,
como elemento, unido, intersecgdo, etc.. Nesta se¢d0 vamos revisar esses conceitos.

Embora seja possivel desenvolver a teoria de conjuntos de maneira axiomadtica, como foi feito
por Georg Cantor (1845-1918) e Ernest Zermelo (1871-1953), a abordagem informal apresentada
¢ suficiente para nossos propositos.

Um conjunto é um conceito primitivo, que informalmente pode ser entendido como uma
cole¢do ndo ordenada de entidades distintas, chamadas de elementos do conjunto.

Dizemos i ue um elemento x pertence a um conjunto A se x é um e A. Denotamos

este fato porjx € A.fPara denotar que x ndo pertence a A, ou seja, que x ndo € um elemento do
conjunto A, escrevemosix ¢ A.

Se x pertence a um conjunto A, diz-se também que A fem (ou possui) x, e escreve-se A 3 x. A
negacdo desta afirmagao (A ndo tem ou_ndo possui x) € denotada por A 3 x. Nio é correto dizer

que A “contém” x, pois este termo € usado em matematica com um sentido bem diferente (veja a
secdo 2.4)

&M
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2.1 Especificando conjuntos

Podemos especificar um conjunto de diversas formas. Se u njunto tem poucos elementos,
podemos listd-los, um a um, em qualquer ordem,jentre chaves ‘{}’.JPor exemplo, o conjunto cujos

elementos sdo os nimeros inteiros 2, 3 e 5 pode ser escrito {2, 3,5}. Assim, por exemplo, temos
que 3 € {2,3,5}, mas 4 ¢ {2, 3,5}. I

Outra maneira de especificar um conjunto € através das propriedades de seus elementos. Para
onde a € uma varidvel arbitrdria e P(a) uma aﬁrmagﬁo ma-
tematlca que depende do valg, Por exemplo,

¢ outra maneira de definir o conjunto {—4, -3,-2, 1,0, +1,+2, +3, +4}.
Existem alguns conjuntos de nimeros que sao muito usados em matematica, € tem notagdes

convencionais bem estabelecidas: Q .. }
B - (L..-|-2.|"'1|0|'\| !

e 0 conjunto dos numeros inteiros Z, =

e 0 conjunto dos nimeros naturaisN = {x: x € Ze x>0}, % O I-A l -}

e 0 conjunto dos niimeros racionais Q = { d:a,beZeb+# O

i e 0 conjunto dos niimeros reais R.
Exercicio 2.1: Escreva explicitamente os elementos dos seguintes conjuntos:

l.A:{x:xEZex2—2x+1S0}.
2A={X .XEZ 2<x<206xepr1m0 _{235711 13 17 19}

3. A={x:xeRex?-2x=0 {0,1}

2.1.1 Definicoes circulares e contraditorias

A definicdo de um conjunto pode usar outros conjuntos, como por exemplo “seja X o conjunto
de todos os elementos que estdo no conjunto ¥ mas ndo no conjunto Z”. Porém, deve-se tomar
cuidado para evitar definicdes circulares, que podem nao ter sentido. Um exemplo cléssico € a
definicdo “seja X o conjunto de todos os elementos que ndo pertencem a X°. Esta “definicdo” ndo
faz sentido pois diz que um elemento que estd em X ndo estd em X, e vice-versa.

Este contra-exemplo teve um papel muito importante no desenvolvimento da teoria de con-
juntos. Ele € conhecido pelo nome Paradoxo de Russel, por ter sido observado pelo matemético
inglés Bertrand Russel (1872—-1970). Ele é conhecido também como Paradoxo do Barbeiro, pois
foi exemplificado com uma anedota em que o barbeiro de um quartel recebeu a ordem de fazer a
barba de todos os que ndo fizessem sua propria barba, e apenas esses — deixando o barbeiro na
davida sobre o que ele deveria fazer com a sua.

Por outro lado, ha defini¢des circulares de conjuntos que sao perfeitamente validas. Por exem-
plo, considere o conjunto de inteiros X que possui o inteiro 1, ndo possui o inteiro 0, possui x + 2
e x — 2 qualquer que seja o elemento x de X. Pode-se verificar que o tnico conjunto X com estas
propriedades € o conjunto dos inteiros impares. Para entender porque esta defini¢do é valida vamos
precisar do conceito de indu¢do matematica, que serd visto no capitulo 5.

‘- <
a fa € um nimero 1nte1rc& _52g<5) = {CLE ﬂ 5<°h

)



PARADOXO DE RUSSEL

}Seja U o conjunto de todos os conjuntos.
Dizemos que um conjunto é Normal se n&o é elemento de si mesmo.
Seja N o conjunto de todos os conjuntos que sdo normais.

O conjunto N é normal?

Se SIM, entdo N deveria ser elemento de N, mas ai N ndo seria normal.

Se NAO, entdo N n3o deveria ser elemento de N, mas ai N seria normal.

PARADOXO

O quer podemos concluir desse paradoxo?
Se existe um conjunto U de todos os conjuntos, entdo podemos obter

um conjunto N com os conjuntos de U que tem a propriedade de ser normais.
E dai chegamos no paradoxo acima.

Conclusao:]Nao existe um conjunto N como acima e portanto Teoria Axiomatica

também no existe um conjunto U de todos os conjuntos dos Conjuntos

conjunto conjuntos que

possui nao se possuem
PARADOXO DO BARBEIRO: /I /?) / P

Em uma cidade, existe um barbeiro que barbeia todos que ndo se barbeiam e somente esses.
Quem barbeia o barbeiro?

Se o barbeiro se barbeia, entdo o barbeiro ndo barbeia a si mesmo.

Se o barbeiro ndo se barbeia, entdo o barbeiro deve barbear a si mesmo.
PARADOXO.

O que podemos concluir do paradoxo do Barbeiro?
Tal barbeiro ndo existe, pois se existisse, teriamos um paradoxo.
Logo tal cidade nao existe também.

Paradoxos obtidos por definicées circulares, auto-referentes.
Matematicos importantes, como Cantor, Godel e Turing,
conseguiram revolucionar a Matematica e a Computagao
usando argumentos como esses.

Cantor provou que o conjunto dos reais é "mais infinito" que o conjunto do naturais.
Godel provou que existem proposi¢coes na Aritmética

gue nao podem ser provadas verdadeiras ou falsas.
Turing provou que existem problemas computacionais

gue nao podem ser resolvidos por um computador.
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2.2 Igualdade de conjuntos

Por defini¢do, um conjunto A ¢ igual a um conjunto B|se, e somente se,Jtodo elemento de A é
elemento de B,_gtodo elemento de B € elemento de A. Esta condicdo, denotada por A = B,
significa que A, B sdo 0 mesmo conjunto.
Dito de outra forma, dois conjuntos A e B sdo diferentes|(A # B) se, e somente sejexiste um
elemento de A que ndo pertence a B,um elemento de B que nao pertence a A.
Observe que, como os conjuntos nao sdo ordenados, o conjunto {1,2, 3} € igual ao conjunto
{3,2,1}.

2.3 Conjunto vazio ( 525 )

E possivel definir conjuntos sem elementos. Dizemos que tal conjunto é vazio. Por exemplo,
considere o conjunto A = {x: x € Re x=x+1}. Todos os conjuntos vazios sdo iguais; ou seja

existe um unico conjunto vazio, que é geralmente denotado por ‘({)/
/

2.4 Relagio de inclusio (g )

Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A é um subconjunto de B se, e somente se, todo elemento
de A é um elemento de B. Neste caso, dizemos também que A estd contido em B, ou que B contém
A. Denotamos esta condi¢cdo por A C Bou B 2 A. T

Se existe um elemento de A que ndo pertence a B, entiio A nio é subconjunto de B, e escrevemos
A ¢ B. De acordo com esta defini¢cdo, todo conjunto estd contido em si préprio e contém o conjunto
“vazio; ou sejaJ A C A e () C A, para qualquer conjunto A.

Se A € Bmas A # B, dizemos que A é um sub-conjunto proprio de B, que denotamos por
A C Bou B D A. Analogamente, A ¢ B significa que A ndo é um subconjunto préprio de B.

2.5 Cardinalidade

Informalmente, dizemos que um conjunto A € finito se ele tem um nimero finito n € N de ele-
mentos. Este nimero € a cardinalidade de A, denotada por |A| ou #A. Observe que |[A|] = 0 se e
somente se A = 0.
Dizemos que um conjunto € infinito se ele ndo € finito. Os conjuntos N, Z, Q, e R sdo infinitos.
Conjuntos infinitos ndo podem ter seus elementos listados explicitamente. Informalmente, é
comum usar ‘...’ nesses casos, por exemplo

L ? para conjuntos enumeraveis, como N e Z.

e N={0,1,2,...}
O conjunto R dos reais ndo é enumeravel (Georg Cantor).

o Z={...,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,.. }

Entretanto, esta notacao deve ser evitada pois pode ser ambigua. Por exemplo, o que € o conjunto
{2,3,5,7,...}?
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2.6 Operacoes com conjuntos

Para os préximos conceitos sejam A e B dois conjuntos.

2.6.1 Uniao e intersecao U| ﬂ

A unido de A e B, denotada por AU B, é o conjunto de todos os elementos que estdo em pelo menos
um dos conjuntos, A ou B.

Exemplo 2.1: Se A = {1,2,3}e B=1{2,3,4,5}entio AU B = {1,2,3,4,5}.

A intersec¢do de A e B, denotada por A N B, é o conjunto de todos os elementos que estdo em
ambos os conjuntos, A e B.

Exemplo 2.2: Se A = {1,2,3} e B=1{2,3,4,5} entdio A N B = {2, 3}.

Se A N B = ( dizemos que os conjuntos A e B sdo disjuntos.

n = "A
2.6.2 Diferenca, universo, e complemento P\ - Br U ! P\ \}'

A diferenca de A e B é o conjunto de todos os elementos de A que ndo estdao em B. Este conjunto
¢ também chamado A menos B, ou o complemento de B em A, e é denotado por A — Bou A \ B.

Em certos casos, € conveniente supor que todos os elementos de todos 0s conjuntos que nos
interessam pertencem a um conjunto universal ou universo, que denotaremos por U. Se A é o ‘ ]
conjunto universo U, entdo U — B € chamado o complemento de B e denotado por B ou B°.

Observe que se A C Bentdio AU B = B, ANB=AeBCA.
Exercicio 2.2: D& exemplosem que (AUB)—-B=Ae¢(AUB)-B+# A

[

Exercicio 2.3: SejamU = (n€N:0<n<9),A = {1,2,3,4), -
BX:I‘{CJICCIEOR T(x _6112;1(1; [—I 3)} = %I}Ne C : { n<€ N :Anél—mmr}._Calcule: % - {ﬁ' l3}
cavs = A :1'5. 3 EI—:I'}
can@uo. = ANQ= CU{?'LI} o = !
c-a=4 53,9, }

A cardinalidadé de A de Be de € Y3, BC A

AuC. BCQ

Exercicio 2.4: Sejam A e B dois conjuntos finitos quaisquer. Encontre uma férmula matematica
que relaciona |A|, |B|, |[AN Ble |A U B|.

2.6.3 Diferenca simétrica

Outra operagao entre conjuntos € a diferenca simétrica, denotada por A @ B ou A A B, que consiste
de todos os elementos que estdo em exatamente em um dos dois conjuntos. Isto €,

AAB:(A\B)U(B\A)ZAUB - AnB 2.1

Exercicio 2.5: Se A A B = A o que se pode dizer dos conjuntos A e B?

N A-BA . B-Asgh = ANB =G

=B = @)




AyB={ceV: (=eviEB )

AN R ={xe J: [T €A)A (acee)}
A-B=txeJ: (IeF\ 4?@}
— IEB}

A={xev: (x&A}
AAB = {tce'\fl xen)® IEB-)E

———

ACH @\:dxe“\} (1EAJ—>(LQ B}\

E & ]‘d-xe U: (IQA)‘—) (xeB)\
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2.6.4 Diagrama de Venn

A figura 2.1 mostra uma representagdo grafica das operagdes de conjuntos:

S
>

A\ B B\ A

-
®

AAB AC

Figura 2.1: Operagdes com conjuntos.
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Esta representacao grafica para conjuntos é chamada de diagrama de Venn, por ter sido introduzida

pelo matemético inglé€s John Venn (1834-1923).

2.6.5 Propriedades das operacoes com conjuntos

A seguir listaremos algumas propriedades que sdo satisfeitas pelas operagoes coﬁl coanJntOE; <

o Comutatividade:

- AUB=BUA.
- ANB=BnNA.

o, = ’J(QA

e
C

b

. .o

avb & bva
AN bAS-

e Associatividade:

-AUBUC)=AUB)UC.

-ANnMBNC)=(ANB)NC. Qv C‘OVC'\Q:‘{B (OL\I\'J\VC

N

AN
A AN
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Distributividade:

S C‘oAc) &= (o lo)l\(mc)

A v N

I

—~AUBNC)=(AUB)N(AUC).
—ANBUC)=(ANB)UANC). NV

Idempoténcia:

- AUA=A. . Q\@ Qv
-ANA=A. N 'D;d:'ﬁ o
e Leis de De Morgan:
- AUB=ANB. ﬁ(@\_\]\p)% F‘tq/\(\lb)
- ANB=AUB.

— (0_;\1,_—.\ =g (“l‘-"»)\:(”“o)

Estas leis levam o nome do matematico inglés Augustus de Morgan (1806—-1871), mas eram
conhecidas desde a Antiguidade.

Propriedades do complemento:

(o) &

- A=A

-AUA=1U. oLV_WLG# V
~ANA=0. O\A_‘ohﬂ:b‘:
-U=0 =
—0=U. —V D

~F &V

e Propriedades do conjunto universal:

—AUU=U. ov V&V

—ANU=A. a aNE o
e Propriedades do conjunto vazio:

- AUD=A. O ‘F’@CL

-Ang=0. on b

Exercicio 2.6: Usando diagramas de Venn, verifique que a diferenca simétrica também é uma
operacgdo associativa e comutativa; isto é, que AAB =BAAe(AAB)AC =AA(BAC), para
quaiquer conjuntos A, Be C.

(@a+b)tc ab c (a+b)tc
F ’ F VYV \Y;
F FVF \Y
\Y F FV F
\Y F FF F




:[f\dﬁ)ﬂ QI\\)
AUA = {xeu- xeA @ <€ ANA=0
= {XE \J 3C€A @‘1(1690}

(LUBNC = fxeU- EMB @ cely
=i:cEU: (IGAJLEEJ) )
- {xeU: €A © (xep @ €L
=q1x e U: 'JCQA @ € BUCE

=AU (BUO

xEC}
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2.7 Conjuntos de conjuntos
Conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos. Por exemplo, o conjunto
A =10,{2,3},{2,4},{2,4,7}}

€ um conjunto com quatro elementos. Se B € o conjunto {2, 3}, temos que B é elemento de A
(B € A), mas B ndo € sub-conjunto de A (B ¢ A). Note que 0 é elemento de A e também
subconjunto de A, enquanto que {2} ndo € nem uma coisa nem outra.

Em particular, o conjunto A = {0} ndo é vazio, pois ele tem um elemento — o conjunto vazio.
Observe que |A| = 1, enquanto que || =

2.8 Conjunto poténcia (Conjunto das Partes) ? (A ) ()

O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A é chamado de conjunto poténcia de A, e

denotado por P(A). ﬁ 'p (? (? (qﬂ\)
Exemplo 2.3: Se A = {1, 2,3} entdo P(A) = {0, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2, 3},

Observe que se A = () entdo P(A) = {0}, e se A = {0} entdao P(A) = {0, {0}}.
Se A é um conjunto finito, entdo |[P(A)| = 2!, Este fato serd demonstrado no capitulo 5. Por
esta razdo, muitos autores denotam o conjunto poténcia de A por 24.

Exercicio 2.7: Se A e B sao dois conjuntos com 0 mesmo conjunto poténcia, podemos concluir
que A = B?

?
SIM, se A possui um elemento a¢ B, entdo {a}é?(A), mas {a} ¢ S-(B)
Similar caso B possua um elemento b & A.

2.9 Particao

Seja A um conjunto, € P um conjunto cujos elementos sdo sub-conjuntos de A (isto é, P C P(A)).
Dizemos que P € uma particdo de A se os elementos de P sdo ndo vazios, disjuntos dois a dois, e
a unido de todos os elementos de P é A. Nesse caso, cada elemento de P é também chamado de
uma parte ou bloco da parti¢ao.

Exemplo 2.4: Se A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, o conjunto P: { {-’llgf”.l B_U} }
P=1{{1,2,5,6,7},{3},{4,8,10},
p=§ gAY, 0 |

Observe que, para qualquer conjunto A, o conjunto {A} é sempre uma particio de A. Além
disso, se B € qualquer subconjunto préprio e ndo vazio de A () € B C A), entdo o conjunto
{B,A \ B} também € uma particao de A.

O conjunto vazio tem apenas uma particdo, que € o proprio conjunto vazio (sem nenhuma
parte).

€ uma particao de A.

Exercicio 2.8: Quais dos conjuntos abaixo sao particdes do conjunto Z dos nimeros inteiros?

a) {P,1} onde P € o conjunto dos pares e I é o conjunto dos impares. |/
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b) {Z*,Z } onde Z* é o conjunto dos inteiros positivos, € Z~ é o conjunto dos inteiros negativos.x
¢) {Ro,R1,R,} onde, parai = {0, 1,2}, R; € o conjunto dos inteiros que tem resto i na divisdo por \/
3.

d) {A,B,C} onde A é o conjunto dos inteiros menores que —100,! B é o conjunto dos inteiros l/

com valor absoluto menor ou igual a 100[ e C é o conjunto dos inteiros maiores que 100.

e) {Po,P1,Ps,..., Py}, onde P; é o conjunto de todos os inteiros cujo quadrado termina com o
algarismo k. (Por exemplo, Ps = {4,—4,6,-6,14,...}.)

f) {{0}}U{ P, : keN}, onde P, é o conjunto de todos os inteiros cujo valor absoluto esta entre
2% (inclusive) e 28! (exclusive).

2.10 Produto cartesiano

Indicamos por (a, b) um par ordenado de elementos, no qual a € o primeiro elemento e b é o
segundo elemento. Um par ordenado nio deve ser confundido com um conjunto de dois elementos,
pois a ordem é importante (por exemplo, o par (10,20) é diferente do par (20, 10)) e os dois
elementos podem ser iguais (como por exemplo no par (10, 10)). Dois pares ordenados (a, b) e

(c,d) sao iguais (sdo 0 mesmo par) se, € somente se,a =ce b =d.
ERe———

2.10.1 Produto cartesiano de dois conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano, denotado porE X BSé o conjunto de todos os
pares ordenados (a,b) com a € A e b € B. Como os pares sdo ordenados, temos que AX B # BX A
(exceto quando A = Bou A =0 ou B = 0).

1 Exercicio 2.9: Quanto elementos tem o conjunto A X B se o conjunto A tem m elementos, € 0

conjunto B tem n? (&l b) ™" N 1; M}A

2.10.2 Produto cartesiano de varios conjuntos W\ -

Definimos uma énupla ordenada, ou simplesmente énupla, como sendo uma sequéncia finita de m
elementos (xi, X2, . .., X,). (Sequéncias finitas sdo definidas formalmente na secdo 8.12.) Observe
que, como em um par ordenado, a ordem dos elementos € importante, e pode haver repeticoes.
Assim, por exemplo, as (10, 20, 20), (10, 10, 20) e (20, 10, 20) sdo trés €nuplas diferentes.

Uma énupla com dois elementos pode ser considerada um par ordenado, e é geralmente cha-
mada por esse nome. Para m > 3 usam-se os nomes tripla, quddrupla, quintupla, séxtupla,
séptupla, octupla, etc.. Nao hd um nome especial consagrado quando m = 1. Na escrita usam-se
também as notacodes 2-upla, 3-upla, etc., e m-upla quando m é genérico.

Em particular, uma l—upIMma sequéncia (a;) com apenas um elemento. Note que a 1-upla
(10) ndo € a mesma coisa que o inteiro 10. Ha uma tnica O-upla, a énupla vazia, denotada por ().

O produto cartesiano de m conjuntos Ay, A,,...,A,, denotado por A; X Ay X -+ X A, To
conjunto das m-uplas (a, ay, . ..,a,),coma; € A;parai = 1,2,...,m.
Se todos os conjuntos Ay, A, ..., A, sdo o mesmo conjunto A, o produto € denotado por|A™ k

Por exemplo, se A = {10, 20, 30},
A® =1{(10, 10, 10), (10, 10, 20), (10, 10, 30), (10, 20, 10), ..., (30, 30, 30)}

=8

{V, F}3 = { (VVV) (V,V,F), (V,I.:,\./), ({/,F,F), (i:,.\/.,V), (F.,\./,F),.(F,F.,V), (F.F,F) }
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e A' é o conjunto das 1-uplas {(10), (20), (30)}. Para qualquer conjunto A, A° é o conjunto {()} que
s6 tem a énupla vazia.

2.11 Exercicios

Exercicio 2.10: Seja R, o conjunto dos niimeros reais. Considere os seguintes subconjuntos de R: (universo)

e (a,b) ={x:a< x<b} (intervalo aberto);

(a,b] ={x:a < x< b} (intervalo fechado a direita),

}

[a,b] = {x:a < x < b} (intervalo fechado);
}
}

[a,b) ={x:a < x < b} (intervalo fechado a esquerda),

(—0,a)={x:x<a}l,

(—0,a]l={x:x<a}l, I_\
(a,0)={x:a<x}, A- ’a 3
| |
) \
A9

[a,0) ={x:a < x},

: L
e (—o0,00) =R, L \
Encontre B—
1. [1,31n(2,4). = (2,3]
2. (-0, 2)N[-1,0]. =1[-1,0] OQ———‘ -
3. (—00,2).0[—1,3]. = [-1,2)
400,101 U [1, 111 =[0,11]
5. (0.9) N (=0, ). = (0,1)
6. [-3,01U(0,3].  =[-33]
7. (0,5].

= (-inf, 0] U (5, inf)

Exercicio 2.11: Diagramas de Venn podem ser usados para trés ou mais conjuntos. Um diagrama
de Venn para trés conjuntos A, B e C, por exemplo, precisa dividir o plano em 8 regides, corres-
pondendo a todas as possiveis relacdes (pertence ou ndo pertence) entre um elemento e esses trés
conjuntos. Desenhe tal diagrama e use-o para mostrar as seguintes férmulas:

1. ANBNC. A B a=x&h
2. AUBUC. L= <x€EB
3. (AUB)-C. = >x€C
4. (A-B)U(B-C)U(C - A). a

Exercicio 2.12: Use diagramas de Venn para verificar as seguintes identidades:

a bc (avb)A-c (@Ac)v (bA—c)

LLA-(ANnB)=A-B. VVV V F F VFFFVFF

2. AUBNC)=(AUB)NAUC). VVF vV V. V VVVVVVYV

B (3 @auB-c=@a-0uB-0. V FV vV F F VFFFFFF
VFF vV V V VVVVFFV

FVV V F F FFFFVFF

FVF vV V V FFVVVVYV

FFV F F F FFFFFFF

EEE F F V FFVEFFV
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4. AUB-C)=(AUB)-(C-A).

Exercicio 2.13: Sejam A, B e C trés conjuntos finitos quaiquer. Encontre uma férmula matematica
para |A U BU C| em fungdo de |A|, |B|, |C|,|IANB[,|IANC|, [BNCle|[ANBNC|.

Exercicio 2.14: Quais dos conjuntos abaixo sdo particdes do conjunto R dos niimeros reais?

z

\/ a) {R*,{0},R7}, onde R* é o conjunto dos nimeros reais positivos e R~ é o conjunto dos
nimeros reais negativos.

\/ b) {I,Q} onde I € o conjunto dos nimeros irracionais € Q é o conjunto dos niimeros racionais.
Y o {lkk+1]:keZ}.

>( d) {kk+1):keZ}.

Ve {kk+1]:keZ)}

v/ D {{x+n:neN}:xe0,1)

_ AxBxC :{(oqu,c)}
é _ E:% (A ~ B)xC - { ((‘NIO), C)}
0= e Ay (B4€)={ (o (b)) 3




Capitulo 3

Logica matematica

3.1 Loégica proposicional

3.1.1 Proposicoes e valores logicos

Uma proposigdo € uma sentenca declarativa que ou € verdadeira ou € falsa. Exemplos:

1. O morcego é um mamifero.

29
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2. Rio de Janeiro é a capital do Brasil.

3. Hd 36 macacos no zoologico de Londres.

4. A taxa de juros do Banco Central vai subir amanhd.
5. O trilionésimo algarismo decimal de  é 7.

Observe que nao € necessario que saibamos se a sentenga € verdadeira ou falsa. Este fato pode
depender de informag¢des que ndo temos no momento (como no exemplo 3 acima), de eventos que
ainda ndo aconteceram (como no exemplo 4), ou de cdlculos que ndo temos recursos para realizar
(como no exemplo 5).

Como exemplos de frases que ndo sao proposi¢oes, podemos citar

1. frases interrogativas, como “O que € isto?”,
2. frases imperativas, como “Leia com cuidado”,
3. certas sentencas auto referentes, como “Esta frase é falsa”.

Uma sentenga declarativa que depende de varidveis pode ser considerada uma proposi¢ao em
um contexto onde as varidveis tem valor determinado. Por exemplo, a sentenga “x é menor que 3”
isoladamente nao € uma proposi¢do. Porém, uma vez que o valor de x for definido, ela se torna
uma proposicao. Este ponto serd tratado com mais detalhe na secio 3.6.

Dizemos que o valor logico ou valor-verdade de uma proposi¢ao é verdadeiro se ela for ver-
dadeira, e falso caso contrario.

3.1.2 Conectivos logicos e proposicoes compostas

66,99 ¢ G Y

Todas as linguas naturais possuem conectivos logicos, como “e”, “ou”, “ndo”, “se ... entdo”, que
permitem combinar proposicdes simples para formar proposi¢des mais complexas. Por exemplo,

1. [Brasilia é a capital do Brasil,] e [Montevidéu é a capital da Argentinal.
2. [Brasilia é a capital do Brasil,] ou [Montevidéu é a capital da Argentinal.
3. Se |a taxa de juros cair amanhd), entdo |a inflacdo vai aumentar neste més).

4. Nao [haverd sessdo da meia-noite hoje neste cinemal).

Uma proposi¢ao que nao pode ser decomposta em proposi¢cdes menores ligadas por conectivos
l6gicos € dita uma proposicdo simples ou atomica. Nos exemplos acima, os colchetes “[]” indicam
as proposigdes simples.

O valor légico (verdadeiro ou falso) de uma proposi¢ao deste tipo depende do valor 16gico das
proposi¢des simples que a compdem, e da maneira como elas sdo combinadas pelos conectivos.
Assim, se sabemos que a proposi¢do “Brasilia é a capital do Brasil” é verdadeira, e “Montevidéu
€ a capital da Argentina” € falsa, podemos concluir que a proposicdo 1 acima ¢é falsa, mas a
proposic¢ao 2 € verdadeira.
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3.1.3 Notacao para calculo proposicional

A logica proposicional, ou cdlculo proposicional, ¢ um formalismo que nos permite determinar o
valor 16gico de proposi¢des compostas, se soubermos os valores 16gicos das proposicdes simples
que a compoem.

A linguagem natural é frequentemente ambigua, e os conetivos 16gicos podem ter significados
diferentes em sentencas diferentes. Para eliminar essa fonte de confusdo, € vantajoso traduzir as
proposicdes para uma notacao algébrica, cuja interpretacao seja precisamente definida.

Neste livro, representaremos as proposi¢des por letras mindsculas (p, g, r,...). Podemos en-
tender estas letras como varidveis que podem ter apenas um de dois valores possiveis, V (represen-
tando o valor 16gico verdadeiro) ou F (falso). Os conectivos 16gicos serdo representados por sinais
algébricos especiais (operadores) aplicados a essas varidveis. Os mais importantes sao:

e conjungdo: p A g, significando “p e g”.

e disjungdo: p V g, significando “p ou g”.

e negacdo: —p, significando “ndo p”.

e implicacdo: p — g, significando “se p, entdo q”.

e equivaléncia: p < ¢, significando “p se, e somente se, g

Nas proximas secdes, vamos explicar em detalhes estes operadores 16gicos, e definir outros
operadores menos usados.

3.1.4 Operador de conjuncao

Se p, g s@o duas proposicdes, entdo “p e ¢~ também € uma proposicdo, chamada conjuncdo de p
e g. Denotaremos essa proposicao por p A g. Por definicdo, o valor 16gico de p A g é verdadeiro
se p e g sdo ambos verdadeiros. Se qualquer uma das duas proposi¢des for falsa, ou ambas forem
falsas, o valor de p A g € falso. Podemos resumir esta defini¢do por uma tabela, a tabela-verdade
do operador A:

g4
< g
o L >

Exemplo 3.1: A frase “José compra tijolos e vende casas” é uma conjung¢io de duas proposicoes
atdmicas, “(José compra tijolos) A (José vende casas).”

[IP%i)

Note que a palavra “e” em portugués tem varios sentidos, e nem todos correspondem a conjuncao
16gica. Por exemplo a frase “Maria gosta de arroz e feijao” ndo significa “Maria gosta de arroz
e Maria gosta de feijao” (uma conjuncdo de duas proposi¢des), mas sim “Maria gosta de arroz
misturado com feijao” (uma proposicao atomica).
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3.1.5 Operador de disjuncao

Se p, g sdo duas proposi¢des, entdo “p ou g’ também € uma proposicao, chamada de disjuncdo de
p € g. Denotaremos essa proposicao por p V g. Por definicao, o valor 16gico de p V ¢g € verdadeiro
se pelo menos uma das duas proposi¢des for verdadeira. Se ambas forem falsas, o valorde p vV g é
falso. A tabela-verdade do operador V é

mg g g<

ol IR SIR SIS
S BE SlLeS IR SIS

Exemplo 3.2: A frase “O cliente tem celular ou laptop” é uma disjun¢do de duas proposi¢des
atdmicas, “(O cliente tem celular) Vv (O cliente tem laptop)”.

Este conectivo é também chamado de “ou inclusivo”, pois permite que as duas frases sejam
verdadeiras. A frase do exemplo acima € verdadeira se o cliente tem apenas celular, apenas laptop,
ou celular e laptop.

3.1.6 Operador de negacao

A partir de uma proposicao p, podemos formar uma nova proposi¢do com o valor 16gico oposto ao
de p. Essa nova proposicdo € chamada a negacgdo de p e denotada por —p. A tabela-verdade desse
operador €:

p|p
V| F
F|V

Em portugués, a negacdo pode ser expressa de varias formas, por exemplo acrescentando a
palavra “nao” antes do verbo ou dizendo que “ndo é verdade que ...".

Exemplo 3.3: A frase “A casa é de qualquer cor menos branca.” é uma negacdo, “—(A casa é
branca).”

Exercicio 3.1: Uma proposi¢cdo composta € vidvel ou possivel se existe uma atribui¢ao de valores
verdades para as varidveis da proposi¢do que a torna verdadeira. Verifique quais das proposicoes
abaixo sdo vidveis.

a) (pvVgV-rAPV-gVas)A(pV-rVas)AEpV gV as)A(pV gV s).

b) (=pVgVr)A(=pVgVas)A(PV gV as)A(=pVarVas)A(pVgV-r)A(pV—rV-s).

c) (pvVgVrIANPYV-gV-as)A@V-rVSAEpVEIEVS)A(PYVgYas)A(pV gV -r)A
(=pV gV S)A(pVrVs).
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3.1.7 Operador de implicacao

P—
Sejam p, g duas proposi¢des. A proposi¢do “‘se p entdo ¢”, que denotaremos por p — g, € chamada
de implicacao ou condicional. O valor légico de p — ¢ é falso apenas se p for verdadeiro e g for

— L - . 2
falso. Nos demais casos, o valor de p — ¢ € verdadeiro. A tabela-verdade desse conectivo €

portanto: O
plalr—q | - -T
VIV V- [
A VA 0 m
=
F..v| V. -&?':%>
F.|.F A\ _r

Note que em logica, este conectivo ndo pressupde uma relacao causal entre p e g. Por exemplo a

7

sentenca ‘“se 2 € par entdo Brasilia € a capital do Brasil” € verdadeira apesar de nao haver nenhuma
relagdo conhecida entre os dois fatos. a or

Exemplo 3.4: A frase “se José foi para casa, ele perdeu a reunido” contém uma implicacdo: “(José
foi para casa) — (José perdeu a reunido).”

A implicag@o é um dos mais importantes conectivos da légica e da matemdtica. Muitos teore-
mas em matemadtica estdo na forma de implicacdes: se determinada afirmacao p (a hipdtese, pre-
missa, ou antecedente) € verdadeira, entdo outra afirmacao ¢q (a tese, conclusdo ou consequéncia)
também é verdadeira.

Em portugués, a implica¢do pode ser expressa de muitas outras formas:

e se p entdo g.

quando p, temos g.

caso p, vale q.

q segue de p.

p implica g.
® gsep.
e g sempre que p.

Em matematica, as seguintes expressdes também sao muito usadas para indicar a implicag¢ao
P—=q

e p € condicdo suficiente para q.
e p somente se g.
e Uma condig¢do suficiente para g € p.

e p ¢ uma condi¢do mais forte que g.
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Dizemos que a implicacdo ¢ — p € a reciproca de p — g. Observe que que hd casos em que
p — q € verdadeira, mas sua reciproca g — p € falsa; e vice-versa (vide exercicio 3.7).

A proposicao (-=p) — (—gq) é chamada de inversa de p — ¢g. Observe que ha casos em que
p — q é verdadeira, mas sua inversa € falsa; e vice-versa (vide exercicio 3.8).

Dizemos também que proposi¢do (—~g) — (—p) € a contrapositiva de p — gq. Pode-se verificar
que contrapositiva tem sempre o mesmo valor l6gico que a proposicdo p — ¢, quaisquer que sejam
os valores légicos de p e de g (vide exercicio 3.9).

Em vista deste resultado, a implicacdo p — ¢ € frequentemente enunciada na forma contrapo-
sitiva:

e se ndo g, entdo ndo p.

e se g ndo vale, entdo p nao vale.

e quando g é falsa, p também ¢é falsa.
e ndo ¢ implica ndo p.

e ndo p se ndo q.

e p ¢é falsa sempre que ¢ € falsa.

e ¢ é mais fraco que p.

e ¢ ¢ condicdo necessdria para p.

e Uma condi¢do necessdria para p € q.

Exercicio 3.2: Encontre:

a) A contrapositiva de -p — gq.

b) A reciproca de =g — p.

¢) A inversa da reciproca de ¢ — —p.
d) A negacdode p — —g.

e) Areciprocade —pV gq.

3.1.8 Operador de equivaléncia

Se p, g sdo duas proposicdes, a proposicio “p se, e somente se, g~ é chamada de equivaléncia ou
. . o~ 2, f z
Dbicondicional de p e q. Denotaremos essa proposi¢io porE < ¢.| O valor l6gicode p & g ¢é

verdadeiro quando p e g tem o mesmo valor l6gico, e falso caso contrario. A tabela-verdade deste

conectivo é —
Pl q9|P<—(g
V.|V V-
V_|.F F -
F.|.V F -
F.| F V .
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Exemplo 3.5: A frase “a encomenda serd enviada se, e somente se, o cheque tiver fundo” afirma
uma equivaléncia légica: “[a encomenda serd enviada] < [0 cheque tem fundo].”

Outros simbolos usados para este operador sdo p & g, p=q,e p =q.
O conectivo 16gico “se e somente se” também € muito usado em matemadtica, e pode ser ex-
presso de vdrias outras maneiras; como, por exemplo:

e p ¢ condicdo necessdria e suficiente para q.
e as condicgdes p e g sdo equivalentes.

e se p entdo g, € se g entdo p.

e pimplica g, e vice-versa.

[IPS4)
S

Alguns autores usam a abreviagdo “p sse ¢” (com dois “s”’) para significar “p se e somente se

3.1.9 Operador de disjuncao exclusiva

Se p, g sdo duas proposicdes, denotamos por p @ g a proposi¢ao “ou p ou g, mas ndo ambos.” Este
conectivo é chamado de disjun¢do exclusiva de p e g. O valor 16gico de p @ ¢ € verdadeiro se p e
g tem valores 16gicos opostos, ou seja, exatamente um deles é verdadeiro. A tabela-verdade desse

conectivo é o f@fﬂ_% - (ﬁa 1)

V .
V.
F .

SIS S
=S IR S BRI

E importante observar que, em portugués, o conectivo “ou” pode significar tanto a disjuncio
inclusiva (V) quanto a disjuncio exclusiva (®). Por exemplo, na frase “o original foi enviado pelo
correio, ou [o original foi enviado] pelo malote,” entende-se que o “ou’ € exclusivo, pois o original
nao pode ter sido enviado pelos dois meios. Por outro lado, na frase “a bateria estd descarregada
ou o tanque estd vazio” o “ou’ deve ser entendido como inclusivo, pois nada impede que as duas
condig¢des sejam verdadeiras. A interpretacio correta geralmente depende do contexto, e em alguns
casos pode ser impossivel determinar qual dos dois sentidos é o que o autor da frase pretendia.

3.1.10 Precedéncia dos operadores logicos

Em uma proposi¢do que usa dois ou mais operadores 16gicos, como p V g A r, a ordem em que eles
devem ser aplicados é muito importante. Podemos sempre usar parénteses para indicar a ordem
correta, por exemplo (p V g) Arou p V (g A r). Observe que estas duas proposicdes podem ter
valores l6gicos diferentes, para certas proposicoes p, g, e r.

Assim como na algebra, € util estabelecer regras de precedéncia entre operadores, que determi-
nam uma ordem convencional de aplicacio mesmo na auséncia de parénteses, como na proposi¢ao
pVgAr.

A tabela a seguir estabelece as precedéncias tradicionais dos operadores 16gicos.
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Operador | Precedéncia
= 1
2
3
%)’<._.> 4

Assim, por exemplo, a proposi¢do -p A g — r ® s A u deve ser entendida como ((—p) A g) —
(re(sAv))

Para memorizar as prioridades relativas de A e V, basta lembrar que A (“e”), na dlgebra de
Boole, era representado por multiplicacdo;gnquanto que V (“ou”) era representado por uma soma
modificada. Assim, a proposi¢ao p V!q A ri por analogia com x + y X z, deve ser entendida como

~ EE—
pV(gAr)yendocomo (pVqg)Ar.
Em matematica, diz-se que uma operacdo * € associativa se (x x y) % z é igual a x x (y x 2),

quaisquer que sejam x, y, € z. Nesse caso, podemos omitir os parénteses dessaguas formulas, e
Rl AR

[IPh]

escrever simplesmente x * y x z. A soma e a multiplicacdo de nimeros S, por exemplo, sdo

operacdes associativas; enquanto que a subtracdo nao é.

Dentre os conectivos 16gicos que vimos até agora,|V, A, @ e < ko associativos. Portanto,
podemos escrever pVgVr,pAgAr,oup®qg®r,ou p&> g€ r, sem risco de ambiguidade. Por
outro lado, a férmula p — g — r é ambigua, pois (p — ¢) — r nao é equivalente a p — (g — r).
(Veja exercicios 3.4 e 3.5.) ——— —_—

E tradicional considerar @ como tendo menos prioridade que A. (Em parte, isso se deve ao uso
de “+4” para denotar & em certas dreas da matemdtica.) Por outro lado, ndo hd uma tradi¢ao forte
para interpretar combinagdes de @ com V, como p @ q V r.

Alguns autores usam a convencao de que férmulas com dois ou mais operadores nio associ-
ativos de mesma prioridade, como p — g — r, devem ser avaliadas da esquerda para a direita;
ou seja (p — g) — r. Note que esta convengao também € usada em dlgebra: a formula x —y — z
deve ser entendida como (x — y) — z, € ndo como x — (y — z). A mesma regra poderia ser usada
para interpretar p @ g V r. Mas, por via das dy VldaS ¢ aconselhdvel usar parénteses nesses casos.

O mesmo vale para — em relacdo a <, com(‘l p 5 q'<—> r. Para evitar equivocos, é aconselhdvel

sempre usar parenteses.

Exercicio 3.3: Um grupo de pessoas estd tentando pla?!jar um Mse.io turistico. Porém:

-— 1. Alice ai se Bento também for; A
2. Bento ndo vai se Carlos e Eunice forem; C N L ~> -‘ B v
3. Carlos, Dudu e Eunice conhecem o lugar, entdo um &des temﬁle i/ V c.~ D\l E
4. Dudu s6 vai se ou Carlos, ou Alice ou ambos forem; * D - A\/ ’ ’ ’
5. Carloﬁﬁo pode Jir se nem Alice nem Bento forem. = N ) 5 —9 -| Q
E possivel realizar esse passeio? Em caso afirmativo, quais compdsfcdes sio Vl@

Exercicio 3.4: Construa as tabelas-verdade dagfQrmulas fp > q¢) — r @—> (g — r). Elas sdo

equivalentes? ‘V ? F =

Exercicio 3.5: Construa as tabelas-verdade das formulas (p © q) o rep e (g o r). Elas sao

equivalentes? — @ v‘ Vs
- "

HAE

]
i
.‘I'I.<.T'
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Afirmacdes auto-referentes:

Um filésofo antigo foi condenado a morte por olhar sem querer para uma das mil esposas do sultdo.

O sultdo, em sua magnifica bondade, deu ao filésofo o direito de escolher o modo de ser morto.

O filésofo diria uma frase e, se fosse verdadeira, ele seria morto pelo Método 1. Caso contrario, Método 2.

Chega o tao esperado dia da execugao e todos aguardam a fala do fildésofo, que diz o seguinte:
"Eu morrerei pelo Método 2".

Se a frase for verdadeira, ele devera morrer pelo Método 1, mas ai a frase seria falsa.
Se a frase for falsa, ele devera morrer pelo Método 2, mas ai a frase seria verdadeira. Paradoxo.

Conclusao do Paradoxo: nem toda afirmacéo pode ser atribuida valor verdadeiro ou falso.
Em geral, tais paradoxos sédo obtidos com afirmagdes auto-referentes.

O sultao foi ingénuo de achar que toda frase pode ser definida como Verdadeira ou Falsa.
O filésofo foi esperto de criar uma frase que nao pode ser V nem F, escapando da morte.

Porque a frase do filésofo € dita auto-referente?

Porque ele basicamente esta dizendo a seguinte frase: "A minha frase é falsa".
Afirmacao auto-referente. Se a frase € V, entdo a frase é F. Se a frase € F, entdo a frase € V.
Paradoxo.



\\
! 'f o |:
3.2. AFIRMACOES AUTO-REFERENTES P - 37

om0
5 i —>r
3.2 Afirmacoes auto-referentes V]

Ja mencionamos que @ afirmacdes que referem a si meésmas, como| ‘esta sentenca € falsa”] ndo sdao

o VR . ~ 0 B eend
proposi¢des logicag Tais afirmacqes, reladionadas coho Pgradoxo do Barbeiro, sempre foram um

problema para a l6gica m aticpfque néras atisfatorias de lidar com elas.

Este problema surg 0 dely A5 IPacef que s erenciam entre si. Por
exemplo, na frase “a sentenca seghinte é falsa,@ senten¢a dnterior é vefdadeira”, embora possa
ser analisada como uma conjung@o p A ¢, ndo € uma afirmagao 16gica porque p ¢ uma afirmagao
sobre g e vice-versa. Um exemplo mais elaborado € o seig_.uinte

Exemplo 3.6: Considere uma lista de 100 proposicoes, pg, p1,- - -, P99, onde cada proposicdo p,

Je

TS
W 1

|

diz “exatamente n das proposicdes desta lista sdo falsas.”h\/ ‘33
Qv Lm F

Exercicio 3.6:

Sejam p e g as proposicdes “a eleicdo foi decidida” e “os votos foram contados”, respectivamente.
Expresse cada uma das proposi¢des compostas a seguir como uma sentenga em portugués.

a) -p

b) =pAgq

¢) ~q — —p .

d) =gV (=pAg) . . F
Exercicio 3.7: Demonstre, pelas tabelas-verdade, que hd casos em que p — g ¢ verdadeira, mas

sua reciproca q — p é falsa; e vice-versa. _— \/
FVv—a>Y F V .

Exercicio 3.8‘./Demonstre, pelas tabelas-verdade, que ha casos em que p — ¢ € verdadeira, mas
sua inversa (—p) — (—q)

[—

Exercicio 3.9: Demonstre, pelas tabelas-verdade, que a proposicdo p — ¢ e sua contrapositiva
(=q) — (=p) tem sempre o mesmo valor l6gico, quaisquer que sejam os valores 16gicos de p e de

q.

Exercicio 3.10: Prove que a inversa de uma implicagdo p — ¢ € a contrapositiva da reciproca.

Exercicio 3.11: Prove que a inversa de uma implicagdo p — ¢ é a reciproca da sua contrapositiva.
Sy

Exercicio 3.12: Considere que ].), —q e r sdo proposi¢des verdadeiras. Verifique quais das afirma¢de
. ————
sdo verdadeiras. . — _’.}—5—\
AV Pog ' K

b) g —p. \/ . .
dpeoq

C)p—>(qu).V \/
I’:

e) peor. -\/
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Exercicio 3.13: Um conectivo muito 1mp0rtaLte para pI‘O]etO de circuitos 16gicos € o operador
ndo-e ou (nand), que denotaremos por A, A, definido por p A ¢ = =(p A g). De maneira andloga
temos o operador ndo-ou ou (nor), denotado por V, e definido por p V ¢ = =(p V ¢). Construa as =]

tabelas-verdade dos operadores A e V.

ﬂ<<<
<ﬂﬂﬂ

\,f,

Exercicio 3.14: Encontre férmulas envolvendo os conectivoJ A, Ve —Lara as varidveis x e y da @

tabela-verdade abaixo:

b x <& 9->F
Sl
29 v

] vﬁﬂfb_'?e‘ﬂ

Exercicio 3.15: Construa a tabela-verdade de cada uma das proposu;oes

. .
—

a) (pAq)—>(qu).
b) (p = ¢q) — (g — p).

¢) (g—=-p) e (peg. — &/\_l q’)\, L—\PA’

d (pegepeo . e

e) (p®q) — (p®—q).

3.3 Manipulagio logica de proposicoes

O objetivo da 16gica proposicional € identificar as deducdes e transformacdes de proposi¢des com-
postas cuja validade independe da natureza das suas proposi¢des atdmicas, e dos valores 16gicos
destas. -

Por exemplo, veremos mais adiante que qualquer proposi¢ao composta da forma p A (p A q)
pode ser substituida por p A g; pois, qualquer que sejam as proposi¢des p € ¢, os valores 16gicos
depA(pAgepAq smnbre iguais. Nesta secao, veremos as principais regras deste tipo.

3.3.1 Tautologias e contradicoes

UmaEautologiaSé uma proposi¢do composta que é sempre verdadeira, quaisquer que sejam 0s
valores 16gicos das proposi¢des simples que a compdem. Ou seja, uma proposicdo composta
¢ uma tautologia se e somente se a coluna de resultado de sua tabela-verdade contém somente
valores l6gicos verdadeiros (V).

Por exemplo, a proposi¢do p V (—p) tem a seguinte tabela-verdade:

R
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VAF =F v
Favy —F

Podemos Foncluir entdao que a proposi¢dao p V (-p) € uma tautologia. Observe que a veracidade
de uma taljitologia € uma propriedade de sua forma, e € independente dos significados de suas
proposig¢dey simples. A tautologia mais simples é V.

Uma corkradigdo € uma proposigdo composta que € sempre falsa, quaisquer que sejam os valo-
res légicos ddg suas proposi¢des atdmicas. Portanto, uma proposicao composta € uma contradi¢ao
se, € somente e, sua tabela-verdade contém somente F na sua coluna final. E facil ver que a
proposigﬁc! p A (=p)|€ uma contradi¢do.

Em particular, a negac¢do de uma tautologia é sempre uma contradi¢do, e a negac¢do de uma

—

contradi¢c@o € uma tautologia. A contradicao mais simples € F.

Exercicio 3.16: Construa as tabelas-verdade das proposi¢des abaixo, e determine se elas sdo tau-
tologias, contradi¢des, ou nem uma nem outra.

'_a) (pA=q) = (qV —p).
b) -p — p.

— v F
¢) —p © p.
d) (pA=p)—p. \/ i:'
e) (pA-p)—q. V F

-

D) (pA=g) o (p— 9. '\/
Lg’) (p®q) ® (g p)).

Exercicio 3.17: Construa as tabelas-verdade das proposi¢des abaixo, e determine se elas sdo_tau-

tologias, contradi¢des, ou nemuma nem outra. Note que as féormulas dependem de 3 varidveis,
portanto a tabela verdade teﬁ@: 8 linhas. —

— > 9 (oD e pogon).
—, V@R ==

_—’_; 3.3.2 Equivaléncia logica ‘S E ';5 o

Duas proposi¢des compostas p e g sdo ditas logicamente equivalentes se elas t€ém valores 16gicos
iguais, para quaisquer combinagdes de valores 16gicos que sejam atribuidos as suas proposicoes
atdmicas. Em outras palavras, p e g sdo logicamente equivalentes se € somente se{ p e qlé uma
tautologia.

Por exemplo, podemos verificar, pela tabela-verdade, que as proposi¢cdes compostas p € —(—p)

sdo equivalentes, ou seja, que p < (—(-p)) é uma tautologia:
——

o) ? £ k)
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Este resultado é conhecido como lei da negacdo dupla.

Como outro exemplo, podemos verificar que a proposicdo p < g € equivalente a (p — q) A
(g = p); on seja, que (p < q) < ((p = g) A (g — p)) é uma tautologia:
-y O O

plalped]roala»p\p>Dr@-pP oo (-9 A@—p)
V..V \A \"A s Vv

V- |.F F F: V- F .V

F-|V F V. F- F .V

F-F * V. V. V .V

Assim cbmo a nga ou de ser contradi¢do, a equivaléncia légica de duas

proposi¢des depende apenas da sua forma, e nao depende do significado das proposi¢cdes atdmicas
que ocorrem nela. Assim, por exemplo, a proposicdo p <> g pode ser verdadeira, dependendo das
proposi¢des p e g; mas nem por isso p € logicamente equivalente a g.

Podemos dizer, portanto, que uma tautologia € uma proposicao logicamente equivalente a V; e
uma contradi¢@o € uma proposicao logicamente equivalente a F. -

Muito autores escrevem “<” ou ‘=", para dizer quép € lo?lc-amente equivalente a q\Entretanto
¢ importante notar que esse simbolo ndo é um operador 16gico. Em particular, o conceito de
equivaléncia légica entre féormulas nio deve ser confundido com o operador 16gico “&”.

6"

3.3.3 Equivaléncias légicas importantes

A seguir listaremos algumas equivaléncias l6gicas importantes. O leitor pode se convencer da
veracidade delas construindo as respectivas tabelas-verdade.

o Leis de elemento identidade:

. Leis da Negagdo:
- pAVequivalea p 9ag

— pV Fequivalea p "'"]j @ ‘
—pHVequlvaleaL 3 t —
- p®Fequivaleap @
E— ——
e Leis da idempoténcia:

— p A pequivalea p

— pV pequivalea p

('S

o Leis de dominacado:

— pV Vequivale a Y’_

- pA .llequlvale a F__’

e Leis da comutatividade:

— pVgequivaleagV p
— pAgequivaleag A p
——
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- peogequivaleag & p

- p®qgequivaleag®p

e Leis da associatividade:

—(pVg) VrequivaleapV(qVr)
_ (p/\q)/\requwaleap/\(q/\r)
- (p<_>q)<—>requ1valeap<—>(q<—>r)

- (p®g) ®requivaleap®(gdr)
e [Leis da distributividade: II-

S
. o 0
— pV(gAr)equivalea(pVg)A(pVr) J—\_'
- pA(gVr)equivalea(pAqg)V(pAr) P% 1 l\
@

- pA(@®r)equivalea(pAg)®(p Ar)

e Leis de De Morgan: Nao é distributiva

—

]

T - =a(pA ivalea —p V -
(P A g)equivalea =p v =g EXERCICIO

— =(p V g) equivale a =p A —q ‘ﬁbs o M'A‘D
e Leis da implicagdo
v [pA C-H
o Leis da equivaléncia
- (o g equivalea (p = ) A (g = p) (/\o (lf\l ﬁ-)

- (p © g)equivale a ~(p & q)
f

e Lei da contrapositiva: /F

- (p — ¢g) equivale a (—g) — (=p)

- (p — g) equivale g(=p V q) ' ﬁ
— =(p — g) equivale a (p A —q)

e Lei da reducdo ao absurdo:

— p — gequivalea (p A —q) —>®
S —

—

Exercicio 3.18: Verifique cada uma das equivaléncias acima, construindo a tabela-verdade para as
duas proposigdes.

Exercicio 3.19: Verifique quais das seguintes afirmagdes sdo corretas:

a) (-p A (pV q)) élogicamente equivalente a g. X

b) ((p — g) — r) € logicamente equivalente a (p — (g — r)). >§
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c) ((p & q) < r) élogicamente equivalente a (p < (g & r)). %

d) p — (g A r) élogicamente equivalente a (p — g) A (p — r).

(p V g) — r é logicamente equivalente a (p — r) A (g = r).
V v v V

Exercicio 3.20: E-a tabela-verdade para provar asil;és de abaF;'ﬁozl/

a) (pV (p A q)) élogicamente equivalente a p.

_
a) (pA(pV q)) é logicamente equivalente a p. < ©

e——

Exercicio 3.21: Quais proposi¢des sdo logicamente equivalentes?

a) pA-gq.
b) p—gq.
¢) =(=pV Q.

d) g > =p.

f) =(p — q).

e) pV q. 7)‘4 B@

g p— q.
=
h) —=p — —q. - (_'A A

oL0s Ionpan:

B)

Exercicio 3.22: Encontre uma férmula usando apenas 0s conectivos A e — que seja logicamente
equivalente a (r A —p) V (q A =r). Justifique sua resposta com a tabela-yerdade.

R Sluas ?S Va S q. AL
Exercicio 3.23: Considere a tabela-verdade abaixo de uma certa proposi¢ao composta F' formada
a partir de proposicdes elementares x, y € Z:

o < < <

IA—vE 47AVB

g < <L
SIS BRSNS IR B P
Mmoo < <o |

Escreva uma férmula equivalente a F, usando as variaveis x, y e z, e:

(a) apenas os operadores A, V e -

- —_—
(b) apenas os operadores - e — (i \6()

(DQA_WV\ 15)\/
(2n YT )

A7)

Exercicio 3.24: Encontre uma férmula usando apenas os conectivos — e — que seja logicamente
equivalente a p A g. Justifique sua resposta com a tabela-verdade.

a3 0PI (P
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Exercicio 3.25: Encontre uma uma proposi¢cao usando os conectivos — e @ que seja logicamente
equivalente a p V g. Justifique sua resposta com a tabela-verdade.

simples que sejam logicamente equivalentes as seguintes proposicoes:

a) ~(-p V@)V (pA-n. Gza(fh_'%—)v 'PA_lJ{)éa PA {_'?V
S gy (P ) e (ga )

Exercicio 3.26: Use as leis de equivaléncia lgica vistas acima para encontrar férmulas mais -)

—'-l /
3.3.4 Implicacao légica l_?\’ Rﬂ' _

Sejam p e g duas proposicdes. Dizemos que p implica logicamente g se p — g € uma tautologia.
Nesse caso, dizemos também que p — ¢ € uma implicacdo logica ou g € uma consequéncia logica
de p. Mais geralmente, sejam py, ps, ..., p, uma colecdo de proposicdes. Dizemos que essas
proposic¢des implicam logicamente g se (py A po A -+ A p,) — g € uma tautologia.

Observe que se uma implicacdo p — ¢ € verdadeira, sua conclusdo g pode ser verdadeira ou
falsa; mas se tanto a implicagdo quanto a hipdtese p sao verdadeiras, entdo a conclusdo g deve
ser verdadeira. Isto é, as proposi¢des p e p — ¢ implicam logicamente g. Isso significa que, se
estabelecemos de alguma forma que p é verdadeira, e que p — ¢ é verdadeira, podemos concluir
que g € verdadeira. Esta implicacdo légica é chamada lei do modus ponens e € frequentemente
usada nas demonstragdes de teoremas em matemdtica. Listaremos algumas implicagdes 16gicas
mais conhecidas. As letras p, g, r representam proposicdes arbitrarias.

o Lei da adicdo:

S p=p
— p implica logicamente p V ¢
e Lei da simplificagdo:

— p A g implica logicamente p /F A q/ $
e Lei do modus ponens:

- p € p — g implicam logicamente g /P N (-f % ‘Br\ %

o Lei do modus tollens:

— p — g e g implicam logicamente —p

(St i) > ?ﬂ/\L"rm) B 63 %h:)

-poge q—=r implicam logicamente p — r

e Silogismo disjuntivo:

— pV g e —pimplicam logicamente g
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e Demonstragdo por absurdo:

- p — F implicgddgicamente —p

0) simbolo frequetemente usado para significar “implica logicamente”. Entretanto, como
o simbolo “&”, ele ndo é um operador l16gico.

Exercicio 3.27: Verifique cada uma das implicagdes acima, construindo a tabela-verdade para as
duas proposigdes.

Exercicio 3.28: Verifique quais das seguintes afirmagdes sdo corretas:

v

v v .
a) (p — (g Vv r)) implica logicamente em (p — g).

¢) ((pV q) — r)implica logicamente em (p — r).

b) (p — g) implica logicamente em (ro p—q). \/ réﬂ) /\ (% _>).J % f%ﬂ_

d) ((p — g) A —p) implica logicamente em —gq. x ) e
e) (p < q) implica logicamente em (p — ¢). @@ -)9 Alq_—)fj $ F 'q‘

f) (p — ¢) implica logicamente em (p < q)_x
g) (p — g) implica logicamente em gq. X

i) (p — q) A (g — r) implica logicamente em (p — r).
o C—

silogismo hipotético

3.3.5 Equivaléncia em contexto especifico

As equivaléncias e implicac¢des ldgicas acima sdo absolutas, isto €, podem ser usadas quaisquer
que sejam as proposi¢des simples representadas pelas varidveis.

Neste sentido, por exemplo as férmulas p < g e p A g ndo sdo equivalentes; pois, quando
substituimos p = F e ¢ = F, a primeira € verdadeira e a segunda € falsa. Porém, se soubermos de
alguma maneira, que a afirmacao p V g € verdadeira, entdo a combinacdo p = F e ¢ = F ndo pode
ocorrer. As tabelas-verdade dessas férmulas sdo:

AV AN INAVAY
O O Vi ——F
F V| F=F | V
VF F——F |V
VV V4V |V

Observe que, em todos os casos onde a formula p VvV g € verdadeira, a afirmacdo p < ¢ tem o
mesmo valor 16gico de que p A g. Portanto, supondo que p Vv q é verdade, podemos dizer que as
duas outras proposicdes sdo logicamente equivalentes.

Em geral, podemos dizer que duas proposi¢des compostas sdo equivalentes se tiverem 0 mesmo
valor 16gico para todas as combinagdes de valores de suas proposi¢des simples gue forem permiti-
das pelos fatos conhecidos sobre as mesmas.

.‘B
q‘:l

~. 7 Y
h) (pV q) A (=p V r) implica logicamente em (g V r). (—I q_'—) )’\( = 7L % -‘%-
Shiad v |

n
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3.4\ Sintese de proposicoes

3.4.1 Formas normais disjuntivas e conjuntivas
——— e

Dada uma tabela-verdade com determinadas varidveis l6gicas, € sempre possivel construir uma
proposi¢do composta com essas mesmas varidveis que tem essa tabela-verdade.

Podemos construir essa proposi¢do considerando todas as linhas da tabela em que o resultado
desejado é verdadeiro, e escrevendo para cada linha uma sub-férmula l16gica que € verdadeira para
essa combinacdo de valores das varidveis, e falsa para todas as outras combinagdes. A disjuncio
de todas essas formulas € a proposic¢ao desejada.

Por exemplo, suponha que queremos construir uma proposicao r que tem esta tabela-verdade:

P q|r
F F (D
v
v

F V
V F
v v |©
Para a segunda linha, precisamos de uma sub-férmula que seja V apenas quando p = Feg = V.

Para isso podemos usar a férmula (—=p) Aq. Para a terceira linha, a féormula é p A (—g). A proposicao
desejada € entdo

((=p) A q)@(p A (2q))
A sub-foérmula correspondente a cada linha com resultado V é uma conjun¢do de todas varidveis
ou de suas negacgodes. Especificamente, uma varidvel deve ser negada na sub-formula se e somente
se nessa linha ela tem valor F.

A férmula obtida desta maneira — uma disjuncdo d juncoes, cujos termos sao varidveis
ou suas negagdes — € chamada d&;orma normal disjuntiva.i onstru¢do acima nos permite
concluir que toda proposi¢do composta tem uma forma normal Wsjuntiva que lhe € logicamente
equivalente.

Outra maneira de construir uma proposicao a partir de sua tabela\yerdade é considerar cada
linha em que o resultado desejado é_F, e escrever uma férmula queNy falsa apenas para essa

combinacdo de varidveis. Esta formula pode ser uma disjuncdo das varf§yeis e suas negacoes.

A conjungdo dessas formulas € a proposicao desejada. A partir da tabela acimg, por exemplo,
obteriamos
(v DEIP) v (=) Z

A férmula assim obtida é chamada delforma normal conjuntiva.

Exercicio 3.29: Considere a tabela-verdade abaixo: }__\-
(pv YA — e (PR
F V F|V]
EAFVTIA TN o g o)
Cpervan) A TR\
V V VIF

(—"FVTQ\-V TL}/\ 7 /Q'-‘A“\E‘_/\'\TL
C Py Ty )
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1. Construa uma proposi¢do composta na forma normal disjuntiva com essa tabela-verdade.

2. Idem, na forma normal conjuntiva.

Exercicio 3.30: Sejam x1, x2, ..., x5 cinco varidveis 16gicas. Escreva uma férmula usando apenas
essas varidveis e os operadores A, V e —, equivalente a afirmacdo “pelo menos duas e no maximo
trés dessas variaveis sdo verdadeiras.”

3.4.2 Sistemas completos de operadores

A constru¢do da forma normal disjuntiva (ou conjuntiva) permite concluir que toda proposicao
composta, usando quaisquer conectivos, € logicamente equivalente a outra proposicdo que usa
apenas os conectivos| V, A e —J Dizemos entdo que estes trés conectivos formam um sistema

completo de operadores 16gicos. . ] A A E @ - i..l F\ N -1 E)

Exercicio 3.31: Prove que os conectivos|A e ﬂ,?sozinhos, constituem um sistema completo de

operadores l6gicos. Idem para Vv e —.
Av B HANB)

Exercicio 3.32: Prove que os conectivog@ e _Aj sozinhos, constituem um sistema Sompleto de
operadores logicos. (Dica: prove que € possivel obter o operador — combinando esses dois opera-

dores.) A A@ V

Exercicio 3.33: Prove que o COHGCthOM sozinho, constitui um sistema completo de ope-

A B~ (A5 8. AL B (An B)
ﬂAﬁ)Agg Dualidade logica 1 A <> QT\

Seja p uma proposicao que usa apenas os conectivos V, A, e . A proposicdo dual € obtida a partir
de p trocando-se toda ocorréncia de V por A, e vice-versa; bem como toda ocorréncia de T por
F, e vice-versa. Por exemplo, a dual da proposicdo (p A =q) Vré (p vV =g) A r. A dual de uma
proposi¢ao p € geralmente denotada por p*. Note que (p*)*, a dual da dual, € a proposi¢do original

p-

Em geral, p e p* ndo s@o logicamente equivalentes. Entretanto, se p é uma tautologia, p* é uma
contradi¢do, e vice-versa. Além disso, prova-se que se duas proposi¢des p e g sdo equivalentes,
entdo p* e ¢* sdo equivalentes, e vice-versa. Esta propriedade nos permite obter equivaléncias
l6gicas a partir de equivaléncias ja demonstradas.

Por exemplo, considere as duas leis de distributividade, de A sobre V e V sobre A:

pA(qVr)éequivalentea(p Aq)V (pAr)

pV(gAr)éequivalentea(pVg)A(pVr)

Uma vez provada a primeira equivaléncia, ndo precisamos provar a segunda: basta observar que
pV(gAr)éaproposiciodualde pA(gVr),e(pVg A(pVr)éadualde (p Aq)V (pAT).

Exercicio 3.34: Escreva a proposi¢do dual de (p A g¢) V =(p V r).
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Exercicio 3.35: Qual é a relagao entre as tabelas-verdade de uma proposicio p e de sua proposi¢ao
dual p*?

Exercicio 3.36: Encontre uma proposi¢do composta com duas varidveis logicas, que seja logica-
mente equivalente a sua proposicao dual usando apenas os operadores V, A e = .

Exercicio 3.37: Para definir o dual de um operador 16gico bindrio qualquer ©, basta encontrar
uma férmula equivalente a p © g que use apenas os operadores A, V, € =, e definir um operador ®
tal que p ® g seja equivalente a proposicdo dual dessa féormula. Use este processo para definir os
operadores duais de <, ®, —, V e A. Em cada caso, determine se o dual é um operador conhecido.

3.6 Logica de Predicados

Uma proposigdo aberta é uma proposi¢cao que depende de uma ou mais varidveis, por exemplo

e “x+ 1 ¢ maior que x”.

e “o quadrado de x é 16”.

e “x é um nimero primo”. P(S ’gJ - \!

j(xJ\ﬁ) ~ o]“x € maior que y”". ID (a lB) - F

o “x+y=2x+7"

Em geral, o valor 16gico de uma proposi¢ao aberta depende dos valores das varidveis que nela
ocorrem. Por exemplo, a frase “x € maior que y” é verdadeira se os valores de x e y forem 7 e 4,
mas € falsa se os valores forem 10 e 21. )

Para certos valores, a frase pode até mesmo nado fazer sentido: por exemplo, “x € maior que
y” ndo faz sentido se x e y forem nimeros complexos, ou se x for uma matriz e y for um nimero
real. Com esta ressalva, sempre que substituimos as varidveis de uma proposicdo aberta por va-
lores aceitdveis obtemos uma proposicdo fechada que nao depende de nenhuma varidvel — e que
portanto pode ser tratada como uma proposicao atdmica do calculo proposicional.

No restante deste capitulo, usaremos letras mintsculas x, y, z para denotar varidveis. Usa-
remos também letras maidsculas P, Q, R, ..., seguidas por uma lista de varidveis distintas en-
tre parénteses, para denotar proposicdes abertas que dependem dessas varidveis. Por exemplo, a
notacdo P(x) pode representar a frase “x € um nimero primo”, e Q(x,y) pode representar “y é
maior que x”.

Os simbolos P, Q, R, ...sdo chamados de predicados, e podem ser entendidos como fungdes
que, dados valores das varidveis, assumem um valor l6gico (F ou V). Como na élgebra, de-
pois de definido um predicado P(xy, x,, ..., X,), usaremos a notagao P(vy, v,,...,v,) para indicar a
substituicao da varidvel x; pelo valor vy, x, pelo valor v,, etc.. Por exemplo, se Q(x,y) foi definido
como a proposicao aberta “y € maior que x”, entdo Q(3,z + 1) representa a afirmagdo “z + 1 é
maior que 3”. Supde-se, também, que todas as ocorréncias da mesma varidvel na proposicao sao
substituidas pelo mesmo valor.
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3.6.1 Quantificacao universal V

A substituicdo de varidveis por valores explicitos ndo € a Unica maneira de transformar uma
proposi¢ao aberta em uma_proposicdo atomica. Outra maneira € a chamada quantificacdo uni-

versal, que € uma afirmacao do tipo “para todo x no conjunto D, P(x)”.
Denotaremos esta frase por (Vx € D)P(x). Nesta frase, D (o dominio da quantificacao) pode ser
qualquer conjunto previamente definido, x pode ser qualquer varidvel, e P(x) qualquer proposi¢ao
que depende dessa varidvel, que tenha valor 16gico bem definido sempre que x for substituido por
um elemento de D.

Por definicdo, a frase (Vx € D) P(x) é verdadeira se, e somente se, a proposi¢ao P(x) for sempre
verdadeira quando substituimos varidvel x por qualquer elemento do conjunto D. Se houver um
(ou mais de um) elemento de DWP(X) falsa quando atribuido a varidvel x, entdo a frase
(Vx € D) P(x) é falsa.

Por exemplo, se P(x) representa a frase “x + 1 € maior que X", entdo a frase “(Vx € Z) P(x)”
€ verdadeira, pois, se substituirmos x por qualquer nimero inteiro, a afirmacdo P(x) serd sempre
verdadeira. .

Por outro lado, se P(x) representa a frase “x € um nimero primo”, entdo a frase “(Vx € N) P(x)”
¢ falsa; pois, embora as afirmacdes P(3) e P(17) sejam verdadeiras, a afirmagdo P(6) (por exemplo)
é falsa. - T I

Em geral, se o dominio D € um conjunto finito, com elementos vy, v,,--- ,V,, entdo a frase
(Vx € D) P(x) é equivalente a P(vi) A P(v2) A -+ A P(v,).

Exercicio 3.38: Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, e suponha que P(x) significa “ x é par
”, Q(x) significa *“x € divisivel por 3” e R(x) significa “x € divisivel por 4. Escreva em linguagem
natural (portugués) cada uma das proposicdes a seguir, e determine seu valor-verdade:

a) (Vx eN)P(x).

b) (Vx e N) P(x) vV Q(x).

¢c) (VxeN)P(x) —» Qx).

d) (Vx e N)P(x)V R(x).

e) (Vx e N)P(x) AR(x).

f) (Vx € N)R(x) = P(x).

g) (Vx e N)P(x) = —~0(x).
h) (Vx e N)P(x) — P(x + 2).
1) (VxeN)R(x) » R(x +4).
D (VxeN) Q) —» O(x + 1).

3.6.2 Quantificacao existencial

Outra maneira de transformar uma proposi¢ao aberta em fechada € através da quantificagdo exis-
tencial, que tem a forma “existe um x no conjunto D tal que P(x)”.

Denotaremos esta frase por (dx € D) P(x). Aqui também, o dominio D da quantificagdo pode
ser qualquer conjunto ja definido; x pode ser qualquer varidvel; e P(x) qualquer proposi¢do que
depende dessa varidvel.
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Por definicdo, a frase “(dx € D) P(x)” € verdadeira se, e somente se, existir pelo menos um
elemento de D que, atribuido a varidvel x, torna a afirmac¢do P(x) verdadeira. A frase “(dx €
D) P(x)” é falsa se, e somente se, ndo existe nenhum elemento de D com essa propriedade.

Se D € um conjunto finito com elementos vy, vy, - - -, v,, entdo a frase (Ax € D) P(x) € equiva-
lente a P(vi) V P(vp) V --- V P(v,).

Como exemplo, denotemos por P(x) o predicado “x € um ntimero primo”. A proposi¢do (dx €
N) P(x) é verdadeira, pois, por exemplo, a afirmacdo P(7) (“7 € um nimero primo”) é verdadeira,
e 7 é um elemento de N. Por outro lado, se Q(y) é a proposicao aberta “y € igual a y + 17, entdo
a frase “(dy € R) Q(y)” € falsa; pois, qualquer niimero real que for atribuido a y, a afirmacao Q(y)
(“yéigualay+ 17) ¢é falsa.

Exercicio 3.39: Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, e suponha que P(x) significa ‘x € par”,
Q(x) significa “x é divisivel por 3” e R(x) significa “x € divisivel por 4”. Escreva em linguagem
natural (portugués) cada uma das proposicdes a seguir, e determine seu valor-verdade:

a) (Ax € N)R(x) l/ F

b) (Ax e N) P(x) Vv O(x)

&) (Ax € N) P(x) — Q(x‘). / —— @ l_)f_) A Q(’JL* '\\

d) AxeN)Q(x) — Q(x+ 1). l/
e) AxeN)P(x) » Q(x+ 1). V

13

Exercicio 3.40: Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, P(x y) € “x+2 > y”. Escreva as
proposi¢des listadas abaixo em linguagem natural (portugués) e atribua o valor-verdade correspon-
dente a cada uma delas:

a) (Ax e N)(Vy € N) P(x, y). F-
b) (3x € N)@y € N) P(x, y). V

c) (VxeN)(Vy e N) P(x,y). F_
d) (Vx e N)(dy € N) P(x, ). v

Al ac: ?Qﬁ\

Na matematica sdo comuns afirmacdes do tipo “‘existe_ um unico x no conjunto D tal que P(x).”
Esta afirmacdo € frequentemente denotada por (d!x € D) P(x). Esta férmula pode ser escrita em
termos dos quantificadores ja definidos:

3.6.3 Quantificador de existéncia e unicidade

(Axe D) P(X))@(Vx € D)(Vy € D) (P(x) A P(y)) = x = y))

Se o dominio D € finito, por exemplo D = {xy, X, ..., X,,}, a proposicdo (I!x € D) P(x) significa
que uma, e apenas uma, das afirmagdes P(x;), P(x,), ..., P(x,) é verdadeira.
— ——
Exercicio 3.41: Seja D = {x1,x2,...,x,} para algum n > 3. A afirmagdo ('x € D) P(x) equivale

a P(xl) @ P(Xz) G- P P(xn)" Esen =27 Justlﬁque suas respostas.

PO Ply)e POs) | PL)® Ply)
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3.6.4 Quantificacao sobre o conjunto vazio 3)“ : Q(‘R) A P()C)

A afirmagdo “existe um estudante com mais de duzentos anos que gosta de fisica” é obviamente
falsa; pois nem sequer existem estudantes com essa idade, muito menos que gostem de fisica.
Esta afirmacdo pode ser escrita (dx € D) P(x), onde D é o conjunto dos estudantes com mais de
duzentos anos de idade, e P(x) denota a afirmacao “x gosta de fisica”. De modo geral, se 0 dominio
D é vazio, a afirmacio “(Ax € D) P(x)” € falsa, qualquer que seja o predicado P.

Considere agora a afirmacgdo: “todos os estudantes com mais de duzentos anos de idade gostam
de fisica.” Qual o valor légico desta frase?

Na notagdo acima, esta afirmacdo pode ser escrita (Vx € D) P(x). A questdo é: qual o valor
l6gico da afirmacdo “P(x) € verdadeira, para qualquer elemento x de D”, se D nio tem nenhum
elemento?

Verifica-se que, quando o dominio D € vazio, a interpretacio mais consistente é considerar a
frase (Vx € D) P(x) verdadeira, qualquer que seja o predicado P. Dizemos que tais afirmacgdes
sdo verdadeiras por vacuidade. Em particular, a frase “todos os estudantes com mais de duzentos

anos de idade gostam de fisica” deve ser considerada verdadeira.
\dx : Q (<] P(T\)

3.6.5 Calculo de predicados

A drea dalégica que trata de predicados e quantificadores é chamada cdlculo de predicados. Assim
como no célculo proposicional, no célculo de predicados estudam-se as regras de raciocinio que
valem para quaisquer predicados. Em particular, estamos interessados em equivaléncias logicas e
implicacoes logicas entre proposi¢des com quantificadores.

Assim como no cdlculo proposicional, definimos uma tautologia do calculo de predicados
como sendo uma proposicdo com dominios e predicados simbdlicos que € verdadeira quaisquer

que sejam as defini¢des que adotemos para os mesmos. Um exemplo trivial € a proposicao “(Vx €

D) P(x) V =P(x)”. Dizemos também que duas proposi¢des quantificadas p e g sdo logicamente
equivalentes se p < g é uma tautologia, e que p implica logicamente q se p — g € uma tautologia.
Por outro lado, uma contradicdo € uma proposig¢do que € falsa quaisquer que sejam as defini¢Oes
adotadas para seus predicados; como, por exemplo, “(dx € D) P(x) A = P(x)”.

3.6.6 Negacao de quantificadores

Um exemplo importante de equivaléncia légica no cédlculo de predicados sdo as regras para negagdo
de quantificadores:

e —[(Vx € D) P(x)] é equivalente a (dx € D) =P(x)

e —[(dx € D) P(x)] é equivalente a (Yx € D) = P(x)

Ou seja, podemos trocar as posi¢des do operador de negacdo e do quantificador, desde que
também troquemos o tipo de quantificador (¥ por 1, e vice-versa). Ressaltamos que estas equi-
valéncias valem para qualquer predicado P e qualquer dominio D, e, naturalmente, qualquer que
seja a varidvel usada nos quantificadores.

Por exemplo, considere a afirmagdo (Vn € N)n+1 > 2. O valor 16gico dessa afirmacao € falso,
pois a proposicdo aberta “n+1 > 2” ndo vale quandon = 0 (0+1) = 1 e 1 ndo é maior que 2). Por

2
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outro lado, este mesmo exemplo mostra que existe um » tal que a afirmacao contrdria “n + 1 < 2”
€ verdadeira; isto é, que (dn € D)n + 1 < 2 € verdadeira.

Lembramos que V, de certa forma, representa varias conjuncdes (A); no mesmo sentido que
que_d representa vdrias disjuncoes (V). Observe portanto que as regras para disjunc¢do de quantifi-
cadores sdo andlogas as leis de De Morgan para negacdo de A e V.

Estas regras valem também quando o dominio D é vazio. Alids, a principal justificativa para
a regra da secdo 3.6.4 € justamente fazer com que as regras de negacdo de quantificadores sejam
validas em todos os casos. Por exemplo, considere a afirmagao “existe um estudante com mais
de duzentos anos de idade que néo gosta de fisica”, ou seja (dx € D) =P(x) onde D € o conjunto
(vazio) dos “estudantes com mais de duzentos anos”, e P(x) € a frase ~x gosta de fisica”. Esta
afirmacdo é obviamente falsa; e portanto sua negacdo, —((dx € D) =P(x)), deveria ser verdadeira.
De fato, pelas regras acima, a negacdo desta frase —((dx € D) =P(x)) é (Yx € D) =—P(x), ou seja
(Vx € D) P(x); e, conforme definimos na se¢do 3.6.4, esta afirmacdo tem valor l6gico verdadeiro.

3.6.7 Distributividade de quantificadores

Em alguns casos, € possivel trocar a ordem de quantificadores com outros conectivos 16gicos. Por
exemplo, lembrando que V representa uma série de conjungdes A, e que J representa uma série de

disjungdes V, podemos concluir que
o (Vx € D)(P(x) A Q(x)) equliva;e a ((Vx € D) P(x)) ((Vx € D) O(x)).

e (dx € D) (P(x) vV Q(x)) equivale a ((dx € D) P(x))@((flx € D) O(x)).

3.6.8 Traduzindo linguagem natural para proposicoes quantificadas

A codificacdo de proposi¢des da linguagem natural em férmulas com quantificadores nem sempre
€ facil. Na linguagem natural, muitas vezes os quantificadores e/ou o domimio estdo implicitos.

Por exemplo, considere a seguinte afirmacao: “macacos gostam de bananas.”Nesta afirmacao,
ha um quantificador universal implicito: “todos os macacos gostam de bananas. ” Sua formalizacao
¢é portanto (Yx € M) B(x) onde M é o conjunto dos macacos, e B(x) € o predicado “x gosta de ba-
nana.”

Outro exemplo € a afirmacdio “existe um x tal que x> = 5”. O valor 16gico dessa afirmacgio
depende do dominio; se escrevermos (dx € N) x? = 5, a afirmacdo € falsa; se escrevermos (dx €
R) x~ =5, ela € verdadeira. Neste caso, o dominio correto s6 pode ser determinado pelo contexto
da afirmacao.

Virias expressdes podem ser usadas na lingua portuguesa para expressar os quantificadores:

e “para qualquer x em D, P(x)”,
e “se x é um elemento genérico de D, entdo P(x)”,
e “um elemento que estd em D sempre satisfaz P(x)”,

e “para quem estd em D, vale P(x)”, \d‘

e “algum elemento de D satisfaz P(x)"}
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e “hd elementos em D para os quais P(x) vale”. —i

Ha também muitas expressoes para a negacao dos quantificadores: 6 ? ( )
“nenhum x em D satisfaz P(x)”, ( L 3'5 . ? L"&j % :

e “nem todo x em D satisfaz P(x)”,

e “ndo hd elemento x em D que satisfaca P(x)”, o .
e “ninguém em D satifaz P(x)”, J )

e “para nenhum x em D vale P(x)”,

e “quando x estd em D, a afirmacao P(x) nem sempre € verdadeira.”

Na linguagem natural, muitas vezes o quantificador estd no meio ou no fim da sentenga:

. ‘f(x) vale para todo x em D”, i‘- . P Lx'\

e “P(x) é verdade para algum x em D", 3& ? ‘4")4_

e “P(x) vale sempre que x estd em D”,

e “P(x) ndo € verdade para alguns elementos x de D”.

Uma maneira de verificar se uma férmula com quantificadores representa corretamente uma
afirmacdo em linguagem natural € trocar os quantificadores por meio das regras de negacdo,
traduzir o resultado novamente para a linguagem natural, e conferir se o sentido € o mesmo
que o original. Por exemplo, suponha que representemos a frase ‘“nenhum gorila € bonito” por
—(dx € F)B(x), onde F € o conjunto de gorilas, e B(x) significa “x € bonito”. Pelas regras de
negacao, esta frase € equivalente a (Vx € F) - B(x), ou seja, “todos os gorilas sdo feios”.

E preciso tomar cuidado com certas frases em lingua natural cujo sentido é ambiguo. Por
exemplo, “um elemento x de D satisfaz P(x)” pode significar tanto (Yx € D) P(x) quanto (dx €
D) P(x).

Exercicio 3.42: Escreva as afirmagdes abaixo na forma simbdlica, definindo os predicados e 0s
dominios dos quantificadores. LI
PLO—
Todo triangulo equilatero é equidngulo. t E

b) Todos os estudantes gostam de fisica.

¢) Alguns estudantes ndo gostam de fisica. V Y C E 3 &( x)J

d) Cada pessoa tem uma mae.

e) Pelo menos uma das letras da palavra banana é uma vogal.
f) Entre todos os inteiros exitem alguns que sdo primos.
g) Um dia do préximo més é domingo.

h) Alguns inteiros sdo pares e divisiveis por 3.
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i) Alguns inteiros sdo pares ou divisiveis por 3.
j) x?> — 14 = 0 tem uma solucdo positiva.
h) Toda solucdo de x> — 14 = 0 é positiva.
k) Nenhuma solugio de x*> — 14 = 0 é positiva.
1) Existe algum estudante de direito que ndo € brasileiro.
m) Todo estudante de direito tem um celular.
n) Ninguém é perfeito.

0) Alguém ¢ perfeito. 5 x.' P kx) V)C' 1 ka)

p) Todos os nossos amigos sdo perfeitos.

q) Algum de nossos amigos é perfeito.
r) Todos sdo nossos amigos e sdo perfeitos.
s) Ninguém € nosso amigo ou alguém nio € perfeito.

t) Apenas um de nossos amigos € perfeito.
Exercicio 3.43: Expresse, em portugués, a negacdo de cada uma das proposi¢des do exercicio 3.42.

Exercicio 3.44: Expresse a negacdo de cada uma das proposicdes do exercicio 3.39 em forma
simbdlica e em linguagem natural (portugués).

3.6.9 Mudanca de dominio

A regra abaixo permite restringir o dominio das quanti?cag()es universais: camundongo - rato queijo
0 o e 9
e Asafirmacdes D C E e (Vx € E) P(x) implicam logicamente (Yx € D) P(x).

Ou seja, uma quantiﬁcagéonerdadeira continua verdadeira sengrmos o dominio . ‘*?‘
a qualquer subconjunto do mesmo. Por exemplo, se sabemos que “todo ruminante tem quatro
patas”, e que as zebras sdo um subconjunto dos ruminantes, podemos concluir que “todas as zebras P‘r'
tem quatro patas’.
Reciprocamente, a regra abaixo permite ampliar o dominio de quantificacdes existenciais:
—L mamifero pescogo-longo

e As afirmacdes D C E e (dx € D) P(x) implicam logicamente (dx € E) P(x). (girafa)
girafa

Ou seja, uma quantiﬁcagéonerdadeira continua verdadeira se ampliarmos o dominio.
Por exemplo, se sabemos que “existe um boi preto”, e que os bois sao um subconjunto dos S
nantes, podemos concluir que “existe um ruminante preto”.

Outras regras permitem mudar o domino no sentido contrario, com ressalvas na férmula quan-
tificada:

e Se D C E, aafirmagdo (Yx € D) P(x) € logicamente equivalente a (Vx € E) (x € D — P(x)).

e Se D C E, a afirmacgdo (dx € D) P(x) é logicamente equivalente a (dx € E) (x € D A P(x)).

rato queijo \i

mamifero pescoco-longo (girafa)
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Por exemplo, se aceitarmos que os pagapaios sdo um subconjunto dos animais, a afirmagao
“todo papagaio tem um bico” equivale a dizer “todo animal, se for um papagaio, tem um bico;” E
a afirmacdo “existe um papagaio amarelo” equivale a dizer que “existe um animal que € papagaio
e é amarelo.”

Um erro comum € confundir as duas regras, e mudar o dominio do quantificador universal com
A ao invés de —. Por exemplo, traduzir a afirmac¢ao “todo macaco gosta de banana” pela formula
(Vx € A)(x € M) A B(x), onde A é o conjunto dos animais, M € o conjunto dos macacos, e B(x)
significa “x gosta de banana”. Esta férmula na verdade significa “todo animal é macaco e gosta
de banana”, que € bem diferente do sentido original. A férmula correta seria (Vx € A) (x € M) —
B(x), que, pelas regras acima, equivale a (Yx € M) B(x).

O erro simétrico € usar — ao mudar o dominio do quantificador existencial. Por exemplo,
representar a afirmacao (falsa) “existe um macaco que voa” por (dx € A) (x € M) — V(x), onde
A € o conjunto dos animais, M o conjunto dos macacos, e V(x) significa “x voa”. Esta férmula na
verdade significa “existe um animal que, se for macaco, voa”. Esta afirmag¢ao é verdadeira, pois
basta considerar um x em A \ M (um animal que ndo € macaco) e a frase (x € M) — V(x) fica
F — V(x) e portanto verdadeira. A férmula correta seria (dx € A) (x € M) A V(x), que ¢é falsa
como a original.

Exercicio 3.45: Em cada um dos casos abaixo, procure determinar se as duas proposi¢cdes sao
logicalmente equivalentes:

a) (VxeA)P(x)) A ((Yx € B) P(x)) equivale a (Vx € AU B) P(x)?
b (dx € A) P(x)) V (dx € B) Q(x)) equivale a (dx € AU B) (P(x) V Q(x))?
c) (VxeA)P(x)) V ((Yx € B) P(x)) equivale a (Yx € AU B) P(x)?
d) (Ax € A) P(x)) A ((Ax € B) Q(x)) equivale a (Ax € A U B) (P(x) V Q(x))?

3.6.10 Quantificadores miiltiplos F ( |

Se uma proposi¢ao aberta menciona mais de uma varidvel, é preciso mais de um quantificador —
um para cada varidvel distinta — para transforma-la numa proposicao fechada. Por exemplo, se
escolhermos Z como o dominio, hd oito maneiras de transformar a afirmacio aberta “x +y = 2x”
em uma proposicao fechada:

VMxeZ) VyeZ)x+y=2x|(VyeZ) VxeZ)x+y=2x
MVMxeZ)AyeZ)x+y=2x\TAyeZ)(VxeZ)x+y=2x
AxeZ)VyeZ)x+y=2x |(VyeZ)AxeZ)x+y =2x
_(_1&Z)(3yeZ)x+y:2x~(Ely€Z)(3 €Z)x+y="2x

A ordem dos quantificadores pode ser muito importante. Por exemplo, a férmula (Vx € Z)(dy €

Z) x +y = 2x significa “para todo inteiro x, existe um inteiro y (que pode ser diferente para cada
x!) tal que x + y = 2x”. Esta afirmagdo é verdadeira, pois, para cada x, basta tomatly = xJpara
satisfazer a condigdo. Por outro lado, a férmula (dy € Z)(Yx € Z) x + y = 2x significa “existe um
inteiro y tal que, para todo inteiro x (e esse mesmo y!), x +y = 2x". Esta frase € falsa, pois, como
x+y=2x¢éo mesmo que y = x, ela equivale a dizer que “existe um inteiro y que € igual a todos

0s inteiros”.
———
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De modo geral, sempre podemos trocar a ordem de dois quantificadores do mesmo tipo (ambos
¥, ou ambos ). Ou seja, para quaiquer variaveis, dominios e predicados,

o A férmula (Vx € D)(Vy € E) P(x,y) é logicamente equivalente a (Yy € E)(Vx € D) P(x, )

e A férmula (Ax € D)(dy € E) P(x, y) é logicamente equivalente a (dy € E)(dx € D) P(x,y)

Quando um quantificador sobre uma varidvel € aplicado a uma proposi¢do aberta que depende
dessa varidvel, dizemos que cada ocorréncia dessa varidvel na proposicao estd amarrada ao quan-
tificador. Todas as demais varidveis que ocorrem na proposicao continuam /ivres. Por exemplo, na
féormula (Vx € R) x> + x —y > z/(x + y), as trés ocorréncias de x em x° + x —y > z/(x + y) estdo
amarradas, enquanto que as duas ocorréncias de y e a ocorréncia de z estdo livres.

Enquanto houver varidveis livres, a formula continua sendo uma proposi¢ao aberta. A férmula
s6 € uma proposicao fechada quando todas as varidveis estiverem amarradas.

Por influéncia da linguagem natural, alguns autores as vezes escrevem o simbolo quantificador
(especialmente ‘V’) depois da férmula l6gica quantificada, como por exemplo em “P(x), Yx € D.”
Entretanto, este estilo deve ser evitado, pois pode gerar ambiguidade — especialmente quando hd
varios quantificadores envolvidos. Considere, por exemplo “(Ax € Z)x+y =0, Vy € Z.”

Exercicio 3.46: Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, P(x,y) € “x + 2 > y”. Escreva as
proposi¢des listadas abaixo em linguagem natural (portugués) e atribua o valor-verdade correspon-

dente a cada uma delas: :

@) (¥x e )@y e N) P(x, y).\/ > \)B

b) (vx e N)(¥y € M) P(x, ). D>
c) (Vy e N)(Ax e N) P(x,y). V

Exercicio 3.47: Determine o valor verdade de cada uma das proposi¢oes:

a) (Vn € N)@m € N) (n? < m).

b) (@n e N)(Vm € N) (n < m?).

¢) (An e N)(Ym € N) (nm = m).

d) (Yn e N)@m e N) (n+m = 0).

e) AneN)(Vm e N)(n-m =m).

f) (An € N)Am € N) (n?> + m? = 5).

g) (3n e N)@m € N) (n* + m? = 25).

h)y @meN)YdmeN)Yn+m=4An—m=1).
Y @neN)@meN)mn+m=4An—m=2).
) (VneN)VmeN)dp eN)(p =(n+m)/2).
k) (VxeR)Ty e R)(x* = y).

) (Yx e )@y € R) (x = y?).

m) (AxeR)VyeR)(x-y=0).

n (AxeR)FAyeR)(x+y#y+ x).

—

—t
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0 VxeR)x#0->TAyeR)(x-y=1).

p @xeR)VyeR)Yy#0 - (x-y=1)).

qQ VxeR)(AyeR)(x+y=1).

1) @AxeR)( Ay eR)(x+2y =2A2x+4y =)5).
) (VxeR)AyeR)(x+y=2A2x—-y=1).
t) VxeR)VyeR)dzeR)(z=(x+Yy)/2).

Exercicio 3.48: Encontre a negagao e o valor-verdade de cada uma das proposi¢des do exercicio 3.47.

3.6.11 Escopo de um quantificador

A parte da féormula onde um quantificador tem efeito é chamada de escopo do quantificador. Por
convengdo, o escopo € toda a parte da férmula que segue ao quantificador; mas podemos usar
parénteses para limitar esse escopo. Por exemplo, na férmula ((Yx € D) P(x)) A (Ax € E) O(x)) V
_R(x), o escopo do primeiro quantificador € apenas P(x), o do segundo quantificador € Q(x), e a
“formula R(x) esta fora do escopo de ambos — ou seja, a ocorréncia de x em R(x) ainda est4 livre.

3.6.12 Omissdo do dominio V.:L (’JJ'L pcx]\ A L-arL u"'j\ v.

O dominio da quantificagdo pode ser omitido em dois_cases. Enrprimeiro lugar, deywem.algram
contexto, todos os quantificadores tiverem o mesmo doriinio D, podemos anunciar esse fato no
inicio, e escrever apenas (Yx) P(x) ou (dx) P(x), em vez de (%x € D) P(x) ou (dx € D) P(x).

Exercicio 3.49: Escreva, em portugués, as seguintes proposi¢des, supando que R(x) significa “x é
um rato,” Q(x) significa “x come queijo,” e o dominio consiste de todos oS arinais

a) (Yx)R(x) = O(x).
b) (Vx)R(x) A O(x).
a) (Ax)R(x) — O(x).
b) (dx) R(x) A O(x).

Para evitar a quantificacdo sobre dominios, alguns autores supdem que existe um conjunto
universal U cujos elementos sdo todos os elementos de todos os conjuntos que podem vir a ser
usados em quantificadores. Nesse caso, podemos usar as equivaléncias l6gicas da se¢do 3.6.9 para
trocar qualquer dominio D pelo dominio universal U:

e (Vx € D) P(x) equivale a (Vx € U) (x € D) — P(x).

e (dx € D) P(x) equivale a (dx € U) (x € D) A P(x).

Com estas transformacdes, todos os quantificadores passam a ter 0 mesmo dominio U, que
pode ser entdo omitido. Isto é,

e em vez de (Vx € D) P(x), pode-se escrever (Vx) (x € D) — P(x).
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e em vez de (dx € D) P(x), pode-se escrever (dx) (x € D) A P(x).

Entretanto, uma vez que conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos, todos os conjun-
tos — inclusive o préprio conjunto universal U — deveriam ser elementos de U. Mas permitir
que um conjunto seja elemento de si mesmo pode levar a férmulas que ndo fazem sentido (ndo sdo
nem verdadeiras nem falsas), como “seja X o conjunto de todos os elementos que ndo pertencem
a X.” Por essa razdo, muitos 16gicos evitam o conceito de “conjunto universal”, e usam dominios
explicitos em todos os quantificadores.
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Capitulo 4

Métodos de Demonstracao

Como
Queriamos
Demonstrar

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo 1, demonstra¢des sao instrumentos usados por uma pessoa para convencer
outras pessoas (ou a si mesma) de que uma afirmagao é verdadeira. Toda demonstragdo precisa
partir de algumas defini¢des e/ou afirmacdes basicas — chamadas axiomas ou postulados — que
ambas as partes aceitam como verdadeiras, e/ou afirmacdes que foram previamente demonstradas.

Para ser convincente, uma demonstracdo somente pode usar afirmagdes e regras de raciocinio
que as duas partes consideram vélidas. Em geral, podem ser usadas as equivaléncias e implicacdes
l16gicas vistas nos capitulos anteriores. Podem também ser usadas as regras de manipulacdo de

59
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férmulas da dlgebra e da teoria de conjuntos.

Uma afirmacdo devidamente demonstrada é chamada de reorema (palavra derivada de uma
expressio grega que significa “verdade dos Deuses”). Um teorema que ¢ demonstrado apenas para
ajudar na prova de um outro teorema € chamado de lema. Um coroldrio de um teorema € outro
teorema que é consequéncia do primeiro, e cuja demonstracao € relativamente simples.

4.1.1 Definicoes

Uma demonstragdo também pode usar definicoes que tenham sido feitas previamente. Uma defini¢ao
precisa ser completa, isto €, deve espmms as propriedades que identificam exatamente o
conceito definido. Deve ser também precisa, de modo que o leitor ndo tenha dividas sobre seu sig-
nificado. Por convencdo, o termo definido é enfatizado por ocasido de sua definicdo. Por exemplo:

Deﬁnigﬁo 4.1:| Um inteiro n é um muiltiplo de um inteiro p se, € somente se, existe um
inteiro g tal que n = pq.

Observe que esta definicdo ndo deixa ddvidas: para quaisquer inteiros n e p, ela permite ao
leitor decidir se n € ou ndo multiplo de p. Por outro lado, ela s6 vale no dominio dos inteiros. O
ndmero 7 é um multiplo de V172 Esta defini¢do ndo diz nem que sim, nem que ndo. Enquanto o
conceito de “multiplo” nao for definido para nimeros reais, essa frase nao tem sentido: ela ndo é
nem verdadeira nem falsa, e portanto ndo € uma proposicao légica.

Observe também que, na afirmac¢do que define o conceito, as varidveis n e p sdo livres, enquanto
que g estd amarrada no quantificador “existe”. Formalmente, podemos entender esta declaracdo
como a defini¢cdo de um predicado M(*“é multiplo de””) com dois parAmetros (n e p).

Esta definicdo pode ser usada em demonstragdes como se fosse um axioma, ou seja ela nos
autoriza a supor que a afirmacao

(¥n, p € Z) (n é um miltiplo de p)(©)(Tg € Z)n = pg)

¢ verdadeira. (Q:») M (’ﬂ ) P]

Uma vez que um conceito foi definido, ele pode ser usado em outras definicoes:

Definicao 4.2: Um inteiro p divide um inteiro n (€ um divisor de n) se, e somente se, n é
multiplo de p.

Observe o uso do conectivo 1dgico “se e somente se” (<) nestas defini¢des. Este conectivo
permite ao leitor decidir se uma entidade qualquer do dominio se enquadra ou ndo na defini¢ao.
Portanto toda defini¢@o € se e somente se.

Entretanto, em textos matematicos e técnicos € comum encontrar definicdes que usam apenas
a palavra “se” quando o autor na verdade quer dizer “se e somente se.” Por exemplo:

Definicao 4.3: Um inteiro n € par se ele € multiplo de 2.

Esta definicdo deve ser entendida como “um inteiro n € par se, e somente se, n ¢ multiplo de
2”. Eis outro exemplo:

Definicao 4.4: Se um inteiro nao € par, dizemos que ele € impar.
Ha outros formatos de definicdo que ndo usam nem ““se” nem “se e somente se”’. Por exemplo:

Definicao 4.5: Um niimero primo é um niimero inteiro maior que 1, que ndo tem nenhum
divisor exceto 1 e ele mesmo.
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4.1.2 Conjecturas

Uma conjetura (ou conjectura) € uma afirmacgao para a qual ainda ndo existe prova. Em geral, este
termo ¢ usado quando se suspeita que a afirmacao seja verdadeira. Se uma conjetura é finalmente
demonstrada, ela se torna um teorema. Por outro lado, se for encontrada uma demonstra¢ao da
negacdo da conjetura, dizemos que a mesma foi refutada. Enquanto nenhuma das duas coisas
ocorre, diz-se que a conjetura continua aberta.

Um exemplo famoso € a conjetura de Fermat: “se n > 2, a equagdo x" +y" = 7" ndo tem
solucOes inteiras positivas.” Esta conjetura foi encontrada em um livro que pertenceu ao ma-
temadtico Pierre de Fermat (1601-1665), que escreveu na margem “tenho uma linda demonstragao,
mas ela ndo cabe nesta margem.” Apesar de inimeros esforcos por matematicos de todo o mundo,
a afirmag@o permaneceu como conjetura por mais de 300 anos. Em 1995, finalmente, o matematico
inglés Andrew Wiles publicou uma demonstracdo com mais de 200 paginas. Hoje a conjetura é
conhecida como o ultimo teorema de Fermat.

Outro exemplo famoso € a conjetura das quatro cores: “todo mapa pode ser pintado com
no maximo quatro cores, de modo que paises vizinhos tenham cores diferentes.” Esta conjetura
foi enunciada em 1852 por Francis Guthrie (1831-1899), mas somente foi provada em 1976 por
Kenneth Appel e Wolfgang Haken, utilizando um computador. Em 1994 foi produzida u;n_a?rova
simplificada por Paul Seymour, Neil Robertson, Daniel Sanders e Robin Thomas, mas continua
sendo impossivel demonstrar o teorema sem recorrer a um computador.

Ha varias conjeturas famosas que ainda estdo abertas. A conjetura de Goldbach, formulada
pelo matematico alemao Christian Goldbach em 1742, afirma que todo niimero inteiro par maior
que 2 é a soma de dois niimeros primos. Testes com computadores mostram que esta afirmacao
¢ verdadeira para todos os inteiros pares entre 4 e 4 X 10'* (400 trilhdes); mas obviamente estes
testes ndo constituem uma prova.

O monge e matemdtico francés Marin Mersenne (1585—-1648) investigou os nimeros M, =
2" — 1, onde n € um nimero primo. Estes nimeros, hoje, sdo chamados niimeros de Mersenne.
Ele observou que os nimeros M, = 3, M3 = 7, Ms = 31, e M; = 127 sdo primos; mas o
nimero seguinte, M;; = 2047, nao é primo (2047 = 23 x 89). Depois de verificar mais al-
guns casos, ele conjecturou que M,, € primo para todo n em {2,3,5,7,13,17,19, 31,67, 127,257}.
Porém, em 1876 Edouard Lucas (1842-1891) provou que Mg; = 27 — 1 ndo era primo, e por-
tanto a conjetura de Mersenne era falsa. Entretanto, sua prova ndo exibia os fatores de Mgy,
apenas provava que eles existiam. Em 1903, Frank Nelson Cole (1861-1926) apresentou uma
palesta em uma conferéncia de matemaética, com o titulo vago On the Factorisation of Large Num-
bers. Sem dizer nada, Cole primeiro escreveu 257 — 1 no quadro negro, e fez os calculos a mao,
obtendo o valor 147573952589676412927. Na outra metade do quadro, ele escreveu o produto
193707721 x 761838257287, e fez a multiplicacdo a mdo, obtendo o mesmo resultado. A platéia
aplaudiu em pé. Depois ele contou que tinha levado trés anos, trabalhando todos os domingos,
para encontrar essa fatoracao.

4.1.3 Métodos de demonstracao

Existem teoremas que tem muitas demonstragdes diferentes. Qual é a melhor €, até certo ponto,
uma questao de gosto, e depende para quem a demonstracao € dirigida. Em geral, quanto mais curta
a prova, melhor; mas ha outros critérios, como a facilidade de compreensao, a simplicidade dos

Livro "Proofs from THE BOOK".
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passos, etc.. De modo geral, quando ndo sabemos se uma afirmacao é verdadeira, nossa primeira
preocupacio € encontrar uma demonstracdo que nos convenca. Para convencer outras pessoas,
entretanto, devemos cuidar para que a demonstracao seja, além de correta, também simples, clara
e objetiva, tanto quanto possivel.

Ha vérios métodos de demonstracdo (estilos, estratégias, esquemas, etc.) que sio frequente-
mente usados em matemdtica. Em geral, a mesma demonstragcdo pode ser reformulada e rearran-
jada de modo a se enquadrar em véarios esquemas distintos. Dependendo do caso, algumas dessas
versdes podem ser mais faceis de encontrar, escrever e entender do que outras. No restante deste
capitulo vamos descrever algumas técnicas frequentemente utilizadas em provas.

4.2 Demonstracao de implicacoes (:D) /P :)> q’

No decorrer de muitas demonstragdes, temos que provar implicagoes da formalp — g,|isto € se p
€ verdadeira, entdo q também €. A afirmacgdo p é chamada de hipdtese, premissa ou condi¢do, e a
afirmacio g é chamada de fese ou conclusdo.

4.2.1 Meétodo direto

No método direto de demonstracao, supomos que a hipétese p € verdadeira, e usamos uma sequéncia
T —

de proposig¢des que sdo consequéncias l6gicas das anteriores, até obter a tese g. Esta sequéncia de

passos prova a implica¢do p — ¢. Por exemplo, digamos que € preciso provar a afirmacao

Teorema 4.1: Se m e n sdo inteiros pares, entdo m + n é par.
Podemos escrever a seguinte demonstragao:

Prova:

Suponha que m € par. (Hipdtese.)

Suponha que n € par. (Hipétese.)

Existe um inteiro r tal que m = 2r. (Defini¢do de “par”).
Existe um inteiro s tal que n = 2s. (Defini¢do de “par”).
m+n=2r+2s=2r+s). (De3ed4, por dlgebra.)
Seja t = r + 5. (Introducdo de varidvel.)

Existe um inteiro ¢ tal que m + n = 2¢t. (De 6.)

S R A

m + n € par. (Definicao de “par”, dada 6. Tese.)

Fim.

Supde-se que cada um dos passos acima € um raciocinio simples o bastante para ser aceito como
vdlido pelo leitor. Estritamente falando, cada passo deveria ser uma aplicacdo de uma regra de
inferéncia, tirada de uma lista fixa de regras que todos os matematicos aceitam como vélidas e fun-
damentais. Uma das regras comumente aceitas, por exemplo, é a regra de modus ponens: se ja de-
monstramos que uma proposi¢ao p € verdade, e que p — ¢, entdo podemos considerar a proposicao
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g demonstrada. Mais geralmente, qualquer das implica¢des 16gicas vistas na sec@o 3.3.4 pode ser

C— ~ ~ L. . .
um passo de uma demonstracdo. Outras regras sdo necessdrias para lidar com quantificadores,

como nos passos 5—7 da prova acima (veja se¢oes 4.4—4.5).

Na pritica, os passos sdo escritos de maneira muito abreviada, na suposicdo de que o leitor
consegue perceber as regras de inferéncia usadas nas entrelinhas, e explicitd-las se for preciso. Por
exemplo, a demonstragdo acima normalmente seria escrita da seguinte maneira:

Prova:

Suponha que m e n sdo inteiros pares. Por defini¢do de nimero “par”, existem inteiros r
estaisquem = 2ren = 2s. Logom+n = 2r +2s = 2(r + s). Como r + s € inteiro,
concluimos que o inteiro m + n € par, pela definicdo. Isto prova que, se m e n sdo pares,

m + n € par.
Fim. m, n pares => m=2A, n=2B para A e B inteiros => m+n=2(A+B)
—— , . - .
Logo m+n é par, pois A+B é inteiro

Exercicio 4.1: Demonstre que o produto de um inteiro par por um inteiro impar é par.

m par e n impar => existem inteiros A e B: m=2A e n=2B+1 => m*n = [A(ZB+1)] que € par.

Exercicio 4.2: Demonstre que se r é um nimero racional dlferente de zero, entdo 1 . € racional.

Seja r = p/q racional com p e q diferentes de 0. Logo 1/r = g/p com p diferente de 0 e portanto é racional.

i

X
QQ

2
N/

Exercicio 4.3: Demonstre que, para quaisquer conjuntos A, B, C ¢ D, as seguintes afirmagoes sdo

sempre verdadeiras ¢ D % — ¢C OD :b I#A‘B
e SexeA,(A\B)C(CnNnD)ex¢ D,entdo x € B. :|'> 'DCGAHB%IE&

e Se Be Csdodisjuntos, AC Ce x € A, entdo x ¢ B. IEA:D xQC -=D o & ¢ E

OSexeCe(Aﬂd ntaoxeé(A\

=< = —XE Bj 2 =XC Ql: A-© (dois casos a analisar: A e ~A)

Exercicio 4.4: Sejam X, X», Y|, Y> subconjuntos de um conjunto U. Suponha que Xl UX,=Ue
YINnY,=0,que X; C Y eque X, C Y, Prove que X = Y1 e Xo =Y.

= A A = 525 £16V5 Ny

4.2.2 Meétodo da contrapositiva \/u U7 <E \?2‘_ Xq

No método da contrapositiva, para provar a afirmacdo p — ¢, supomos que a negagdo da tese

—¢q € verdadeira, e procuramos uma sequéncia de deducgdes l6gicas que termina com a negacao da

hipétese —p. Esta sequéncia de passos prova que (—g) — (—p). Como vimos na se¢io 3.3.2, esta
afirmacdo é logicamente equivalente a p — ¢, que portanto também estd provada.
Por exemplo, digamos que € necessario provar a afirmacao:

Teorema 4.2: Se n?> é um inteiro par, entio n & par.

Prova:

Suponha que n € impar. Pela defini¢dao de “impar”, existe um inteiro k tal que n = 2k + 1.
Portanto n®> = (2k + 1)? = 4k> + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1. Como 2k> + 2k é um inteiro, pela
defini¢do de “fmpar” concluimos que n? é impar.

Pela regra da contrapositiva, isto prova que, se n’

par.

€ um inteiro par, entdo n € um inteiro
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Fim.

a, b inteiros

nimpar => n?*3 é impar => n”3+5 é par
Exercicio 4.5: Demonstre que, para todo inteiro n, se n’

(4a+0F= 4b+0

+ 5 € impar, entdo n € par.

Exercicio 4.6: Seja n um ndmero inteiro da forma 4k + 3, k > 0. Demonstre que ndo existem (4at1) = 4b+1
inteiros x, y tais que x> + y* = n. 3 2
=>x + ya= 4b+0 ou 4b+1 ou 4b+2 (4a+2) = 4b+0
4.2.3 Método de reducao ao absurdo 2
(4a+3) = 4b+1
O método de reducdo ao absurdo (também chamado de prova indireta ou por contradigdo), baseia-
se na equivaléncia l6gica entre a férmula (p — ¢) e a férmula (p A =g) — F, vista na sec¢do 3.3.2.
Neste método, para provar a afirmagdo p — ¢, supomos que tanto a hipétese p quanto a negacao
da tese —¢g s@o verdadeiras, e procuramos uma sequéncia de dedugdes logicas que termina com
uma contradi¢do (uma afirma¢do com valor légico F). Isto prova a afirmacdo (p A ng) — F, e
portanto também a afirmagdo equivalente a p — gq.

Por este método, a afirmacao

Teorema 4.3: Se m e n sdo inteiros pares, entdo m + n € um inteiro par
pode ser provada desta maneira:

Prova:

Suponhamos que m e n sdo inteiros pares € m + n € um inteiro impar; vamos mostrar que
estas suposicdes levam a uma contradigao.

Pela definicdo de “par”, existem r e s inteiros tais que m = 2r e n = 2s. Pela defini¢do
de “impar”, existe um inteiro jtal que m + n = 2j + 1. Logo 2r + 25 = 2j + 1, ou seja,
r+s— j=1/2. Isto é falso pois r + s — j € um inteiro.

Esta contradi¢do prova que, se m e n sdo inteiros pares, m + n € um inteiro par.

Fim.

Exercicio 4.7: Seja n um ndmero inteiro da forma 4k + 3, k > 0. Escreva uma demonstra¢io
detalhada de ndio existem inteiros x, y tais que x> + y* = n.

) . | x racional e y irracional => x+y irracional
Exercicio 4.8: Demonstre que a soma de um nimero racional com um ndmero irracional € um

nimero irracional. Suponha x racional, y irracional, mas z=x+y racional.

Logo y = z-x é racional, pois € a diferenca entre 2 numeros racionais. Contradicido
Exercicio 4.9: Demonstre que o nimero V2 é irracional.

Exercicio 4.10: Sejam x, y, z niimeros reais. Demonstre que pelo menos um deles é maior ou igual
a média aritmética dos trés.

Exercicio 4.11: Demonstre que, se p é um inteiro fmpar, entio a equagio x>
solucgdo inteira.

+ x — p = 0 ndo tem

Exercicio 4.12: Demonstre que, se r € um nimero irracional, entdo % é irracional.

Suponha rirracional, mas 1/r racional. Logo 1/r = p/q com p e q inteiros => r = g/p. Contradicao



Ex. 4.9.|Su

F#> Foa? 2 f° ”AHH””““

ponha que raiz de 2 € um racional p/q, onde p/q é uma fragao irredutivel.

Fracao irredutivel significa que nao se pode simplificar mais.
Por exemplo, 24/90 = 8/30 = 4/15 (basta dividir pelo mdc; nesse exemplo 6)

P=AK pf KeZ

:Dg,'_a ;)K;):&‘E{_SL_FAP\ :D q_9 PAR

Contradicéo, pois p/q ndo e irredutivel com p e q sendo pares.

Exercicio:|Prove que raiz quadrada de 3 ¢ irracional. \

Ex. 4.10:

Suponha que X,y e z sdo menores que (x+y+z)/3.

Ex. 4.11:

Suponha

U seja, 2x<y+z, 2y<x+z e que 2z<x+y. Portanto, 2x+2y+2z < (y+z)+(x+z)+(x+y)

Ou seja, 2x + 2y + 2z < 2x + 2y + 2z. Contradicao.

Sejam x1 e x2 as raizes da equacao. Sabe-se que x1+x2 = -1 e que x1*x2 = -p, que é IMPAR.

que x1 é inteiro. Entdo x2 = -1-x1 = - (x1 + 1) também ¢é inteiro.

Além do mais, x1 é PAR se e s6 se x2 é IMPAR. Portanto, x1 * x2 é o produto de um PAR vezes um IMPAR.

Logo, x1 * x2 é PAR. Contradigéo.
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4.2.4 Implicacao com tese conjuntiva (Uma hipotese prova muitas teses)

Para provar uma conjuncdo de duas afirmacdes p A g, basta provar cada uma das afirmacdes sepa-
radamente.

Em particular, para provar uma implicacdo da forma p — (g A r), podemos observar que
ela equivale logicamente a afirmagdo “(p — ¢) A (p — r)”. Portanto, basta provar cada uma
destas duas implicacdes separadamente. Se usarmos o método direto para provar cada implicagao,
supomos que p € verdadeira; provamos entio g; € provamos em seguida r.

Por exemplo, considere o teorema abaixo:

Teorema 4.4: Se 6 divide um inteiro n, entdao 2 divide n e 3 divide n.

Prova:

Se 6 divide n entdo existe um inteiro k tal que n = 6k. Entdo, n = 2(3k), logo 2 divide n.
Temos também que n = 3(2k), logo 3 divide n. Portanto 2 divide n e 3 divide n.
Fim.

Provar cada tese separadamente

Depois de provar a parte p — ¢, podemos supor que g também é verdadeira, o que pode
facilitar a prova de r. Ou seja, para provar p — (g A r), podemos provar “p — ¢” e em seguida
“(pNg) > 1.

Essa andlise pode ser estendida para tese com trés ou mais termos, isto é, p — (g1 Aga2 Aq3 -+ - A
gn) € equivalente a (p = q1) A(p = g2) A+ A(p = qu).

. Uma mesma tese é confirmada mesmo
4.2.5 Implicacao com hipotese disjuntiva com muitas possibilidades nas hipoteses

Suponha que é necessdrio provar uma implicacdo da forma (p V q) — r, onde a hipdtese é uma
disjuncdo de duas afirmacdes. Pode-se verificar que esta implicacao equivale a (p — r) A (g — 1).
(Note a troca de ‘v’ por ‘A’.) Portanto, basta provar cada uma destas duas implicagdes separada-
mente.

Assim como na secdo 4.2.4 podemos estender essa técnica para hipdteses com trés ou mais
termos. Observamos que (p; V p, V+---V p,) = gequivalea (p; = Q)A(p2 > QA A(p, — q)
e se cada uma das implicacdes for provada pelo método direto, a demonstracdo consistird de uma
lista de casos:

e Caso 1: Supomos que p; vale. Provamos g. Divisdo da demonstragao em casos.
Provar que cada caso funciona.

e Caso 2: Supomos que p, vale. provamos gq.
o ...
e Caso n: Supomos que p, vale. Provamos q.
Note que os casos nao precisam ser mutuamente exclusivos. Por exemplo:

Teorema 4.5: Para quaiquer inteiros m e n, se m for par ou n for par, entdo mn € par.
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Prova:

Sejam m e n inteiros quaisquer. Temos dois casos (nao exclusivos):

e Caso 1: m € par. Pela defini¢do, existe um inteiro g tal que m = 2q. Nesse caso,
mn = (2g)n = 2(nq), e portanto mn € par.

e Caso 2: n é par. pela definicdo, existe um inteiro r tal que n = 2r. Nesse caso
mn = m(2r) = 2(mr), e portanto mn é par.

Portanto, se m € par ou n € par, mn € par.

Fim.

Muitas vezes 0s casos ndo sao 6bvios no enunciado, e tem que ser intuidos. Por exemplo, considere
este teorema:

Teorema 4.6: Se o nimero inteiro n ndo € divisivel por 3, entdo seu quadrado tem resto 1
quando <#vistwet por 3.

dividido
Prova:
Seja n um inteiro nao divisivel por 3. Podemos escrever n = 3p + r, onde p e r sdo inteiros
eré1ou?2. Ention’> = Bp +r)* = 9p* + 6pr + r*. Note que 9p? + 6pr é um miiltiplo de

3 Pormmteere Temos dois casos:

e Caso 1: r = 1, entdo 7> = 1, cujo resto na divisdo por 3 é 1.

e Caso 2: r = 2, entdo r> = 4, cujo resto na divisdo por 3 é 1.

Portanto, o resto de n* é 1.

Fim. Suponha que existe
solucdocomxey
|_sendo inteiros.
Exercicio 4.13: Demonstre que no existem solucdes inteiras x e y para a equacio x> + 3y> = 8.
Na divisao por 3, 2 deixa sempre resto 0 ou 1 (nunca 2). Logo 2 + 3y2 nunca deixa resto 2. Contradic&o.
Exercicio 4.14: Demonstre que, se x e y sdo nimeros reais, entdo max(x,y) + min(x,y) = x+y

x=max(x,y) e y=min(x,y) => max(x,y)+min(x,y) = x+y. y=max(x,y) € x=min(x,y) => max(x,y)+min(x,y) = x+y.
Exercicio 4.15: Demonstre que o quadrado de um nimero inteiro, ndo divisivel por 5, tem resto 1
5 5 ou 4 quando dividido por 5.
(5k+p) ™= 25k™+10kp + p2, onde p=1,2,30u4 => p2= 1, 4, 9=5+4 ou 16=15+1 n=10k +p
Exercicio 4.16: Demonstre que o algarismo das unidades do quadrado de qualquer inteiro n é 0, 1,
4,5,60u09. 2
2 => =0,1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81
n? = (10k + p)2 =100k“+ 20kp + p2 , onde p=0,1,2,3,4.5,6,7,8,9 P
Exercicio 4.17: Demonstre que o algarismo das unidades da quarta poténcia de qualquer inteiro n
n2= 10a+b  €0,1,50u6.
onde b=0,1,4,5,6.0u9 => n*= 100a>+20ab+b” , onde b2 = 0, 1, 16, 25, 36 ou 81.
Exercicio 4.18: Demonstre que, para todo inteiro n, se n nao é divisivel nem por 2 nem por 3,
entio n’> — 1 é divisivel por 24.

n nao é divisivel por 3 => n-1 ou n+1 é divisivel por 3.
néimpar => n-1 e n+1 sdo pares => n-1 ou n+1 é multiplo de 4.

Portanto n2 -1 =(n-1)*(n+1) é divisivel por 3*2*4 = 24.
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4.3 | Demonstracoes de afirmacoes “se e somente se”’ 4:{>

Outro tipo comum de teorema tem a forma p < ¢, ou seja, “p vale se e somente se g vale.”

Para demonstrar este tipo de teorema, podemos usar a equivaléncia ldgica entre as afirmacoes
p e qge(p— q) A(g — p). Ouseja, dividimos a demonstracdo em duas partes: (1) prova que
p — ¢q; (2) prova que g — p. Por exemplo:

Teorema 4.7: Os inteiros x e y sdo ambos impares se, € somente se, o produto xy é impar.

Prova:

Sejam x e y inteiros quaisquer.

e Parte (1): provaremos que, se x € y sdo impares, entdo xy € impar. Se x e y sdo
impares, por defini¢do existem inteiros r e s tais que x = 2r+1 ey = 2s+ 1. Portanto
xy=Qr+1)2s+1)=2(rs+r+s)+ 1. Como rs + r + s € um inteiro, concluimos
que xy € impar.

e Parte (2): provaremos que, se xy ¢ impar, entdo x e y sdo ambos impares. Ou seja
(pela contrapositiva), que se x € par ou y € par, entdo xy é par. Temos dois casos (ndo
exclusivos):

— Caso (a): x é par. Neste caso existe um inteiro r tal que x = 2r. Portanto
xy = (2r)y = 2(ry). Como ry € inteiro, concluimos que xy € par.

— Caso (b): y é par. Entdo existe um inteiro s tal que y = 2s. Portanto xy = x(2s) =
2(xs). Como xs € inteiro, concluimos que xy € par.

Fim.

Observe que neste exemplo usamos o método da contrapositiva na segunda parte. Com essa
escolha, que € bastante comum, a prova de p < ¢ passa a ser (1) prova de que|p — ¢;| (2) prova
de que|(—p) — (=9).

Exercicio 4.19: Prove que um nimero inteiro positivo n é impar se, e somente se, Sn + 6 é {mpar.
n impar => 5n+6 impar. n par => 5n+6 par
Este método pode ser generalizado para afirmacdes com trés ou mais termos, como (p; <

P2)A(p2 & p3)A---A(p.—1 < pn). Observe que esta afirmacdo significa que, no contexto corrente,
todas as afirmacdes pi, pa, ..., p, sdo equivalentes. Esta afirmagdo é logicamente equivalente a
(p1 = p2) A(p2 = p3) A= A(pa-1t = pu) A (pn = p1)- Por exemplo:

Teorema 4.8: Para todo inteiro n, as seguintes afirmacdes sdao equivalentes:

1. n € um numero par
2. n—1 € um nimero impar

3. n? é um niimero par.

Prova:
npar => n-1impar => npar => n2par => n par

_—

AL 2 A
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Parte (1): vamos provar que se n € par entdo n — 1 é impar. Como n € par, por defini¢ao
existe um inteiro r tal que n = 2r. Logo,n—1 =2r—-1=2(r—-1)+ 1. Comor—1¢
inteiro, concluimos que n — 1 é impar.

Parte (2) vamos provar que, se n — 1 é impar, entdo n* é par. Como n — 1 é impar, existe
um inteiro stalque n—1 =2s+ 1. Logon = 2s+ 1)+ 1 =2(s+ 1),e n* = 2(s + 1))* =
2(2(s + 1)%). Como 2(s + 1)? é inteiro, concluimos que n? é par. Portanto n> = 4(k + 1)> =
2(2(k + 1)?) é par.

Parte (3) vamos provar que, se n’ é par, entdo n é par. Esta afirmacdo é verdadeira pelo
teorema 4.2.

Fim.

/) N
1= 3p px) (47F )

Exercicio 4.20: Demonstre que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

L (30 P() A () (PG) = ¥ = ). 1=> A 5;> 1

2. Ax)Vy) P(y) & y = x.
3. (Ax) P(x) A (¥))(V2) (P(Y) A P(2)) = y =2)

Exercicio 4.21: Demonstre que, se x e y sdo ndmeros reais, as seguintes afirmacdes sdo equivalen-
tes:

(1) => x<y => 2x <x+y => (2)
1. x é menor que y.

(2) => 2x<xty => x<y => x+ty <2y => (3)

2. A média aritmética de x e y € maior que x.

3. A média aritmética de x e y é menor que y.

(3) => xty <2y => x<y => (1)

Algumas vezes € possivel demonstrar afirmacdes do tipo p < ¢ sem dividir as duas implicagoes.
Por exemplo, em alguns casos € possivel obter g a partir de p (ou vice-versa) através de uma cadeia
de equivaléncias l6gicas. Essa cadeia entdo € uma prova de que p < g.

Teorema 4.9: Sejam A e B conjuntos. Prove que (A C B) & (AN B = 0).

Prova:
AC B A C B é equivalente a (Vx € A) x € B; que é equivalente a (Vx € A) x ¢ B. Esta afirmacio
- € equivalente a (Vx)(x € A) — (x ¢ B), que € equivalente a (Vx), =((x € A) A (x € B)).
@ Pela definic@o de intersecc¢do, esta afirmagdo equivalea A N B = (.

Vj::JCE A—)F;:nq':‘B =) Vgc: :ﬁ#/—\ v IéB @D \/x ) La: C—/'\ N IGEJ]@RBB:gﬁ

Exercicio 4.22: Em cada item abaixo, encontre e prove uma condi¢do necessdria e suficiente
¢ sobre dois conjuntos A e B para que a férmula seja verdadeira, qualquer que seja o conjunto X.

a) AUXNB)=(AuX)n BY.
b) A\(X\B)=(A\X)\B)



3 AV (NR) = (AUX)N D &y (Aux) (wB)= (ar) &
5 hup=b &= ACE
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4.4 Regras para quantificadores universais

Todo homem é mortal.

4.4.1 Instanciacio universal Socrates € homem.
_ Logo, Sécrates € mortal.

No decorrer de uma prova, uma vez que tivermos estabelecido a veracidade de uma afirmagao do
tipo (Vx € D) P(x), podemos afirmar P(c) para qualquer elemento ¢ do dominio D. Por exemplo,
se tivermos provado que “para todo inteiro x, 2* > x*”, podemos imediatamente concluir que
2418 > 4182, Esta regra é chamada de instanciacdo universal.

4.4.2 Generalizacao universal

Por outro lado, se o objetivo € provar uma afirmacao do tipo (Yx € D) P(x), podemos comecar su-
pondo que x é um elemento de D escolhido arbitrariamente, e omitir o quantificador no restante da
prova. Se, com essa suposi¢cdo, conseguirmos provar a afirmagao P(x), podemos concluir que o te-
orema original (com o quantificador) é verdadeiro. Este altimo passo € chamado de generalizagdo
universal ou suspensdo do quantificador universal.

O mesmo método pode ser usado para varios quantificadores universais encaixados. Por exem-
plo:

Teorema 4.10: Para quaisquer niimeros reais x € y, (x + y)> — (x — y)* = 4xy.
Prova: \/
Sejam x e y dois nimeros reais quaisquer.

Pelo teorema do bindmio, temos (x + y)* = x> + 2xy +y?, e (x — y)* = x> — 2xy + )~
Portanto, (x +y)* = (x = y)* = (&% + 2xy + %) = (& = 2xy + %) = 4xy.

Fim.

Ao usar este método, deve-se tomar cuidado para usar varidveis que ndo tenham significado ja
definido anteriormente.

Exercicio 4.23: Prove a seguinte proposi¢ao:
(VxeZ) VyeZ) VkeZ)x+y =Tk & 4x -3y =T7(4k - y)
_Sejam x,y,k reais quaisquer.  x+y=7k <=>4x+4y=28k <=> 4x-3y=28k-7y <=> 4x-3y=7(4k-y)

4.4.3 Demonstracao por vacuidade V’C . XCE— @ (.1')

Lembramos que, se E € o conjunto vazio, a afirmacao (Vx € E) Q(x) € verdadeira, qualquer que
seja o predicado Q. Como vimos na se¢do 3.6.4 esta afirmacdo é verdadeira por vacuidade.

Exemplo 4.1: Todos os pares primos maiores que dois sdo quadrados perfeitos.

Esta afirmacao € verdadeira por vacuidade pois ndo existem primos pares maiores que dois.

Uma maneira de provar uma afirmacao da forma (Vx € D) P(x), para um dominio arbitrario D,
€ mostrar que ela é equivalente a outra afirmacao (Vx € E) Q(x), para um certo dominio E e algum
predicado Q; e entdo mostrar que E € vazio.

Por exemplo, a afirmacgdo (Vx € D) A(x) — B(x)equivalea(Vx € E)B(x)onde E ={x€ D : A(x) }.
Portanto, se mostrarmos que A(x) € falsa para todo x em D, a afirmacdo (Vx € D)A(x) — B(x)
estard provada por vacuidade — qualquer que seja o predicado B.
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Exemplo 4.2: Para todo niimero inteiro x, se x> = 5 entdo x é par.

Esta afirmacio pode ser escrita (Vx € D) Q(x) — P(x) onde D = Z, Q(x) significa “x*> = 57, e P(x)
€ “x é par”. Ela é equivalente a “Para todo ndmero inteiro x cujo quadrado € 5, x é par”, ou seja
(Vx € E) P(x) onde E ¢ o conjunto dos inteiros cujo quadrado € 5. Como E € vazio, a afirmagao é
verdadeira por vacuidade.

4.5 Regras para quantificadores existenciais

4.5.1 Instanciacao existencial

Uma vez que estabelecemos a veracidade de uma proposi¢do do tipo (dx € D) P(x), podemos
supor, dali em diante, que a varidvel x € um dos elementos cuja existéncia é afirmada, e portanto
que P(x) é verdadeira. Desse ponto em diante, a varidvel x passa a ser livre (veja se¢do 3.6.10).
Esta regra € chamada de instanciacdo existencial.

Para evitar confusio, a variavel x deve ser distinta de todas as outras variaveis livres criadas em
passos anteriores da demonstragdo. Se necessario, pode-se trocar a varidvel do quantificador.

4.5.2 Demonstracoes construtivas

Por outro lado, em muitas demonstracdes € necessdrio provar a existéncia de objetos com uma
propriedade particular, ou seja, sdo da forma (dx € D) P(x). Uma maneira de chegar a essa
conclusdo € através de uma demonstracdo construtiva, em que se exibe um elemento especifico a
do dominio D (explicitamente, ou através de uma construcao algoritmica) e prova-se que P(a) é
verdadeira, para esse elemento. Por exemplo:

Teorema 4.11: Existem trés niimeros inteiros positivos tais que x> + y> = z2.

Prova:

Sejam x = 3,y =4,ez = 5. Como x*> +y> = 32 + 4% = 25 = 5% = 7, a afirmacdo é
verdadeira.

Fim.

(Trés numeros x,y,z que satisfazem o teorema 4.11 sdo chamados de tripla de inteiros pi-
tagoricos ou tripla pitagorica. Essas triplas correspondem a triangulos retangulos cujos lados t€ém
comprimentos inteiros.)

Naturalmente, este método pode ser usado como parte de uma demonstracao mais longa. Por
exemplo:

Teorema 4.12: Para todo nimero natural n, se 2" — 1 € primo, entdo n € primo.

Prova:

Seja n um nimero natural. Vamos provar a contrapositiva, ou seja, que se n ndo é um
nimero primo, entdo 2" — 1 ndo € primo. Se n = 0 ou n = 1, nenhum dos dois € primo,
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e a afirmacdo € trivialmente verdadeira. Suponhamos entdo que n € maior que 1 e ndo é
primo. Por defini¢do, existem inteiros r € s maiores que 1 e menores que 7 tais que n = rs.

Vamos agora mostrar que existe um inteiro x que € divisor proprio de 2"—1. Seja x = 2°—1
ey=1+25+2%+...+2"Ds Entdo

xy = (2°=1)(1+25+2% 4 ... 4207Ds)

25(1 + 25+ 2% + -+ 420708y (1 4+ 254225 4 ... 4 207Dy
(25 +2% 4 42 = (1 + 25+ 2% 4 .- 4 207Ds)

2% —1

= 2"-1.

Uma vez que s é maior que 1 e menor que n, temos que x = 2° — 1 é maior que 2! —1 =1
e menor que 2" — 1. Ou seja, x € um divisor préprio de 2" — 1.

Concluimos portanto 2" — 1 ndo é primo.

Fim.

Observe na demonstracdo acima, que a existéncia do divisor proprio de 2" — 1 foi provada exibindo
um x e provando que ele tem essa propriedade. Esta regra de inferéncia é também chamada de
generalizacdo existencial.

Outro exemplo de demonstracdo construtiva € a seguinte afirmagao, conhecida como teorema
do deserto de primos:

Teorema 4.13: Para todo nimero inteiro positivo n, existe uma sequéncia de n nimeros
inteiros consecutivos que nao sao primos.

Prova:

Seja n um inteiro positivo, e seja x = (n + 1)! + 2. Observe que

2 divide x = (n+1)!+2, 4.1

3 divide x+1 = (m+1)!+3, 4.2)

4.3)

n+1 divide x+(n—-1) = (m+D!+n+1. 4.4)

Logo todos os inteiros x + i com 0 < i < n s30 ndo primos; e eles formam uma sequéncia
de n inteiros consecutivos.

Fim.
Exercicio 4.24: Existem 100 inteiros consecutivos que nao sao quadrados perfeitos.

Exercicio 4.25: Demonstre que existem dois inteiros positivos consecutivos, tal que um é um cubo
perfeito e o outro € um quadrado perfeito. 8e9



Prove que a equagdo a*x~ + b*x + ¢ = 0 possui raiz real se b2- 4ac > 0.

prove que exist
uma raiz real

Prova construtiva:

Tore 2= —L +\{p* Hac

A o

PERNETS

Depois de muitas contas, mostre que a*x~ + b*x + ¢ =0 com esse valor de x.

Prova direta:

Q_'xa+\ox = - C (‘F—"Ji>

a <
x° + E_x +(£] — lo—o) - =
0. Zl O

D

)
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4.5.3 Demonstracoes nao construtivas

Em alguns casos, € possivel demonstrar a existéncia de um elemento que satisfaz uma dada
condi¢do mesmo sem exibir explicitamente tal elemento. Uma demonstracao deste tipo € chamada
de demonstracdo ndo construtiva. Por exemplo:

Teorema 4.14: Existem dois nlimeros reais irracionais x e y tais que x” € racional.

Prova:

Sabemos que nimero V2 é irracional. Se (V2) V2 for racional, a afirmacao estd satisfeita
tomando-se x = V2 e y = V2. Por outro lado, se ( \/5)‘/5 for irracional, podemos tomar
x=(V2)¥?ey= V2. Entdo x’ = (V2)¥}) V2 = (v2) V22 = (V2)? = 2 que é racional.

Fim.

Observe que esta demonstracdo prova que existem valores de x e y que satisfazem a condigao,
mas deixa em suspenso o valor de x (\5 ou ( \/5) ‘/5). Para tornar esta demonstracao construtiva,
teriamos que determinar se ( \/5) V2 & racional ou nao; mas este € um problema muito dificil.

Outro exemplo cldssico de demonstragdo ndo construtiva de existéncia € o seguinte teorema,
atribuido a Euclides (360 AC — 295 AC).

Teorema 4.15: Existem infinitos nimeros primos.

Prova:

Vamos usar o método da demonstragdo por absurdo. Suponhamos que existem finitos
ndmeros primos, a saber 2,3,5,...,p. Sejanointeiro (2 X3 Xx5X--- X p)+ 1. Comon é
maior que P, ele tem algum fator primo r. Observe que n ndo é divisivel por 2,3,5,..., p,
pois tem resto 1 quando dividido por qualquer desses nimeros. Portanto, r, que € divisor
de n, ndo pode ser nenhum dos primos listados acima. Isso contradiz a suposi¢do de que
essa lista contém todos os primos.

Fim.

4.5.4 Demonstracao de existéncia e unicidade

Lembramos que uma afirmacao do tipo (I!x € D) P(x) equivale logicamente a
((3x € D) P){AK(Vx € D)(Vy € D) (P(x) A P(y) = x = y)
Portanto, uma demonstragao de existéncia e unicidade pode ser dividida em duas partes:

e Existéncia: prova-sc#m (construtivamente ou ndo) que existe pelo menos um x em D que
satisfaz P(x).

e Unicidade: supde-se que y também é um elemento de D que satisfaz P(y), e prova-se que
ele € igual ao x cuja existéncia foi mostrada na primeira parte.
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Teorema 4.16: Para todo nimero complexo z diferente de zero, existe um tinico nimero
complexo x tal que zx = 1.

Prova:

Seja z um nimero complexo qualquer, diferente de zero. Por definicdo, existem a € b em
R tais que z = a + bi, onde i € um elemento de C tal que iZ=-1.

Vamos primeiro mostrar que existe pelo menos um x em C tal que zx = 1. Como z é
diferente de zero, pelo menos um dos nimeros a e b é diferente de zero. Isso implica que
a® + b* é positivo. Seja entdo x = (a — bi)/(a* + b*). Temos que

(a + bi)((a — bi)/(a® + b?))

(a® — abi + abi — P*i?)/(a* + b*)  Existéncia
(@® + b*)/(d® + b?)

1.

X

Suponha agora que y € um nimero complexo qualquer tal que zy = 1; vamos mostrar que

ele € igual a x. Multiplicando os dois lados da equagdo zy = 1 por x temos (zy)x = x.

Como a multiplicacdo de niimeros complexos € associativa € comutativa, esta afirmacao
ival =x.C =1, lui =x. -

equivale a (zx)y = x. Como zx concluimos que y = x Unicidade

Fim.

Existéncia

Suponha m>n e tome r=(m+n)/2. Logo m-r = (m-n)/2 = r-n|Se s<n: m-s > n-s. Se s>m: s-n>s-m.

Exercicio 4.26: Demonstre que, se m e n s3o inteiros distintos e m — n é par, entdo existe um tnico
Unicidade inteiro r tal que [m —r| = |n — 1| Portanto, se s diferente de r, entdo
Tome entdo n<s<m. Logo m-s = (m-r)+(r-s) = (r-n)+(r-s) = (s-n)+2(r-s). m-r & diferente de s-n.
Exercicio 4.27: Demonstre que, se » € um nimero irracional, entdo existe um unico inteiro »n tal
que a distancia entre r e n € menor do que 1/2. Seja k a parte inteira de r: k<r<k+1
rirracional => r diferente de k + 1/2 para K inteiro. Se r<k + 1/2, o inteiro & k. Sen3o, o inteiro & k+1.

Exercicio 4.28: Prove que para qualquer matriz A 2 X2 de nimeros reais com determinante IAI nio
nulo existe uma tnica matriz B 2 X 2 de nimeros reais tal que

1 0
AB = BA = ( 0 1 ) =matriz identidade 2x2

B € a inversa de A, que existe (pois o determinante de A € n&o nulo) e é unica

4.5.5 Demonstracao de falsidade por contra-exemplo

(contraexemplo)

Demonstra¢des de existéncia sdo usadas, em particular, para refutar conjeturas da forma (Vx €
D) P(x); pois a negacdo desta afirmacgdo é (dx € D) ~P(x). Neste caso dizemos que o elemento
x de D que comprovadamente ndo satisfaz P(x), e que portanto mostra a falsidade da conjetura, é
um contra-exemplo para a mesma.

Considere a seguinte afirmacao: “Para todo primo n, o inteiro 2" — 1 é primo.” Esta afirmac¢do
ndo é verdadeira, basta ver que o nimero n = 11 € um contra-exemplo, pois P(11) = 2!" — 1 =
2047 = 23 x 89. o

Por muitos anos, pensou-se que "Todos os cisnes sao brancos”,
o que foi provado Falso quando encontraram os primeiros cisnes negros (contraexemplos).
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Exercicio 4.29: Demonstre (por meio de contra-exemplos) que as seguintes conjeturas sdo falsas:

a) Todo inteiro positivo é soma dos quadrados de trés inteiros. 4+1+1 <7 <4+4+0

b) Se n é um nimero inteiro e 4n € par, entdon € par. 4 * 3 & par, mas 3 ndo & par.

¢) O produto de dois niimeros irracionais ¢ um nimero irracional. 1
J A v A=

Exercicio 4.30: Em cada caso abaixo, demonstre (por meio de contra-exemplo) que as duas
proposi¢des ndo sdo equivalentes:

a) VxeD)P(x)vQOx) e ((YxeD)P(x)V (¥xeD)QO(x)).

b) @AxeD)P(x) AQ(x) e ((dxe D)P(x)) A(dx € D) Q(x)).

(a) "todo brasileiro é cearense ou n&o-cearense" (verdade, 6bvio)
"todo brasileiro é cearense ou todo brasileiro € ndo-cearense" (falso, pois existem cearenses
e também existem ndo-cearenses)

(b) "existe um brasileiro que & cearense e nao-cearense" (falso, impossivel)
"existe brasileiro que é cearense e existe brasileiro que é ndo-cearense" (verdade, 6bvio)



4 => 7 => 10 => 13 => 16 => ...

, 5==>8=>11 => 14 => 17 => ..
Capltulo 5 6 =>9 => 12 => 15 => 18 => ..

Inducao Matematica

5.1 Introducao

Seja P(n) uma sentenga matematica que depende de uma varidvel natural n, a qual se torna verda-
deira ou falsa quando substituimos n por um ndmero natural dado qualquer. Estas sentencas sdo
chamadas sentencas abertas definidas sobre o conjunto dos niimeros naturais N. Exemplos:

1. P(n): “n € impar.” Observe que esta afirmacao é verdadeira para alguns valores de n e falsa
para outros.

2. P(n): “n*—n+41 é um niimero primo.” Neste exemplo podemos verificar, ndo tdo facilmente,
que P(1), P(2), ..., P(40) sdo verdadeiros mas P(41) = 412 ¢é falso.
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3. P(n): “2n + 6 é par.” E fécil ver que 2n + 6 = 2(n + 3) para qualquer n, portanto P(n) é
verdade para todo n.

4. P(n): “1+3+5+---+@2n+1) = (n+ 1) Serd que conseguiremos encontrar algum m tal
que P(m) seja falso?

Depois de algumas tentativas comecamos a desconfiar que a sentenca P(n) do exemplo 4 € ver-
dadeira para todo n € N. Como poderiamos provar isso? Obviamente nao podemos testar, um por
um, todos os nimeros naturais pois eles sdo em nimero infinito. Algumas proposi¢des P(n), como
no exemplo 3. podem ser demonstradas usando dlgebra e as técnicas estudadas anteriormente. No
exemplo 4, como o lado esquerdo da igualdade ndo é uma forma fechada, ela ndo pode ser tra-
tada algebricamente. Para estes casos, vamos precisar de uma nova técnica, a demonstrag¢do por
indugcdo matemadtica.

5.2 Principio de Inducao Matematica

O principio da inducdo matemdtica (PIM) € a principal ferramenta para demonstrar sentengas da
forma “(¥n € N) P(n)”. Ele diz o seguinte:

Axioma 5.1: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha que:

1. P(0) é verdade, e
2. Sempre que P(k) € verdade, para algum k € N, temos que P(k + 1) € verdade.

Entdo P(n) é verdade para todo n € N.

Este principio pode ser visto como uma propriedade fundamental dos nimeros naturais. Estes
podem ser definidos por um conjunto de axiomas enunciados pelo matematico Giuseppe Peano em
1889; e um dos postulados de Peano € equivalente ao PIM.

Para demonstrar uma afirmacao “(Vn € N) P(n)” usando o PIM, podemos entio seguir este
roteiro:

e Base da Indugdo: Provar que P(0) é verdade.

e Hipotese de Inducdo: Supor que para algum k € N, P(k) é verdade.
e Passo da Inducgdo: Provar que P(k + 1) é verdade.

Exemplo 5.1: Provar que, para todo n > 0:

14345+ +Qn+1)=n+ 1)

Prova:
e Base: P(0) é verdade pois a expressdo acima € trivialmente vélida para n = 0.

e Hipotese de indugdo: suponhamos que para algum k, P(k) é verdade, isto €,

1+3+5+--+Qk+1) = (k+1)
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e Passo de inducdo: temos de provar que P(k + 1) é verdade, isto é temos que provar
que:
14345+ +Qk+ D+ QK+ 1) +1)=((k+ 1)+ 1)

Pela hipétese de inducio, temos
[T+3+5+--+QRk+D]+QRKk+1)+ 1) =[(k+ 1)2]+(2(k+ H+1)
Por simples célculos verficamos que o lado direito é igual a
((k+ 1)+ 1)

Isto mostra que P(k + 1) é verdade, toda vez que P(k) € verdade. Portanto, pelo PIM,
a férmula € valida para todo nimero natural 7.

Fim.
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Exemplo 5.2: Dizemos que um conjunto de # retas no plano estd@o em posicdo geral se nao possui
duas retas paralelas e nem trés retas se interceptando num mesmo ponto. Vamos provar por indugdo

que um conjunto de n retas em posicado geral divide o plano em R, = n(n + 1)/2 + 1 regides.

Prova:

e Base: Paran = 0 temos apenas uma regido. Como Ry = 0(0+1)/2+1 = 1, aférmula
¢ valida neste caso.

e Hipotese de inducdo: Suponhamos que para algum k a férmula € valida, isto é quais-
quer k retas em posicao geral dividem o plano em Ry = k(k + 1)/2 + 1 regides.

e Passo da inducdo: temos que provar que quaisquer k + 1 retas em posi¢do geral
definem Ry, = (k+ 1)(k + 2)/2 + 1 regides.
Sejam Ly, Ly, ..., Ly essas retas. Compare as regides do plano definidas por elas,
que chamaremos de regides novas, com as regides velhas definidas pelas primeiras k
dessas retas. Observe que algumas das regides velhas sdo divididas pela dltima reta
Ly.1, cada uma delas formando duas regides novas; enquanto que as demais regioes
velhas sdo também regides novas.
Como as retas estdo em posicdo geral, a reta L, cruza cada uma das k retas ante-
riores em k pontos distintos. Em cada um desses cruzamentos, a reta L. passa de
uma regido velha para outra. Essas regides sdo duas a duas distintas porque estio
em lados opostos de alguma reta L;, com 1 < i < k. Portanto a reta L4 corta k + 1
regides velhas, que dao origem a 2(k + 1) regides novas. Ou seja,

Risi=Ry—Gk+1D)+2k+1) =R +k+1)

Como as retas Ly, Ly, ..., L; estdio em posi¢do geral, podemos usar a hipdtese de
inducdo. Obtemos

Ri+k+D)=ktk+1)2+1+k+1=(k+1)k+2)/2+1.

n=0 => 1 reg.
n=1=> 2 req.
n=2 =>4 reg.
n=3 => 7 reg.
n=4 => 11 reg.
n=5 => 16 reg.
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5.2.1 Formulacao do PIM usando conjuntos

O Principio da Indu¢do Matematica também pode ser enunciando usando a linguagem da teoria de
conjuntos:

Teorema 5.1: Seja S um subconjunto de N tal que

1.0€eS,e

2. sempre que k € S, para algum k € N, temosque k + 1 € §.

Entao S = N.

Este teorema pode ser facilmente mostrado usando o PIM. Por outro lado, podemos demonstrar o
PIM supondo que o teorema acima é verdade, e considerando o conjunto S de todos os naturais »

para os quais P(n) € verdadeira. BASE: n=0 OK

Exercicio 5.1: Prove que (Vn S N) 20 + 2_1 + 2_2 + 2_3 +-e 427" <2, H.I: Supae Valer para n

Exercicio 5.2: Prove que (Vn e N)1-20+2.21 +3.224+... 4 - 2"—1 =1+n- 1)2" ntA

LISTA 1 Exercicio 5.3: Prove que (Vn € N)2" > n|p |- ﬂ_—i-ﬂ’h ﬂ_:) 'ﬂ""‘@ a ﬁ_-}—"]’\ a\

Exercicio 5.4: Prove que (Vn eN \ {Ohn" > n! (onde n! denota o fatorial de um inteiro n; Vﬁi} ]

secdo 8.9). naA
(ra ™ S(nad) S0 =
Exercicio 5.5: Prove ue, /ﬁnara todo n € N 9" — 1 € divisivel por 8.

SR e L - st‘ﬂkﬂ)

Exercicio 5.6: Prove que, para todo n € N, a* — 1 € divisivel por a — 1 para todo niimero inteiro

n
ol el -1)+(a-1)
Exercicio 5.7: P d N, 1172 4 1227+1 ¢ divisivel por 133 umero de boias
L|STA 1 XercicCio Jd./: rrove que, para todon € N, + € divisivel por . amarelas mantém
s sempre a paridade
Exercicio 5.8: Prove que, para todo n € N, &= + &5 + & — 3 € um niimero inteiro. (par ou impar)

Exercicio 5.9: Suponha que uma caixa contém p bolas vermelhas e ¢ bolas amarelas, e que o

seguinte procedimento € repetido até sobrar uma tnica bola na caixa: “Retire duas bolas da caixa; Resposta:

se elas tiverem a mesma cor, coloque uma bola vermelha na caixa; se elas tiverem cores diferentes, Amar’e I’a'
coloque uma bola amarela na caixa. Em ambos os casos, ndo devolva a caixa as bolas retiradas.” < 0 & ImMpar;
Descubra qual é a cor da bola que ficard na caixa, em funcdo de p e g. Demonstre, por indugdo no Mermelha
ntimero de bolas p + g, que a sua resposta esta correta. caso-contraro

Exercicio 5.10: Prove que, para todo n € N, 22" — | é um miuiltiplo de 3. 2 6" ,‘_ﬂ (&'ﬂ
g\ _ /l = L‘ 'Q ".'l + 3

5.3 Generalizacoes da Inducao Matematica

H4 muitas variagdes do principio da indu¢do matemadtica, que sdo no fundo equivalentes, mas
podem tornar algumas demonstracdes mais simples.
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5.3.1 Base genérica

Muitas vezes precisamos provar que uma sentenca aberta P(n) vale para todos os nimeros naturais
maiores ou iguais a um certo ny; ou seja, que “(Yn € N)n > ny — P(n)”. Por exemplo, a afirmacao
n* > 3n é verdadeira para todo natural n maior ou igual a 4, embora nio seja verdadeira se n for 0,
1,2 ou 3.

Podemos usar o PIM para provar esse tipo de afirmacao, de maneira indireta. Primeiro defini-
mos um outro predicado Q(m) como sendo equivalente a P(n, + m). Provamos entdo a afirmacao
(Vm € N) Q(m), usando o PIM. Essa afirmac¢do entdo implica (Yn € N)n > ny — P(n).

Este raciocinio justifica o teorema geral abaixo, que nos permite provar tais afirmacdes por
indu¢do matematica de maneira mais direta, usando ny como base em vez de 0:

Teorema 5.2: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre n € N, n > ng, np um nimero natural
qualquer. Se

1. P(ng) é verdadeira, e

2. Paratodo k > ng, (P(k) — P(k + 1)),

entdo P(n) é verdadeira para todo n € N com n > ny.

Exemplo 5.3: Prove que n> > 3n para todo n € N com n > 4.

Prova:

e Base: n = 4 é verdade pois 16 > 12.
e Hipdtese de inducdo: suponhamos que para algum k > 4, k> > 3k.

e Pusso da inducdo: provar que (k + 1)*> > 3(k + 1). Temos que
(k+1)* =k*+2k+1
Por hipétese de indugio k* > 3k, entdo
K> +2k+1>3k+2k+1
. Como k > 4 temos que 2k + 1 > 3, logo
3k+2k+1>3k+3=3k+1)
portanto, destas duas desigualdades,
k+1)?>3k+1).

Fim.



Ex.12b LISTA1: Prove que todo inteiro maior que 17 pode ser

escrito como a soma de um multiplo de 4 mais um multiplo de 7
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1*°4+2*7 =18 => 22 => 26 => 30 =>

L. 3*4+1*7 =19 => 23 => 27 => 31 => ..
5.3.2 Passo genérico constante 5*4+0*7 = 20 => 24 => 28 => 32 =>

) _ ) 0%*4+3*7 =21 => 25 => 29 => 33 => ..
Numa prova por inducdo, além de comecar com uma base ny arbitraria, € possivel usar um incre-
mento maior que 1 no passo da inducdo. Ou seja, o passo da inducdo pode ser a demonstracdo de

que P(k) — P(k + p), em vez de P(k) — P(k + 1). Nesse caso, o roteiro é dado pelo seguinte
teorema geral:

Teorema 5.3: Seja P(n) uma sentenca aberta sobre n € N, n > ng, nyp um nimero natural
qualquer, e p um inteiro positivo. Se

1. P(ng), P(ng +1),..., P(ng + p — 1) sdo verdadeiros, e

2. Para todo k tal que k > ny, P(k) — P(k + p).

entdo P(n) é verdade para todo n > ny.

Observe que, neste caso, a prova da base da inducdo deve valer para p inteiros consecutivos, (n,
no+1,...,n90+ p—1, e ndo apenas n.

Exemplo 5.4: Prove que qualquer valor postal inteiro n > 8 pode ser obtido utilizando apenas selos
com valores 3 e 5.

Podemos provar esta afirmacdo usando o teorema da inducgéo geral 5.3, com incremento p = 3:

Prova:
e Bases:n=8,n=9,n=10. Como8=5+3,9=3+3+3¢10=>5+5temos que
a proposicao é valida para as bases.
e Hipoétese de indugcdo: Suponhamos que P(k) é verdadeira para algum valor k > 8.

e Passo: Vamos provar que a proposicao € valida para k + 3. Podemos obter o valor
k + 3 acrescentando um selo de valor 3 aos selos usados para obter k.

Fim.

5.3.3 Troca de variavel na hipodtese

Na hipétese de inducdo, podemos fazer uma troca de varidvel, usando k no lugar de k + 1. Nesse
caso, o roteiro da demonstracdo fica assim:

e Base da Inducdo: Provar que P(0) é verdade.

e Hipotese de Inducdo: Supor que para algum inteiro positivo k, P(k — 1) € verdade.

e Passo da Indugdo: Provar que P(k) é verdade.

5.3.4 Exercicios A"}

Exercicio 5.11: Prove que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo de n vértices,

n >3, ¢180(n - 2). BASE: n=3. Triangulo soma 180. Ok.
Hipodtese de inducdo: suponha que vale para um certo n maior ou igual a 3

) ~ L
Passo da Inducdo: Vamos provar que vale para n+1 vértices.

\ Trace uma diagonal de modo a formar um tridangulo e um poligono com n vértices
Soma dos angulos internos: 180 + 180*(n-2) = 180 * ( (n+1)-2)
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Exercicio 5.12: Prove que o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados, n >3,¢é
n(n 3) - _ q_) _ )

dado por dy = Semelhante ao anterior: M-}—h ’Yl + Gﬂ 3

EN =N

Exercicio 5.13: Seja C um conjunto com n > 2 elementos. Prove que C tem n(n — 1)/2 subcon-
juntos com exatamente dois elementos. Y (’T\ - ’XJ + N = !-n_\. A\ I'T'\

Exercicio 5.14: Prove que a soma dos cubos E tres nimeros naturals consecutivos & sempre

diistvel por9. (4 31\24 iy 4 AP (mHT) =i+ in+ AV (0> AP+ 91y PP+ Y

LISTA1 Exercicio 5.15: Prove que (Yn € N)n > 13 — n? < (3/2)".
BASE: Exercicio 5.16: Prove que todo valor inteiro n > 5, em dinheiro, pode ser obtido usando somente
5=0*2+1*5 notas de 2 ou de 5 reais. P.l. (comn>6): nt2=( n )+ 2 Basta 1 nota de 5
6 = 3*2+0*5 H.l.: supde valer para certo n>6 no Maximo e o
Exercicio 5.17: Prove que, para todo inteiro n > 2, —— n+1 + % + # e 1 > éi resto de nota de 2
Exercicio 5.18: Prove que, para todo inteiro n >W 2 —7n+12>0. ﬂ_
n=IN-U)50 + MmN
Exercicio 5.19: Prove que, para todo inteiro n > 1, 2’“rl < 3", a — J -j] < 5 '3 = 5
1
LISTA 1 Exercicio 5.20: Prove que, (Yn € N — {0}) 11—2 + % +... -

nn+1) n+1

5.4 Usos indevidos da inducao matematica

E importante entender e verificar as condi¢des em que a inducdo matemdtica se aplica. Se mal
utilizada, ela pode levar a conclusdes absurdas. Nos exemplos a seguir, tente encontrar o erro na
demonstracgao.

Exemplo 5.5: Todos os cavalos t&€m a mesma cor.

Prova:

Seja a sentenca aberta P(n): “Num conjunto com n cavalos, todos os cavalos t&€m a mesma
cor.” Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo n > 1, por indugdo.

e Base: Paran =1 a sentenga P(n) é verdadeira.

e Hipoétese de indugcdo: Suponha que P(k) é verdadeira para algum k& > 1; isto é, em
todo conjunto com k cavalos, todos t€ém a mesma cor.

e Passo de inducdo: Vamos provar que, em todo conjunto com k + 1 cavalos, todos
tém a mesma cor. Considere um conjunto C = {cy, ¢, ..., Ck, Ck+1} com k + 1 cava-
los. Podemos escrever o conjunto C como unido de dois conjuntos, cada um com k
cavalos, da seguinte forma:

C=C'uC” ={cy,...,ct}U{ca, ..., Ces1)

Pela hipétese de inducdo, todos os cavalos de C’ tém a mesma cor. O mesmo é
verdade para C”’. Como c; pertence a C’ ¢ a C”, concluimos que os cavalos de C’
tém a mesma cor que os cavalos de C”. Logo todos os cavalos de C tém a mesma
cor.

Falso para k=1
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Fim.

Este exemplo, conhecido como paradoxo dos cavalos, foi inventado pelo matemético hingaro
George Pélya (1887-1995). O exemplo a seguir ilustra um erro similar na aplica¢do do PIM, com
“conclusdo” igualmente absurda:

Exemplo 5.6: Todos os niimeros naturais sio iguais.

Prova:

Seja P(n) a sentenga aberta “todos os nlimeros naturais menores ou iguais a n sdo iguais.”
Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo n € N, por indugéo.

e Base: P(0) é obviamente verdadeira.

e Hipotese de inducdo: Suponha que P(k) é verdadeira para algum k£ > 0, ou seja,
todos os nimeros menores ou iguais a k sao iguais.

e Passo de indugdo: Vamos provar que P(k+ 1) é verdadeira. Pela hipdtese de indugao,
k — 1 = k. Somando 1 em ambos os lados da iqualdade temos k = k + 1. Portanto
P(k + 1)jtambém é verdadeira.

Fim. Falso.
N&o vale
O préximo exemplo mostra a necessidade de provar a base da indugio: para -1

Exemplo 5.7: Para todo niimero natural 7 > 1, o nimero n? + n é impar.

Prova:

e Hipétese de indugdo: Suponha que k> + k é fmpar para algum k > 1.

e Passo de indugdo: Vamos provar que (k + 1)*> + (k + 1) é impar. Observe que
G+ 1) +(k+ D)=k +2k+1+k+1=F& +k+2k+1)

Este resultado é fmpar, pois (k> + k) é fmpar pela hipétese de indugio, 2(k + 1) é par,
e um nimero impar somado com um nimero par é {mpar. ~
Nao tem caso base.

Fim. Ja falha paran=0 e 1

O leitor pode verificar que a afirmacgao “provada” acima nao é verdadeira.
Outro erro comum ¢ ilustrado pelo exemplo seguinte:

Exemplo 5.8: Todo polindmio de grau n > 1 tem exatamente » raizes reais distintas.

Prova:

e Base da indugdo: P(1) diz que todo polindmio de grau 1 tem exatamente uma raiz
real. De fato, todo polindmio de grau 1 tem a forma ax + b com a # 0, e o nimero
real —b/a € sua Unica raiz.

e Hipdtese de inducdo: Suponha que, para algum inteiro k > 1, P(k) é verdadeira; isto
€, todo polindmio de grau k tem exatamente k raizes reais distintas.
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e Passo de inducdo: Vamos provar que P(k + 1) é verdade. Seja F' um polindmio de
grau k, com variavel x. Pela hipétese da indugdo, F' tem exatamente k raizes reais
distintas. Seja r a maior dessas raizes, e seja G = (x — (r + 1))F. Pode-se ver que G
€ um polindmio de grau k + 1. Toda raiz de F € raiz de G, e r + 1 (que € distinta de
todas essas) também €. Por outro lado, toda raiz de G deve ser raiz de (x—(r+ 1)) ou \/g|e para G.
de F. Portanto todo polindmio de grau k + 1 tem exatamente k + 1 raizes distintas; N3o significa que

Fim. vale para todo polin
de grau k+1
Obviamente essa afirmacio é falsa, pois o polindmio x> + 1, por exemplo, ndo tem nenhuma raiz

real. Onde estd o erro da demonstracao? Observe que no passo da inducdo precisariamos provar a
afirmacao para qualquer polindmio de grau k+ 1, mas em vez disso s6 provamos para os polidmios
que podem ser obtidos pelo produto de qualquer polindmio de grau k por um certo fator de grau
1. Acontece que existem polindmios de grau k + 1 (como x? + 1) que nio podem ser obtidos desta
forma.

Mais formalmente, a afirmacdo que queremos provar pode ser escrita como (Vn € N) (VF €
P,) O(F, n), onde P, é o conjunto de todos os polindmios de grau n, e Q(F, n) é o predicado “F tem
n raizes reais distintas.” A indugdo se aplica ao primeiro quantificador, mas nao ao segundo. Na
demonstragdo (incorreta) acima, a hip6tese de indug@o € “suponha que, para algum inteiro k > 1,
(VF € Pi) O(F, k). No passo de indugdo, usamos instancia¢do universal para dizer que “seja um F
qualquer em %, pela hipétese de indugdo temos Q(F, k)”. Construimos entdo um polindmio G de
Prs1 tal que Q(G, k + 1). Entretanto, como este G nao foi escolhido arbitrariamente em Py, nao
podemos usar a generaliza¢do universal para concluir (VG € Piy1) Q(G, k + 1).

5.5 Mais exemplos de induciao matematica

Exemplo 5.9: [Desigualdade de Bernoulli] Se ¢ é um ndmero real tal que ¢ > —1 e ¢ # 0, entdo
para todo nimero natural n > 2 vale a desigualdade

1+)">1+nc

Prova:

e Base: Paran = 2 a proposi¢do é verdadeira pois
1+c¢)=142c+c?>1+2c.

e Hipdtese de inducdo: Paraum dado k > 2, (1 + ¢)* > 1 + ke.

e Passo: Provar que (1 + Ml > 1+ (k+ De.
Como (1 + o)*! = (1 + o)*(1 + ¢), pela hipétese de indugdo temos que

A+ > A +ko)1+c)=1+(k+ De+ke>> 1+ (k+ 1.

Logo a desigualdade € valida para k+ 1. Portanto a desigualdade vale para todo n > 2

Fim.
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Exemplo 5.10: [Conjunto Poténcia] Seja A um conjunto com 7 elementos. Prove que o conjunto
poténcia P(A) tem 2" elementos.

Prova:

e Base: Se n = 0 temos que o conjunto A é vazio e portanto P(A) = {0}. Logo o
nimero de elementos de P(A) é igual a 1 = 2°.

e Hipdtese de inducdo: Para um dado conjunto A com k > 0 elementos temos que o
conjunto poténcia P(A) tem 2¥ elementos.

e Passo: Provar que para um conjunto A com k + 1 elementos o conjunto P(A) tem 2¢*!
elementos. Seja A um conjunto com k + 1 elementos. Como k > 0, A tem pelo menos
um elemento. Seja a este elemento. Considere o conjunto B = A — {a}. Logo B tem
k elementos, o que, pela hipétese de inducdo, implica que P(B) tem 2¥ elementos. O
conjunto P(A) pode ser dividido em dois sub-conjuntos, ou seja

PA)=PB)U{CU{a}:CePB)}.
ComoP(B)N{CU{a}:CeP(B)}=0¢
IP(B)| = {C U{a}: C e P(B)}| = 2

concluimos que o nimero de elementos de P(A) é 2K+ o seja [P(A)| = 2kl

Fim.

Exemplo 5.11:[Descobrindo a Moeda Falsa] Num conjunto de 2" moedas de ouro temos uma que
¢ falsa, ou seja pesa menos que as outras. Prove, por inducdo, que € possivel achar a moeda falsa
com n pesagens usando uma balanga de dois pratos sem usar peso.

Prova:

e Base: Paran = 1 temos duas moedas e, portanto, basta colocar uma em cada prato
para descobrir a falsa.

e Hipétese de inducdo: Usando k pesagens podemos descobrir a moeda falsa dentre 2
moedas.

e Passo: Provar que, num conjunto de 2°*! moedas, podemos descobrir a moeda falsa
com k + 1 pesagens. Divida o conjunto de 2¥*! moedas em dois conjuntos de 2*
moedas. Coloca-se esses conjuntos em cada prato da balanca. Dessa forma desco-
brimos em qual conjunto de 2% moedas se encontra a falsa. Pela hipétese de indugio
descobre-se a moeda com k pesagens, €, mais a pesagem anterior temos um total de
k + 1 pesagens.

Fim.

O matemadtico alemao Johann Dirichlet (1805-1859) enunciou em 1834 o seguinte fato, conhe-
cido como principio dos escaninhos (ou das gavetas, das casas de pombos etc.):

Teorema 5.4: Se em n caixas (n > 1) colocarmos mais de n objetos, entdo alguma caixa
conterd mais de um objeto.
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Vamos provar este principio usando indu¢do matemética no nimero n de caixas.

Prova:

e Base: Para n = 1 o resultado € trivial pois, se hd mais de um objeto, essa caixa terd
mais de um objeto.

e Hipotese de indugdo: Suponhamos que o resultado € vdlido para algum nimero k > 1
de caixas, contendo mais do que k objetos.

e Passo: Queremos provar que o resultado € vélido para k + 1 caixas contendo mais do
que k+1 objetos. Sejam > k+1 o nlimero de objetos. Escolha uma caixa ao acaso. Se
essa caixa contiver mais de um objeto, a proposicao estd provada. Se nessa caixa nao
ha nenhum objeto, nas k caixas restantes estdo acomodados m > k + 1 > k objetos;
pela hipétese de indugdo, uma delas deve conter mais de um objeto. Finalmente,
se na caixa escolhida ha apenas um objeto, temos que, nas k caixas restantes estao
distribuidos m — 1 > (k + 1) — 1 = k objetos, o que, novamente pela hipétese de
inducdo, implica que uma das caixas contém mais de um objeto.

Fim.

5.6 Principio da Inducao Completa

Vamos agora enunciar o principio da inducdo completa (PIC), também chamado de principio da
inducdo forte. Esta versdo alternativa do principio da indu¢do matematica serve, como a ante-
rior, para demonstrar sentencas na forma “(Vn € N) P(n)”. Em alguns casos essa técnica torna
a demonstracdo da sentenga mais facil que a técnica anterior. Na se¢do 5.9 provaremos a equi-
valéncia desses dois principios.

Teorema 5.5: Seja P(n) uma sentenca aberta sobre N. Suponha que

1. P(0) € verdade; e
2. paratodokem N, (Vie N)i < k — P(i)) - P(k + 1),

entdo P(n) é verdade para todo n € N.

Ou seja, ao provar o caso geral P(k + 1), podemos supor ja provados todos 0s casos anteriores,

desde a base P(0) até P(k). Mais precisamente, para provar que “(Yn € N) P(n)” é verdadeiro,
usando inducdo completa, devemos proceder da seguinte forma:

1. Base da inducdo: Provar que P(0) é verdade.

2. Hipotese de indugdo: Supor que, para algum k € N, P(0), P(1), ... P(k) sao verdadeiros.

3. Passo da inducdo: Provar que P(k + 1) € verdade.
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5.6.1 Induciao completa com base genérica

Como no PIM, podemos generalizar este principio para provar afirmag¢des do tipo “(Vn € N)n >
ny — P(n)”. Neste caso, a base da indugdo é P(ny) em vez de P(0), e na hipdtese de inducdo
supomos provados P(ng), P(no+1), ... P(k) para algum k € N. Isto equivale a definir um predicado
Q tal que Q(n) = P(n + ny), para todo n € N; e entdo provar “(Vn € N) Q(n)” pelo PIC.

Exemplo 5.12: Definimos que um nimero inteiro p é primo quando ele € maior que 1 e seus tinicos
divisores sdo 1 e p. Vamos provar que todo inteiro maior ou igual a 2 é primo ou € um produto de
primos.

Prova:
Seja P(n) a sentenga aberta “n é primo ou é um produto de primos.” Vamos provar que
(VneN)n > 2 — P(n), por indugdo completa.
e Base: P(2) é verdade pois 2 é primo.
e Hipotese de indugdo: Suponha que, para algum k > 2, P(i) é verdade paratodoi € N
com2<i<k

e Passo da indugdo: Vamos provar que P(k + 1) também ¢é verdade. Se k + 1 € primo
entdo P(k+ 1) é verdadeiro. Se k+ 1 ndo é primo, como k+ 1 > 2, ele deve ter algum
divisor diferente de 1 e de k+1. Ou seja, k+1 = ab paraalgumae b,com 1 < a < k.
Como a > 1, concluimos que b < k + 1; como a < k + 1, concluimos que b > 1. Ou
seja, 2 < a < ke?2 < b < k. Pela hipétese de indugio, portanto, a e b sdo primos ou
produtos de primos. Portanto k + 1 = a - b também é um produto de primos.

Fim.

5.6.2 Inducao completa com varios casos na base

Na demonstragdo pelo PIC, pode ser conveniente tratar varios valores consecutivos no caso base.
Ou seja, para provar “(Vrn € N) P(n)”, podemos proceder como segue:

1. Base da inducgdo: Provar que P(0), P(1), ..., P(p) é verdade, para algum p € N.

2. Hipotese de inducdo: Supor que, para algum inteiro k > p, P(0), P(1), ..., P(k) sdo verda-
deiros.

3. Passo da indugcdo: Provar que P(k + 1) € verdade.

Observe que, neste caso, na demonstragao do passo de indu¢ao podemos supor que k > p.

Esta variante da prova pelo PIC pode ser usada também com base genérica ng (secdo 5.6.1).
Nesse caso, provamos primeiro as afirmacgoes P(ng), P(ng + 1), ..., P(ng + p), para algum p € N;
e na hipétese de inducdo, supomos que P(i) é verdade para todo i € N entre ny e algum inteiro
k > ng+ p.

Exemplo 5.13: Os niimeros de Lucas Ay, A,, ... sdo definidos pelas seguintes regras: A; = 1,
Ay =3,eA, =A,-1 + A, para todo niimero inteiro n maior ou igual a 3.

Vamos provar A, < ( %)" para todo inteiro n > 1, por indugao completa.
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Prova:
Seja P(n) a sentenca aberta “A,, < (%)n.”
e Base:
— P(1) é verdade pois A} =1 < 47'1'

— P(2) é verdade pois A, =3 < (%)2 = %.
e Hipotese de inducdo: Suponha que, para algum inteiro k > 2, P(i) é verdade para
todoie Ncom1 <i<k.
e Passo da inducdo: Vamos provar que P(k + 1) também € verdade, ou seja Ay <
(%)kﬂ. Como k + 1 > 3, pela defini¢do temos que Ag+1 = Ax + Ar—1. Entdo, pela
hipétese de inducdo, temos

. <zk+zk—1_z+1 zk—1_£zk—1
=1y 4] " \4 4] T4 \4
11

7\2
Como 4 <3< (Z) temos que,

w6

Fim.

Formalmente, numa prova usando o principio da inducdo completa, é possivel omitir prova da
base da inducdo. Para isso seguimos o roteiro

1. Hipdtese de indugdo: Supor que, para algum k € N, P(i) € verdade para todo inteiro i com
0<i<k

2. Passo da inducgdo: Provar que P(k) é verdade.

Note que a hipdtese de inducdo diz “0 < i < k” em vez de “0 < i < k”, e 0 objetivo € provar
P(k) em vez de P(k + 1) (como na secdo 5.3.3). Este roteiro fornece uma prova vdlida porque,
quando k£ = 0, o conjunto dos inteiros i com 0 < i < k € vazio, portanto a hipdtese de inducio é
verdadeira por vacuidade. Porém, na prova do passo de indugdo, temos que lembrar que k pode
ser zero, o que pode exigir um tratamento especial para esse caso. Ou seja, a demonstracdo de
P(0), que seria tratada na base, passa a ser tratada como um caso particular do passo. Portanto esta
alternativa nem sempre ¢ mais simples e facil do que tratar o caso base separadamente.

5.6.3 Formulacao do PIC usando conjuntos

O principio da indug@o completa também pode ser enunciando usando a linguagem da teoria de
conjuntos:

Teorema 5.6: Seja S um subconjunto de N tal que

1.0e€S,e
2. paratodok e N, {0,1,2,...,k}CS - k+1€S.

Entao S = N.
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5.7 Exercicios
BASE: 5,6,7 ok. 8=5+3, 9=3+3+3, 10=7+3, 11=5+3+3, 12=3+3+3+
H.l.: fixe n>7 e Exercicio 5.21: Prove que todo inteiro maior ou igual a 5, par ou fmpar, € a soma de nimeros

suponha valer primos impares (isto €, primos diferentes de 2). Por exemplo, 6 =3 +3,7=7,e 10 =3 + 7.

p/ todo valor P.l.. n=(n-3) + 3. Como vale para (n-3), também vale para n.

Exercicio 5.22: Prove que todo nimero natural m > 0 pode ser escrito como soma de distintas 1 2 3=2+1 4
BASE: 1. ok poténcias de 2, isto é, existem nimeros inteiros ni, ny, ..., n,, com 0 < n; < ny < --- < n,, tais 5=4+1, 6=4+2
H.1: Fixe m>1 e du¢ P.l.: Vamos provar p/ m. SejaR=m-2"n. 7=4+2+1, 8
suponha valer Se m é poténcia de 2. Ok. M =2"+2%+---+2% Como vale para R,
p/ todo valor ___Senao, seja n o maior inteiro tal 2*n é menor que m. entdo vale param = R + 2n.

Exercicio 5.23: Sejam m moedas, uma das quais é falsa e tem peso diferente das demais (mais
~leve). Use o exercicio anterior para provar, por inducfo, que bastam n, pesagens com uma balanga
de pratos para descobrir a moeda falsa.
Exemplo: 60 moedas. Divide em 3 grupos: 16 + 16 +10 e descobre em qual esta a falsa. Depois indugao.
Exercicio 5.24: Os niimeros de Fibonacci Fy, F1, Fa,... s@o definidos pelas seguintes regras:
Fop=0,F =1,e F, = F,_| + F,_ para todo nimero natural » maior ou igual a 2. Prove, por
inducdo, que

a) VneN)F, < (%)n slides

¢c) VneN)S, = F,+1 — 1 onde S, € o nimero de somas realizadas ao se calcular F,.

2

Exercicio 5.25: Sejam «a e S as duas solugdes da equagdo x — x — 1 = 0, com a > 0. Prove que

F,=("-p"/(ad—-p), para todo n em N. slides

Exercicio 5.26: Prove que os nimeros de Fibonacci satisfazem as seguintes identidades:

a) Fo+F1+Fy+-- +F,=F,n—1.

b) Fi+F3+Fs+---+ Fy, 1 = F»,.

c) Fo+Fy+F4+---+Fy, = Fppy1 — 1.
d) Fi+Fi+Fy+--+ Fa = FyFyy.

e) Fo+F3+Fo+-++F3, = 3(Faui2 — 1.
a) F3,=F>  +F,—F .

n+1

Exercicio

Exercicio 5.27: Prove que, para quaisquer nimeros naturais m e n, F,,F,, + Fyp1Fpe1 = Fiane1.

(Dica: fixe um m arbitrario e prove por indugdo em n.) Exercicio
Exercicio 5.28: Seja x um nimero real diferente de zero, tal que x + % ¢ um nimero inteiro. Prove n- 4
que, para todo nimero natural n, x" + xL" ¢ inteiro. Iﬂ 1 y (£ -l 5 A AL <+ ﬁ_ _ X v 3
— ——— T‘-
NOTE QUE: x’ ¢ =

Exercicio 5.29: Considere a afirmagao (obviamente falsa) P(n): “Para todo ndmero real a > O e
todo natural n, @* = 1”. Encontre o erro na demonstragdo por inducao abaixo.

Prova:

e Base: P(0) é obviamente verdadeira uma vez que a° = 1.
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e Hipétese de indugdo: Suponha que, para algum k > 0, P(i) € verdade para todo i € N
com0 <i<k.ouseja,a =1paratodoicom0<i<k.

e Passo de inducdo: Vamos provar que P(k + 1) é verdadeira, isto é a**! = 1. Observe
que

Portanto P(k + 1) também € verdadeira. \J
Teria que valer também para i = k-1 = -1

Fim. quando k=0

5.8 Principio da Boa Ordenacao

Uma outra maneira de provar sentengas abertas sobre nimero naturais € usar uma propriedade dos
nimeros naturais conhecida como o principio da boa ordenac¢do (PBO).

Seja S um conjunto de ndmeros reais. Um elemento minimo de S é um y € S tal que para todo
x € S,y < x. O principio da boa ordenag¢do diz que

Teorema 5.7: Todo subconjunto nao vazio S de N tem um elemento minimo.

Note que esta afirmacao ndo € valida para subconjuntos de R ou Z; isto €, existem subconjuntos
de R e de Z que ndo tem elemento minimo.
Como exemplo de uso do PBO, vamos provar o Teorema da Divisdo de Euclides:

Teorema 5.8: Sejam a,b € N, com b # 0. Entdo existem g, r € N tais que a = bg + r com
0<r<b.

Prova:
Sejam a,b € N, com b # 0, e seja
S={a-bk:keN,a-bk>0}.
Observe que S € N pois a — bk > 0; e que § # 0 pois contem a = a — b0. Entdo pelo
PBO, o conjunto S tem um elemento minimo. Seja r = a — bg esse elemento.

Suponha agora que r > b. Nesse caso a—b(q+1) = r—b > 0, e portanto r — b estd também
em S. Como b > 0, temos r — b < r. Isto contraria a escolha de r como o menor elemento
de S. Portanto r < b.

Fim.

5.9 Formas equivalentes do principio da inducao

Nesta secdo vamos provar as equivaléncias do principio da indu¢cdo matematica, do principio da
indug@o completa e do principio da boa ordenacdo (PBO). Mais precisamente, vamos provar que
PIM — PBO — PIC — PIM.
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5.9.1 PIM implica PBO
Vamos supor que o principio da indu¢do matematica € valido, e provar o principio da boa ordenagao.

Prova:

Seja S um subconjunto de N que ndo possui elemento minimo; vamos provar que ele s6
pode ser o conjunto vazio. Considere a sentenca aberta P(n): “todo elemento de S € maior
que n”. Vamos provar (Vn € N) P(n) por indu¢do matematica.

e Base: como 0 < x para todo x € N, 0 ndo pertence a S, pois caso contrdrio seria um
elemento minimo. Logo, P(0) € verdadeira.

e Hipotese de inducdo: Vamos supor que P(k) é verdadeira para algum k; isto €, todo
elemento de S € maior que k.

e Passo da indugdo: Vamos provar que P(k + 1) € verdadeira. Todo elemento x de
S € maior que k, portanto é maior ou igual a kK + 1. Segue dai que o ndmero k + 1
ndo pode pertencer a S, pois nesse caso seria um elemento minimo. Portanto, todo
elemento de S é maior que k + 1. Ou seja, P(k + 1) é verdadeira. Logo (Vn € N) P(n)
¢ verdadeira.

Por outro lado, se x é um elemento qualquer de S, a afirmacdo P(x) € falsa. Portanto, a
afirmacdo (Vn € N) P(n) implica que S é vazio.

Fim.

5.9.2 PBO implica PIC

Vamos supor agora que o principio da boa ordenacdo € valido, e provar o principio da inducdo
completa.
Prova:

Suponha que P(n) é uma sentenga aberta que satisfaz as condi¢des do PIC, isto é

1. P(0) é verdade; e
2. paratodok e N, (Vie N)i <k — P(i)) —» Pk +1).

Considere o conjunto § = {n € N : P(n) é falsa}. Se S nao for vazio, pelo PBO ele possui
um elemento minimo. Pela condicdo 1 acima, este elemento € positivo, ou seja € igual
a k + 1 para algum k € N. Como k + 1 é minimo, P(i) deve ser verdadeira para todo
natural i < k. Mas pela condi¢do 2, P(k + 1) deve ser verdadeira, ou sejak + 1 ¢ S. Esta
contradi¢do significa que S € vazio, ou seja P(n) é verdadeira para todo n.

Fim.
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5.9.3 PIC implica PIM

Para concluir, vamos supor que o PIC € verdade, e provar o PIM.

Prova:

Seja P(n) uma sentenga aberta que satisfaz as condi¢des do PIM, isto é,

1.

P(0) é verdade; e

2. paratodo k € N, P(k) — P(k+ 1).

A segunda afirmagdo implica que

2’. paratodo k € N, (Vi < k) P(i)) = P(k+ 1).

Nesta passagem usamos o fato que (Vi < k) P(i) equivale a

(Vi < k) P(@)) A P(k)

e o teorema da légica proposicional (exercicio 3.28 item b))

p—=>q9>TAp—>q)

91

onde p = P(k), q = P(k+ 1),er = (Vi < k) P(i)) As condicdes 1 e 2 sdo as hipéteses do
PIC, portanto concluimos que P(n) é verdadeira para todo n.

Fim.

5.10

Exercicios adicionais

Exercicio 5.30: Demonstre a validade das seguintes férmulas:

1.

. (VneN—{OD12+32+52+---+(2n—1)?

L (VneN-—{0) 15+ 5= +

+1
(vneN)1+2+3+...+n:”(”2 ).
(neN) 242 432 4. 42 = 203 DT D)
. 6 |

_n(2n—-1)2n+1)

3
. (VneN) P +23 433+ 40’ = wl.
C(YneN)20 42! 22 4. g2 =2l

(VneN)12 =22 +32 — ..+ (-1)"'n? :(_1)'1_1@'

1 _n
T Cn=-DQ2n+1) 2n+ 1

Muitos desses exercicios
adicionais estdo na LISTA 1
de Exercicios para a PROVA 1.



92

CAPITULO 5. INDUCAO MATEMATICA

8. VneN)1-2°42.2"+3.22 4. 4pn- 2" = 1+ (n— 12"
Exercicio 5.31: Prove que as regides do plano determinadas por n retas, em posi¢do geral, podem
ser coloridas utilizando duas cores de modo que regides adjacentes recebam cores diferentes.

Exercicio 5.32: Encontre o menor natural ny € N que torna as seguintes afirmacgdes verdadeiras, e
prove-as por inducdo em n:

7S

mantém

1. VneN)n>ny— 2" > n?.
2. (MneN)n>ng—n? <)
3. YneN)n > ny— n! >2"
4. VYneN)n > ny — n! > 4",

Exercicio 5.33: Seja C um conjunto com n > 2 elementos. Prove, usando induc¢io em n, que C
tem n(n — 1)/2 subconjuntos com exatamente dois elementos.

Exercicio 5.34: Seja P um poligono no plano. Triangular um poligono significa dividir seu interior
tracando diagonais que ndo se cruzam até que todas as regides obtidas sejam tridngulos. Neste caso,
dizemos que o poligono P é triangulado. Um tridngulo 7' de um poligono triangulado P é exterior
se dois dos lados de T sdo lados do poligono P. Na figura 5.1, os tridngulos 7' e T, sdo exteriores.

T

)

Figura 5.1: Poligono triangulado.

Prove, usando inducdo matemadtica, que um poligono triangulado P com quatro ou mais lados
possui pelo menos dois tridngulos exteriores.

Exercicio 5.35: Prove que, para todo n,m € N,

nn+1)...(n+m)

1-2..m+2-3..mm+D)+---+nn+1)..n+m—-1) =
m+1

Sugestdo: Fixe m arbitrario e prove por inducio sobre n.

Exercicio 5.36: Para todo inteiro positivo i, seja d; o digito das unidades de 7. Prove que d; = diyq
para todo i positivo.

Exercicio 5.37: Considere o seguinte jogo para duas pessoas. Coloca-se um nimero qualquer
n > 1 de botdes na mesa, e cada jogador, alternadamente, retira no minimo 1 e no maximo 4 botdes
da pilha. Quem tira o tltimo botdo perde.

Vamos definir f;, como sendo 1 se o jogador da vez consegue ganhar quando ha »n botées na mesa,
se jogar corretamente; e 0 se ele vai sempre perder, ndo importa como jogue. Por exemplo, f; é
zero, por definicdo; mas f5 € 1 pois o jogador da vez consegue ganhar (tirando 4 botdes).

a) Determine f, para n entre 1 e 30.

b) Determine uma férmula eficiente para f, e prove-a por indugao.

inverte



Capitulo 6
Relacoes

s (>

Func¢des como seno e logaritmo, e os sinais de comparagao ‘>’, ‘=", etc., sao casos particulares de
relacdes, um conceito fundamental da matematica.

6.1 Conceitos basicos

Uma relagdo bindria (ou simplesmente uma relacdo) R de um conjunto A para um conjunto B é
um sub-conjunto de A X B. Em outras palavras, ¢ um conjunto de pares ordenados (a,b) coma € A
eb e B.

Em geral usa-se a notacdo aRb para dizer que (a,b) € R e aRb para dizer que (a,b) ¢ R. Se
(a,b) € R dizemos que a estd relacionado com b pela relagdo R.

Exemplo 6.1: Sejam A = {1,2,3}, B = {4,5}. Entdo R = {(1,4),(2,5),(3,5)} € uma relacdo de A
para B. Neste exemplo, temos 2R5 e 3R5, mas 2R4 e SR2.

Se os conjuntos A e B sdo finitos e suficientemente pequenos, uma relacao pode ser represen-
tada por um diagrama, em que cada elemento de A ou B € representado por um ponto, e cada par
ordenado (a, b) por uma seta de a para b. Veja a figura 6.1.

Figura 6.1: Diagrama da relagao R = {(1, 30), (2, 50), (3, 50)} do conjunto A = {1, 2, 3, 4}
para o conjunto B = {30, 40, 50}.

Exemplo 6.2: Sejam C = {1,2,3,4} e D = {4, 5, 6}. Observe que o conjunto de pares R do exemplo
anterior também € uma relacdo de C para D.

Exemplo 6.3: O conjunto de pares { (x, Vx): x € N} € um exemplo de uma relagdo de N para R.

93
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Se R é uma relag@o de A para A, dizemos que R € uma relacdo em A ou sobre A.

Observe que os sinais de comparacao da dlgebra (“<”, “<”, etc.) sdo relacdes bindrias definidas
sobre os numeros reais.

Observe também que “€” € uma relagdo bindria entre o conjunto U de todos os elementos, € o
conjunto P(U) de todos os conjuntos; e que “C” é uma relagdo bindria definida sobre o conjunto

de todos os conjuntos.

6.1.1 Dominio e imagem

O dominio de uma relag¢do R, denotado por Dom(R), é o conjunto de todos os primeiros elementos
dos pares ordenados que estdo em R. Isto é:

Dom(R) = {a: (b) (a,b) € R}

A imagem ou contra-dominio de uma relacdo R, denotado por Img(R), € o conjunto de todos os
segundos elementos dos pares ordenados que estdo em R. Isto é:

Img(R) = {b: (Ja)(a,b) € R}

Observe que um conjunto de pares ordenados R € uma relacdo de A para B se, e somente se,
Dom(R) C A e Img(R) C B.

Exemplo 6.4: Seja R a relacdo {(1,4),(2,5),(3,5)}. Temos que Dom(R) = {1, 2,3} e Img(R) =
{4,5}.

Exemplo 6.5: Seja R a relacdo {(x, ¥):xeZ } Observe que Dom(R) é o conjunto de todos os
inteiros Z, mas Img(R) é o conjunto dos quadrados perfeitos {0, 1,4,9,...}.

Exemplo 6.6: Seja A o conjunto dos presidentes do Brasil, de 1889 a 2010. Seja R a relacdo sobre
A tal que aRb se e somente se o presidente b foi o sucessor de a. Assim, por exemplo, temos que
‘Figueiredo’ R ‘Tancredo’ e ‘Fernando Henrique’ R ‘Lula’, mas ‘Lula’ R ‘Fernando Henrique’.
Observe que o dominio desta relagdo sdo todos os presidentes menos Lula (que terminou o mandato
em 2010), e a imagem sdo todos os presidentes menos Floriano Peixoto.

Exemplo 6.7: Seja A = {1,2,3}, e R o conjunto dos pares (a, b) de A X A tais que a < b. Ou seja,
R =1{(1,2),(1,3),(2,3)}. Neste caso, Dom(R) = {1,2} e Img(R) = {2, 3}.

Exemplo 6.8: Seja A o conjunto dos niimeros inteiros e R = {(a,b) : aRb < a = 2b}. Note que
Dom(R) € o conjunto dos inteiros pares e Img(R) = Z.

Exemplo 6.9: Seja A o conjunto dos nimeros reais e R = {(a, b):a*+b*> =25 } Neste caso
Dom(R)={a:-5<a<5}elmg(R)={b:-5<b<5}

Exercicio 6.1: Seja A o conjunto de todas as pessoas vivas hoje. Seja R o conjunto de todos os
pares (p, q) € A X A tais que a pessoa p € filha ou filho da pessoa g. Descreva os conjuntos Dom(R)
e Img(R), sua intersec¢do Dom(R) N Img(R) e sua unido Dom(R) U Img(R).
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Exercicio 6.2: Seja R a relacdo que consiste de todos os pares (x,y) de nimeros reais tais que
(x> = 2)? + y* = 1. Determine Dom(R) e Img(R).

Exercicio 6.3: Seja A o conjunto dos inteiros entre 0 e 10, inclusive. Seja R o conjunto de todos
os pares da forma (x, x? - 5) que estdo em A X A. Determine Dom(R) e Img(R).

Exercicio 6.4: Prove que, para qualquer relagdo R, a imagem Img(R) é vazia se e somente se o
dominio Dom(R) € vazio.

6.1.2 Restricao de relacoes

Seja R uma relacdo, e sejam A’ e B’ conjuntos quaiquer. A restricdo de Ra A’ e B’ é o conjunto de
pares de (a,b) € Rtaisquea € A’ e b € B’; ouseja, RNA"XB’. A restricdo de Ra A’ é geralmente
entendida como RN A’ X A".

Exemplo 6.10: Seja R a relac@o dos inteiros positivos N \ {0} para os inteiros, tal que xRy se e
somente se x € divisor de y. A restri¢do de R aos conjuntos U = {0,2,3,5,6}e V ={0,1,2,...,9}
€ o conjunto de pares

{(2,0),(2,2),(2,4),(2,6),(2,8),(3,0),(3,6),(3,9),(5,0), (5,5), (6,0), (6, 6)}
A restri¢do de R ao conjunto U é
{(2,0),(2,2),(2,6),(3,0),(3,3),(3,6),(5,0),(5,5),(6,0), (6, 6)}
E comum se usar uma relagio R que foi definida sobre um conjunto A como se fosse uma relagdo
sobre qualquer subconjunto A’ C A, quando na realidade se deveria usar a restri¢do de R a A’.
Por exemplo, a relacdo ‘<’ € definida sobre os reais R, mas ela é frequentemente usada como se

fosse também uma relagdo sobre os inteiros Z, os naturais N, ou qualquer outro subconjunto de R.
Nestes casos entende-se que a relacdo desejada € a restricdo de ‘<’ a estes subconjuntos.

6.1.3 Relacoes de identidade

Para qualquer conjunto A, a relacdo identidade sobre A, denotada por 7 4, é definida por

Th={(x,x): x €A}

Esta relagdao nada mais € que a relacdo de igualdade “=", restrita ao conjunto A.

Exemplo 6.11: Se A = {1,2,3} entdo 74 = {(1,1),(2,2), (3, 3)}.

6.1.4 Relacao inversa

Seja R uma rela¢do do conjunto A para o conjunto B. A relagdo inversa denotada por R, é a
relagdo do conjunto B para o conjunto A definida da seguinte forma:

R ={(x,y): (1) €R}

Ou seja, R™! € a relacdo tal que aR™'b se e somente se bRa, para quaisquer a e b. Observe que
Dom(R™!) = Img(R) e Img(R~!) = Dom(R).
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Exemplo 6.12: Seja A = {1,2,3} e R arelagiio sobre A do exemplo 6.7. A relagiio inversa é R™!
{(a,b) : bRa)} = {(a,b) :a€ AANbeAAb<a)} = {(2,1),(3,1),(3,2)}. Veja que Dom(R™!) =
(2,3} e Img(R™") = {1,2}.

Exemplo 6.13: A inversa de “€”, denotada por “>”, € uma relacdo do conjunto P(2f) de todos os
conjuntos para o conjunto U de todos os elementos. A férmula A > x (I&-se “A possui x”, ou “A
tem x”) significa a mesma coisa que x € A. (Note a diferenga entre “3”, “2”, e D.)

Exercicio 6.5: Seja R a relacio {(1,4),(1,5),(2,5), (3,4),(5,5)}. Escreva a relacio inversa R™!.
Exercicio 6.6: Qual ¢ inversa da relagdo “<”? E da relagdo “="? E da relagao “C”?

6.1.5 Imagem e imagem inversa de conjuntos sob uma relacao

Definicao 6.1: Sejam R uma relacio de um conjunto A para um conjunto B, e X um
conjunto qualquer. A imagem de X sob R é o conjunto

{b:(JaeX)(ab)eR}
A imagem inversa de X sob R é o conjunto

{a:(3beX)(ab)eR}

Observe que a imagem inversa de X sob R é a imagem de X sob a relagfo inversa R™!. A imagem
de X sob R costuma ser indicada por R(X). A imagem inversa entdo pode ser indicada por R~!(X).

6.2 Composicao de relacoes

Sejam R e S duas relacdes. A composicdo de R com S é a relagdo denotada por S o R, e definida

da seguinte forma:
SoR={(a,c):(3Ab)(a,b) e RA(b,c) €S}

Exemplo 6.14: Considere as relagdes
R={1,1),1,4),(2,3),3, 1), 3,4}
§=1{1,0),(2,0),(3,1),(3,2),(4, D}
A composigdo delas é
SoR={(1,0),(1,1),(2,1),(2,2),(3,0), (3, 1)}
Observe que

e (1,0) e SoRporque (1,1) e Re (1,0) € S,
e (1,1) e SoRporque (1,4) e Re (4,1) € S,
o (2,1)e SoRporque (2,3) e Re(3,1) e S,
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o (2,2)e SoRporque (2,3) e Re (3,2) € S,
e (3,0) e SoRporque 3,1) e Re (1,0) € S,
e (3,1) e SoRporque (3,4) e Re (4,1) € S.

R S SoR

Figura 6.2: Composicao das relacdes do exemplo 6.14.

Exemplo 6.15: Seja R a relacdo de Z para Z definida por xRy < x =y + 1. Seja S arelagdo de Z
para Z definida por ySz <> y = 2z. A composi¢cdo S o R € a relagdo de Z para Z definida por

X(SoRzeo AyeZyx=y+1Ay=2z

Ou seja, x(S o R)z & x = 2z+ 1. Observe que (5,2) € S o R, porque (5,4) € Re (4,2) € S.
Observe também que (6,2) ¢ S o R, porque o tnico elemento relacionado com 6 por R € 5, mas
(5,2) ¢ S.

Exemplo 6.16: Sejam R e S as mesmas relagdes do exemplo 6.15. A composicdo Ro S € arelacdo
de Z para Z definida por

XRo8S)ze AyeZ)yx=2yAy=z+1
Ou seja, x(Ro 8)z & x =2z + 2. Observe que (5,2) ¢ Ro S, mas (6,2) e Ro S.

Os exemplos 6.15 e 6.16 mostram que ha casos em que S o R # R o S; isto €, a composicao de
relacdes nao é comutativa.
Observe que, para quaisquer relagdes R e S, temos

Dom(S o R) € Dom(R)

Img(S o R) C Img(S)

Exercicio 6.7: Seja R o conjunto de todos os pares (x, x*) onde x é um nimero inteiro. Seja S o
conjunto de todos os pares (3y,y) onde y € um niimero natural. Descreva as relagdes RoSe SoR.

Exercicio 6.8: Sejam R, S, R trés relagdes. Para cada uma das afirmagdes abaixo, apresente uma
prova ou um contra-exemplo.

L ReTI\N(SoT)S(R\S)oT.
2. R\S)oT C(RoT)\(SoT).
3. RoT)N(SoT)C(RNS)oT.
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4. RNS)oT C(RoT)N(SoT).
5. RoTHUSoT)C(RUS)oT.
6. (RUS)oT C(RoT)HU(SoT).
Exercicio 6.9: Seja n um nimero natural, e A o conjunto dos inteiros entre 1 e n, inclusive. Note

que o conjunto A X A tem n® pares. Encontre duas relacdes R e S sobre A, cada uma com no
maximo 2n pares, tal que R o S seja o conjunto A X A.

6.2.1 Notacao alternativa

A notacdo S o R para composi¢do de R com S é muito comum, especialmente para fungdes (vide
capitulo 8.1). Em algumas dreas da matematica, entretanto, a composi¢do de uma relacdo R com
uma relag@o S € denotada pela justaposicdo RS. Observe que, nesta notacdo, a ordem das relacdes
€ oposta a da notacdo tradicional.

6.2.2 Composicao com identidade

Observe que, para qualquer relagdo R de um conjunto A para um conjunto B, as composi¢aos
ITpoReRo T, sdosempre a propria relagdo R.

Exemplo 6.17: Seja A = {1,2,3}, B = {10, 20, 30,40} e R = {(1,20), (1, 30), (2,30)}. Lembramos
que 74 = {(1,1),(2,2),(3,3)} e I = {(10, 10), (20, 20), (30, 30), (40,40)}. Pode-se verificar que
Rolp=1poR=1{(1,20),(1,30),(2,30)}.

6.2.3 Composicao com a relacao inversa

Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.18: Seja A = {1,2,3}esejaR ={(1,2),(1,3),(2,3)}, uma relagao sobre A. Lembramos
que a relagdo inversa R16{(2,1),3,1),3,2)}, e que 74 ={(1,1),(2,2),(3,3)}. Entdo:

e R1oR=1{(1,1),(1,2),(2,2),(2, 1)}.

e RoR!'=1{(2,2),(2,3),(3,3),(3,2)}.

e RoR=1{(1,3)}.

e R oR ={3, ).

Observamos que neste exemplo RoR ™! é diferente de R~! oR, e ambas sdo diferentes da identidade
T4

Exercicio 6.10: Prove que, para toda relacdo R, a composi¢io R~ o R contém a relagio de identi-
dade sobre Dom(R); e que R o R~! contém a identidade sobre Img(R).
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6.2.4 Inversa da composicao
Pode-se verificar que, para quaisquer relagdes R e S,
(SoR'=R'1oS™!
Ou seja, a inversa da composi¢cdo é a composicdo das inversas, na ordem inversa.
Exemplo 6.19: Sejam as relacdes
R ={(1,20), (1, 30), (2,40), (3,20)}

S = {(20,200), (20, 300), (40, 200)}

Observe que

S o R ={((1,200), (1, 300), (2,200), (3, 200), (3, 300)}.
R~ = {(20, 1), (30, 1), (40, 2), (20, 3)}.

S~1 = {(200, 20), (300, 20), (200, 40)}.

R oS! ={(200, 1), (300, 1), (200, 3), (200, 2), (300, 3)}.
(SoR)~' ={(200, 1), (300, 1), (200, 3), (300, 3), (200, 2)}.

6.2.5 Composicao e inclusao

O seguinte teorema decorre imediatamente das defini¢oes:

Teorema 6.1: Para quaisquer relacdes R, R,, S1, Sz, se R C R e S € Ss, entdo R o
Sl c Rz o 82.

6.2.6 Poténcias de uma relacio
Seja R uma relacdo. A poténcia R", n =1,2,--- é definida como:

R! = R
Rn+l — RnOR

Teorema 6.2: Para quaisquer relacdes R e S, e qualquer inteiro n > 1, se R € S entdo
R'C 8"
Prova:

Vamos provar este teorema por inducio em n.

e Base: paran = 1, o resultado € verdadeiro, poisR' =R c S =S8

e Hipétese de indugdo: vamos supor que, para algum k > 1, RF € Sk,

e Pusso da indugdo: vamos provar que R**! € S**1, Pelo teorema 6.1, concluimos que
Rk o R € SF o0 S. Pela defini¢io de poténcia, R ¢ Sk

Fim.

99
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Exercicio 6.11: Demonstre que, se R é uma relagdo de A para B,entio Ro 4 = IgoR=R.

Exercicio 6.12: Demonstre que, para quaisquer relacdes R e S, vale R™! 0 871 = (So R)7!.

Exercicio 6.13: Demonstre que a composi¢ao de relagdes é associativa; isto é, que, para quaisquer
trés relagcdes R,Se T ,vale T o (SoR)=(T o S)o R.

Exercicio 6.14: Demonstre que a composi¢ao de relagdes distribui sobre unido de relagdes; isto é,
que, para quaisquer trés relacdes R, Se 7,vale T o (RUS) = (T o R)U(T 08),e (RUS) 0T =
RoTHU(SoT).

Exercicio 6.15: Demonstre que para quaisquer trés relagdes R, Se 7, vale 7 o(RNS) C (T oR)N
(7 08). Encontre um exemplo em que ndo vale a igualdade; isto é, 7 o (RNS) # (T ocR)N(T 08).

Exercicio 6.16: Prove que, para toda relagdo R e quaisquer m e n inteiros, R” o R" = R"*",

6.2.7 Poténcias negativas de uma relacao

Se R € uma relagdo, e n um inteiro positivo, costuma-se definir ¥ como sendo a poténcia n da
relagdio inversa R™!. isto é, para todo inteiro n > 1, define-se

ﬂ—(n—l) — ﬂ_" o R_l

6.3 Tipos de relacoes

Nesta secdo daremos algumas propriedades de relagdes que sdo importantes em muitos contextos.
Seja R uma relacao sobre um conjunto A. Dizemos que:

R € reflexiva sobre A se, e somente se, para todo a € A o par (a, a) estd em R.

R € irreflexiva se, e somente se, ela ndo possiu nenhum par da forma (a, a).

R € simétrica se, e somente se, (Va,b € A)aRb — bRa. Ou seja, se um par (a, b) estd em R
entdo o par (b, a) também estd em R.

R € anti-simétrica se, e somente se, (Ya,b € A)(aRb) A (bRa) — a = b. Ou seja, para
quaisquer elementos distintos a € b em A, no maximo um dos pares (a, b) e (b, a) estd em R.

e R ¢ transitiva se, e somente se, (Ya, b, c € A) (aRb) A (bRc) — aRc. Ou seja, se dois pares
(a,b) e (b, c) estao em R entdo o par (a, c) também estd em R.
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Note que dizer que R é reflexiva sobre A equivale a dizer que 7 4 C ‘R; e dizer que R € irreflexiva
equivale a dizer que RN 7, = 0. Observe que hd relacdes que ndo sdo nem reflexivas e nem
irreflexivas, como por exemplo a relagcdo R; = {(1,1),(2,1),(1,2)(3, 1)} sobre o conjunto A =
{1,2, 3}. Porém, se o conjunto A ndo € vazio, uma relacdo ndo pode ser a0 mesmo tempo reflexiva
sobre A e irreflexiva.

Observe também que os termos simétrica e anti-simétrica nao sdo opostos: qualquer relagao
de identidade, por exemplo, € a0 mesmo tempo simétrica e anti-simétrica. Além disso, ha relacdes
que ndo sdo nem simétricas nem anti-simétricas. Por exemplo, a relagdo R; acima ndo é simétrica,
pois ela tem o par (3, 1) mas ndo tem o par (1, 3); e nem anti-simétrica, pois ela tem os dois pares
2, e(1,2).

Finalmente, observe que uma relacdo pode satisfazer qualquer uma das propriedades acima
por vacuidade, se nao existirem elementos em A que satisfacam as condicdes no lado esquerdo do
conectivo ‘—’. Por exemplo, a relagao R; = {(1,2)} € transitiva, porque ndo existem a, b e c tais
que (aRzb) A (bRsc).

Exemplo 6.20: Considere o conjunto A = {1, 2, 3, 4} e as seguintes relagcdes sobre A:

o R ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(3,4),(4, 1), (4,4)}.

o Ry =1{(1,1),(1,2),(2, D}.

o R3={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(4,1),(1,4),(4,4)}.

e Ry=1{(2,1),3,1),3,2),4,1),4,2),(4,3)}.

e Rs ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4), (4,4)}.
o Rs =1{(3,4)}.

e S3o reflexivas sobre A: R, Rz e Rs.
e Sjo irreflexivas sobre A: R4 e Rg.

e S3o simétricas: R, e Rs3.

e Sio anti-simétricas: R4, Rs5 € Rs.

e S3o transitivas: Ry, R5 e Re.

Exercicio 6.17: Prove que uma relag@o R € irreflexiva se, e somente se, ela é disjunta de 74 onde
A = Dom(R).

Exercicio 6.18: Prove que uma relagao R € simétrica se, e somente se, ela é igual a sua inversa.

Exercicio 6.19: Prove que uma relagdo R € anti-simétrica se, e somente se, ela é disjunta de sua
inversa.

Exercicio 6.20: Seja Seja R uma relagdo simétrica e transitiva sobre A. Prove que se para todo
x € A existe um y € A tal que xRy, entdo R € reflexiva.
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6.3.1 Composicao e transitividade

O préximo teorema mostra como a operagao de composi¢do se relaciona com a propriedade tran-
sitiva de uma relagdo.

Teorema 6.3: Uma relacio R € transitiva se, e somente se R o R C R.

Prova:

Seja R uma relagdo sobre um conjunto A. Vamos primeiro provar que, se R € transitiva,
entdo Ro R € R. Seja (a,b) € R o R. Pela definicdo de composicao de relacdes, temos
que (Ax) (a,x) € R A (x,b) € R. Como R € transitiva, concluimos que (a, b) € R. Logo
RoRCR.

Vamos provar agora que, se RoR C R, entdao R € transitiva. Sejam a, b, ¢ trés elementos de
A. Se(a,b) € Re (b, c) € R, entdo, pela definicao de composi¢do, temos que (a, c) € RoR.
Como R o R C R, entdo (a,c) € R. Logo R € transitiva.

Fim.

O teorema 6.3 pode ser generalizado:
Teorema 6.4: Uma relacdo R € transitiva se e somente se R"” C R para todo n > 1.

Prova:

Para provar a parte “somente se”, basta tomar n = 2 e usar o teorema 6.3. Para provar a
segunda parte, vamos supor que R é uma relag@o transitiva sobre um conjunto A, e provar
que R" € R, para todo n > 1, usando indu¢do em n.

e Base: Paran = 1 a afirmacdo é verdadeira, pois R! = R C R.

e Hipétese de inducdo: Vamos supor que R C R para algum k > 1.

e Passo: Vamos demonstrar que R¥! € R. Seja (a,b) € R¥!; pela defini¢do de
poténcia, (a, b) € R* o R. Pela defini¢io de composicio, temos que (Ax € A) (a, x) €
R A (x,b) € R¥. Pela hipétese de inducdo, R¥ C R, portanto (x,b) € R. Como R é
transitiva, temos que (a, b) € R.

Fim.

O que este teorema nos diz € que as poténcias de uma relacao transitiva sao subconjuntos da
relacdo. Portanto se verificarmos que R" ¢ R, para algum n > 1, podemos concluir que a relagdao
ndo € transitiva.

Exercicio 6.21: Demonstre a afirmacio, ou encontre um contra-exemplo: “Se R* C R, entio R é
transitiva.”
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6.4 Representacao de relacoes usando matrizes

6.4.1 Matriz booleana de uma relacao

Uma matriz booleana é uma matriz cujos elementos sao valores l6gicos, F ou V. Ao escrever tais
matrizes, € conveniente usar 0 e 1, respectivamente, para indicar esses valores.

Sejam A = {ay,a,- - ,a,} € B = {by,by,---,b,} conjuntos finitos com |[A| = m , |B| = ne
R uma relagdo de A para B. Uma maneira de representar esta relacdo € através de uma matriz
booleana M de m linhas e n colunas definida da seguinte maneira:

_ 1 se ainj
Mi’j B { 0 se a,ﬁ?bj
Observe que a matriz M depende da escolha dos conjuntos A e B, e também da ordem em que

listamos seus elementos.

Exemplo 6.21: Seja R a relacdo {(20, 20), (30, 20), (30, 30)}. Se escolhermos A = {10, 20, 30, 40}
e B = {10, 20, 30}, listados nessa ordem, a matriz da relagao sera

[ 10 20 30

100 0 0
M={20/0 1 0
3000 1 1
400 0 0

Composicao de relacoes. A composicao de relagdes também pode ser entendida em termos de
matrizes. Sejam R uma relacdo de A = {a,a,,...a,} para B = {b,b,,...b,}, € S uma relacdo
de B = {by,b,,...b,} para C = {cl,cz, .. .cp}, com matrizes booleanas M (m X n) e N (n X p),
respectivamente. Pela defini¢do, a matriz P que representa a composi¢do So R é tal que P;; = 1
se e somente se existe um inteiro k € {1,2,...,n} tal que M;; = 1 e Ni; = 1. Ou seja,

Pij=Miy AN j)V(Mip AN2j)V -V (M, AN, j)

que como veremos na secao 9.8, pode ser escrita mais sucintamente como

n
P,"j = \/M,"k /\Nk,j-
k=1

Note a semelhanga entre esta férmula e a férmula do produto de duas matrizes ordindrias,

n
Pij= Z M - Ni.j.
k=1

Concluimos que a composi¢do de uma relagdo R com uma relagcdo S corresponde ao produto MN
das respectivas matrizes booleanas M e N, no sentido da dlgebra de matrizes; exceto que o produto
“.” de dois nimeros € substituido pela conjuncdo “A”, e a soma de nimeros “+” € substituida pela
disjuncdo “Vv”. Observe que a ordem em que as matrizes devem ser multiplicadas € oposta a ordem
usada na notag¢do S o R.
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Exemplo 6.22: Sejam A = {10, 20, 30,40}, B = {20,40, 60}, e C = {35, 55,75, 95}. Sejam
R = {10, 20), (10, 60), (20, 40), (40, 60)}

S =1{(20, 35), (20, 55), (40, 55), (40, 75), (60, 95)}

As matrizes booleanas que representam R, Se S o R sdo

20 40 60 | 35 55 75 95 ‘ 35 55 75 95

101 0 1 oT1T 1 0 o0 (1 1 0 1
M={200 1 0 |[N= olo 1 1 o MN=]12010 1 1 O
30,0 0 O wlo o o 1 30,0 0 0 O
4010 0 1 4010 0 O 1

6.4.2 Operacoes com relacoes usando matrizes

A representagdo por matrizes também pode ser usada para visualizar operacdes entre relagdes.
Uniao de relacoes. Sejam R e S duas relacdes de um conjunto A para um conjunto B, com
matrizes booleanas M e N, respectivamente. A matriz booleana P que representa a unido R U S é

tal que P;; = 1 se, e somente se, M;; = 1 ou N;; = 1. Ou seja, P;j; = M;; V N, ;. Podemos denotar
essa matriz por M V N.

Interseccao de relacoes. Analogamente, a matriz Q que representa a interse¢do R N S € tal que
Q;j=1seesomentese M;;=1eN;; = 1;ouseja Q;; = M; ; AN, ;. Podemos denotar essa matriz
por M A N.

Exemplo 6.23: Sejam A = {10, 20, 30,40} e B = {20, 40, 60}, ¢ sejam
R ={(10, 20), (10, 60), (20, 40), (40, 60)}

S ={(10, 20), (20, 60), (30, 40), (40, 20)}

As matrizes booleanas que representam R, S, RU S e RN S sdo

20 40 60 20 40 60
101 0 1 101 0 0
M=[20]0 1 0 N=|20]0 0 1
300 0 0 30(0 1 0
4000 0 1 4011 0 0
20 40 60 20 40 60
101 0 1 10/1 0 0
MvVN=[2010 1 1 MAN=[2010 0 0
300 1 0 300 0 0
4011 0 1 4010 0 0
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6.4.3 Propriedades de relacoes usando matrizes

Seja R uma relag@o sobre um conjunto finito A. Se matriz quadrada M que representa essa relacao
tem a mesma ordem para linhas e colunas, vérias propriedades da relacdo R podem ser facilmente
verificadas na matriz M:

1. Uma relacdo R € reflexiva sobre A se, e somente se (Vi € {1,2,---,n})a;Ra;. Portanto R é
reflexiva sobre A e somente se (Vi € {1,2,---,n}) M;; = 1; isto é, os elementos da diagonal
de M sao todos 1.

2. Umarelagdo R € irrreflexiva sobre A se, e somente se (Vi € {1,2,---,n})a; R a;. Portanto R
¢ irrreflexiva sobre A e somente se os elementos da diagonal de M sao todos 0.

3. Uma relacdo R € simétrica se, e somente se (Yi, j € {1,2,---,n})a;Ra; < a;jRa;. Portanto
R € simétrica se, e somente se, a matriz M € simétrica, ou seja, ela € igual a sua transposta.

4. Uma rela¢do R € anti-simétrica se, e somente se (Vi, j € {1,2,---,n}) (aRa; A a;Ra;) —
a; = a;. Portanto R € anti-simétrica se, € somente se ndo existem indices i € j com i # j tais
que M; ;e M;; sdo simultaneamente iguais a 1.

Note que, no caso de uma relacdo anti-simétrica os elementos da diagonal sdo arbitrdrios. Note
também que esta definicdo ndo corresponde ao conceito de “matriz anti-simétrica” da algebra li-
near. Essa definicdo exige M; ; = —M; o que implica que a diagonal € nula (M;; = 0).

Exemplo 6.24: Seja R uma relagdo sobre um conjunto A = {ay, ay, as} cuja matriz é

1 10
M=|1 11
01 1
Observe que:
o R é reflexiva sobre A pois m;; = 1 para todo i.

o R & simétrica pois M é simétrica.

e Rndo € anti-simétrica pois m; = my | = 1.

6.5 Fechos de uma relacao

6.5.1 Fecho reflexivo

Seja R uma relacido sobre um conjunto A. Se R ndo € reflexiva sobre A, € porque ndo possui um
ou mais pares da forma (a,a) com a € A. Se acrescentarmos todos esses pares a R, obtemos uma
relacdo S que € reflexiva sobre A e contém R. Essa relacdo é chamada de fecho reflexivo de R
sobre A.

Exemplo 6.25: Sejam A = {a, b, c} e R = {(a,a), (a, b), (b, a), (c, b)}. A relagdo
S ={(a,a),(a,b), (b,a),(c,b),(b,b), (c,c)} éo fecho reflexivo de R sobre A.
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Exemplo 6.26: Seja arelacdo R = {(a,b) : a,b € Z A a < b} sobre o conjunto dos nimeros inteiros
Z. O fecho reflexivo S € obtido incluindo na relagdo R todos os pares {(a,a) : a € Z}. Ou seja, o
fecho reflexivo de R sobre Z é

S={(a,b):a,beZNa<b}

Observe que o fecho reflexivo pode ser escrito como R U 7 4. Observe também que qualquer
outra relacdo 7~ que é reflexiva sobre A e contém R deve conter J 4, e portanto contém 7, UR = S.

6.5.2 Fecho simétrico

De maneira andloga, se R é uma relagdo qualquer, obtemos seu fecho simétrico acrescentando a R
todos os pares necessdrios para tornd-la uma relagao simétrica; isto é, todo par da forma (b, a) tal
que (a,b) € R.

Exemplo 6.27: Sejam A = {a,b,c} e R = {(a,a),(a,b),(b,b), (b, c),(c,a),(c,b)}. Arelacio S =
{(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,a),la,c),,c),(c,b)} éo fecho simétrico de R.

Exemplo 6.28: Seja arelacio R = {(a,b) : a,b € Z A a < b} sobre o conjunto dos ndimeros inteiros
Z. O fecho simétrico S € obtido incluindo na relagdo R todos os pares

{(b,a) :a,beZ Na>b}
. Ou seja, o fecho simétrico de R é
S={(a,b):a,beZNa+b}
Observe que o fecho simétrico é simplesmente R U R~!. Observe também que, como no caso

do fecho reflexivo, qualquer outra relagdo simétrica 7~ que contém R deve conter R™!, e portanto
contém seu fecho simétrico R U R™!.

6.5.3 Fecho transitivo

Vamos agora considerar o problema andlogo de completar uma relagdo R, se necessario, de modo
a tornd-la transitiva. Para isso, precisamos garantir que, para quaisquer pares (a,b) e (b,c) na
relagdo, o par (a, c) também estd na relacao.

Podemos pensar que basta examinar todos os pares (a, ¢) e (b, ¢) que estdo na relacdo dada R.
Entretanto, isso nao € suficiente. Por exemplo, considere a relacao

R=1{(1,2),(2,3),3,4)}
Esta relagao falha a defini¢do de relagdo transitiva em exatamente dois casos:

(1,2) e RA(2,3) eR mas (1,3)¢R
(2,3) e RAB,4)eR mas (2,4)¢R

Se acrescentarmos os pares (1, 3) e (2,4), obtemos a relacao

R =1{(1,2),(1,3),(2,3),(2,4), (3,4}
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Mas esta relacao ainda ndo é transitiva; pois ela possui (1, 3) e (3,4) mas ndo possui (1,4). Observe
que esta falha de transitividade foi revelada quando acrescentamos o par (1, 3) a relagao.
Se acrescentarmos o par que falta, (1,4), obtemos

R" =1{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), 3,4)}

que é transitiva.

Os pares que faltam em R sdo da forma (a, ¢) tais que existe algum b com (a, b) € Re (b,c) € R.
Ou seja, sdo os pares de R o R = R2. Portanto, a0 acrescentarmos esses pares estamos construindo
a relacdo R = R U R%. Pela mesma razdo, os pares que ainda faltam em R’ estdo na relagio
R o R = (RUR??, que (pelo exercicio 6.14) € a relacdo R? U R? U R*. Portanto, acrescentando
esses pares obtemos R” = R U R? U R® U R*. No préximo passo, obtemos RUR> U --- U R7 U RS,
E assim por diante.

Por estas consideracgdes, o fecho transitivo de R, denotado por R* é definido como sendo a
unido de todas as poténcias de R, isto é

R=RURPUR}U--- (6.1)

Como veremos na se¢do 9.8, esta férmula pode ser escrita mais sucintamente da seguinte maneira
R =| R (6.2)

Ou seja, um par (a, b) estd em R* se, e somente se, existe um inteiro k > 1 tal que (a, b) € RE,

Se R € uma relagdo sobre um conjunto finito A, a unido eventualmente deixa de crescer apds
um numero finito de termos; pois os pares que podem ser acrescentados pertencem ao conjunto
A X A, que é finito. Pode-se mostrar que, se A tem n elementos, o0 processo termina com o termo
R", no maximo. Nesse caso, a relagdo R* assim obtida € uma relacdo transitiva, por construcao.

No caso de A ser finito, também podemos escrever a formula (6.2) em termos das matrizes
booleanas. Se M € a matriz de R, a matriz M* de R* € dada pela férmula

M*:\/M":MVMZVM3V---VM” (6.3)
k=1

Caso o conjunto A seja infinito, o processo pode nunca terminar: apds cada acréscimo de pares

que faltam podem surgir novos casos de falha de transitividade. Nesse caso, a uniao (6.2) precisa
incluir todas as poténcias de R. Precisamos entdo provar o seguinte resultado:

Teorema 6.5: Para qualquer relacio R, a relagdo R* € transitiva.

Prova:

Sejam a, b, c elementos tais que (a, b) e (b, c) estdo em R*. Precisamos provar que (a, ¢)
também estd em R*.

Pela definicdo de R*, existem inteiros i > 1 e j > 1 tais que (a,b) € R e (b,c) € R'.

Portanto (a, ¢) estd na composi¢do R/ oR', que, pelo exercicio 6.16, € igual a R™*/. Portanto
o par (a, c¢) também estd em R*.
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Fim.

Por outro lado, o teorema a seguir mostra que o fecho transitivo R* calculado pela férmula (6.2)
nao tem nenhum par supérfluo:

Teorema 6.6: Para qualquer relagdo R, qualquer relagdo transitiva que contém R contém
o fecho transitivo R* de R.

Prova:

Seja R uma relagdo qualquer, e seja S uma relacdo que contém R. Pelo teorema 6.2, para
todo n > 1, temos que R" C §". Pelo teorema 6.4, temos que 8" = S; logo R" € S. Uma
vez que todos os termos da férmula (6.2) estdo contidos em S, entdo a unido de todos esses
termos R* também esta.

Fim.

Os dois teoremas acima implicam que o fecho transitivo R* definido pela férmula (6.2) é a
tinica relagdo transitiva que contém R e estd contida em qualquer relagdo transitiva que contém R.
Portanto ela € também a menor relagdo transitiva que contém R.

6.5.4 Fecho em geral

De maneira geral, sejam R uma relagdo em um conjunto A, P uma propriedade de relagdes, e S
uma relagdo em A com a propriedade P. Dizemos que S € o fecho da relacdo R com respeito a
propriedade P, se S contém R e estd contida em toda relagdo que possui a propriedade P e contém
R.

Em outras palavras, S € o fecho de R com respeito a propriedade P se

e RCS.

e S satisfaz a propriedade P.

e Para todarelacdo 7 em A, se R C 7 e 7 satisfaz a propriedade P, entdio S C 7.

A relagdo R pode ter ou ndo ter a propriedade P. Se R tiver a propriedade P entao R = S.
O fecho de uma relacdo com respeito a uma determinada propriedade pode ou ndo existir. Veja
o exemplo a seguir:

Exemplo 6.29: Sejam A = {1,2,3}, R = {(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)} e P(R) = “R nao é reflexiva
sobre A”. Observe que qualquer relacdo contendo R conterd {(1, 1), (2,2), (3, 3)}, portanto nao
existe nenhuma relacdo, que ndo seja reflexiva sobre A, e contenha R.

Neste exemplo, o fecho ndo existe porque € impossivel completar R de modo a satisfazer P. No
exemplo abaixo, o fecho ndo existe porque hd duas ou mais maneiras de fazer isso, mas elas sdo
incompativeis:
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Exemplo 6.30: Sejam A = {1,2}, R = {(1,1),(2,2)} e P(R) = “R tem 3 pares”. As duas relagcdes
S ={(1,1),(1,2),2,2)} e S, = {(1,1),(2,1),(2,2)} sdo relagbes que satisfazem a propriedade P
e contém R; porém, a Unica relagdo S que estd contida em S; e em S, e contém R € a prépria
relac@o R, que ndo satisfaz P.

Exercicio 6.22: Encontre os fechos reflexivo, simétrico e transitivo das seguintes relagdes:

e A={a,b,c}eR={(a,a),(a,b),b,c),(c,b)}.
e A={0,1,2,3l e R=1{(0,1),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,0)}.

Exercicio 6.23: Sejam A = {1,2,3,4,5} e R ={(1,3),(2,4),(3,1),(3,5),(4,3),(5,1),(5,2),(5,4)}.
Encontre as poténcias R2 R3, R*, R, RO e o fecho transitivo R*.

Exercicio 6.24: Seja A = {0,1,2,3,4,5}. Encontre a menor relagdo contendo a relacdo R =
{(1,2),(1,4),(3,3),(4, 1)} que €:

e Simétrica e reflexiva sobre A.

e Reflexiva sobre A e transitiva.

e Simétrica e transitiva.

o Reflexiva sobre A, simétrica e transitiva.

Exercicio 6.25: Sejam R e R, relagdes sobre o conjunto A, tais que R; € R».

e Sejam S| e S, os fechos reflexivos de R e Ry, respectivamente. Prove que S| C S».

e Enuncie os teoremas andlogos para os fechos simétricos e transitivos. Prove esses teoremas,
ou encontre contra-exemplos.

Exercicio 6.26: Sejam R e R, relagdes sobre o conjunto A, e R = R UR;.

e Sejam 81, S; e S os fechos reflexivos de Ry, R» e R, respectivamente. Prove que S{US; = S.

e Sejam S;, S; e S os fechos simétricos de R, R» e R, respectivamente. Prove que S| US; =

S.

e Sejam Sy, S» e S os fechos transitivos de R, R» e R, respectivamente. Prove que S; U S, C
S, e encontre um exemplo em que a inclusdo é propria.

Exercicio 6.27: Sejam R; e R, relagdes sobre o conjunto A, e R = R N R,.

e Sejam Si, Sy e S os fechos reflexivos de R;, R; e R, respectivamente. Prove que S = S|NS».

e Sejam S;, S; e S os fechos simétricos de R, Ry e R, respectivamente. Prove que S C
S1 N Sy, e mostre com um exemplo que a inclusdo pode ser prépria.

N

e Sejam S;, S; e S os fechos transitivos de R, Ry e R, respectivamente. Prove que S
S1 N Sy, e mostre com um exemplo que a inclusdo pode ser prépria.

Exercicio 6.28: Seja R a relagdo sobre o conjunto dos niimeros inteiros positivos tal que aRb se
e somente se existe um nimero primo p tal que a = pb. Qual é o fecho reflexivo de R? Qual é o
fecho transitivo de R? Qual é o fecho transitivo e reflexivo?
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6.6 Relacoes n-arias

6.6.1 Definicao

Sejam Ay, A, As, ..., A,, conjuntos. Uma relacdo n-dria entre estes conjuntos € um sub-conjunto
Rde Ay XAy XAz X---XA,. Isto é, um elemento de R € uma n-upla (a,a,, ..., a,), tal que a; € A;
para cada i.

O inteiro n é chamado de grau ou ordem da relacdo. Para n > 2 usam-se os nome bindria,
terndria, quaterndria., etc. O i-ésimo dominio da relacdo é o conjunto Dom;(R) de todos os ele-
mentos de A; que ocorrem na posi¢ao i das suas n-uplas. Ou seja, um elemento x pertence a
Dom;(R) se, e somente se, existe uma n-upla (a, as, . . .,a,) em R com a; = x.

Exemplo 6.31: Seja R a relacdo em R X R X R definida pelo conjunto das triplas (a, b, c¢) tais que
a = b = c. Observe que a tripla (2,2,2) € R, mas a tripla (-2, 3,3) ¢ R. Os dominios Dom;(R),
Domj(R) e Doms(R) sdo o conjunto dos nimeros reais, € o grau de R é 3.

Exemplo 6.32: Seja R a relagdo em N X N X N definida pelo conjunto das triplas (a, b, ¢) tais que
a*>+b*> =c* a>0eb > 0. Observe que a tripla (3,4,5) € R mas a tripla (2,2,3) ¢ R. Pode-se
verificar que Dom(R) = Domy(R) = N\ {1,2}, e que os menores elementos de Doms3(R) sdo
{5,10,13,17,20,25,26,29,...}.

Exemplo 6.33: Seja R a relagdo em Z X Z X Z X Z definida pelo conjunto das quadruplas (a, b, g, r)

tais que a = b x g + r. Observe que a quadrupla (7, 3,2, 1) estd em R mas a quadrupla (3,7,2, 1)
nao esta.

6.6.2 Projecao

Seja R uma relacdo n-dria e sejam iy, iy, . . . , I, inteiros distintos entre 1 e n. A projecdo de R sobre
as componentes iy, i, . .., I, ¢ a relacdo m-dria S tal que uma m-upla (b, b,,...,b,) estiem S se
e somente se existe uma n-upla (a;, as, ...,a,) em R tal que by = a;,, b, = a;,, ..., by, = a;,.

Exemplo 6.34: Seja R € N X N x N a relagao terndria formada pelas triplas
{(1, 10, 200), (1, 20, 200), (2, 20, 200), (2, 30, 100), (3, 30,300)} .
Eis algumas projecdes dessa relac@o sobre diversas listas de componentes:

e Sobre 2 e 3: {(10, 200), (20, 200), (30, 100), (30, 300)}

Sobre 1 e 3: {(1,200), (2,200), (2, 100), (3,300)}

Sobre 1 e 2: {(1, 10), (1, 20), (2, 20), (2, 30), (3, 30)}

Sobre 2 e 1: {(10, 1), (20, 1), (20, 2), (30, 2), (30, 3)}

Sobre 1, 2 e 3: {(1, 10,200), (1, 20, 200), (2, 20, 200), (2, 30, 100), (3, 30,300)} = R

Exemplo 6.35: Seja R C R X R X R a relacdo terndria que consiste de todas as triplas (a, b, ¢) tais
que a® + b* + ¢ = 1 — isto é, todos os pontos da superficie da esfera de raio 1 e centro na origem
do R>. A projecio de R sobre as componentes 1 e 3 é o conjunto S de todos os pares (a,c) € RxR
tais que (b € R)a® + b*> + ¢ = 1. Pode-se verificar que S = {(a, c)eRxXR:a?>+c2 <1 } ou
seja, o disco de raio 1 e centro na origem do plano R?.
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Observe que a ordem dos indices iy, iy, . . ., i,, € importante. Observe também que, se m = n e 0s
indices forem 1,2, ..., n, a operagdo ndo tem efeito — o resultado € a prépria relacao R.

Um caso muito comum € a elimina¢do de uma determinada componente j mantendo a ordem
das demais, como no exemplo 6.35. Nesse caso, m = n—1 e os indices iy, i3, ...,i, 80 1,2,..., j—
L,j+1,...,n.

6.6.3 Permutacao de componentes

Para relacdes bindrias temos o conceito de relacdo inversa em que € trocada a ordem das duas
componentes de cada par. Sua generalizagdo para relagoes n-drias € a operacdo de permutacdo de
componentes, que rearranja a ordem das componentes de todas as n-uplas, da mesma maneira.

Mais precisamente, dada uma relagdo n-dria R e uma permutacio iy, iy,...,i, dos inteiros
1,2,...,n, esta operacdo produz a relacdo n-dria S que consiste de todas as n-uplas (a;,, a;,, . . ., a;,)
tais que (aj, as, ..., a,) estiem R.

Por exemplo, dada a relagdo terndria {(1, 20, 350), (2, 20, 300), (4, 40, 400)}, podemos formar
a relagdo terndria {(20, 350, 1), (20, 300, 2), (40,400, 4)} substituindo cada tripla (a;, a,, az) pela
tripla rearranjada (as, as, a;).

Note que esta operacdo € um caso particular da projecdo generalizada com indices iy, ir, . . . , iy,
em que m = n e os indices sdo uma permutacdo dos inteiros 1,2,...,n. Note também que cada
n-upla de R corresponde a uma unica n-upla de S, e vice-versa.

6.6.4 Restricao

Sejam R uma relacdo n-dria, e Xi, X», ..., X, conjuntos arbitrdrios. Da mesma forma que para
relacdes bindrias, definimos a restricdo de R a esses conjuntos como a relagdo S das n-uplas
(ar,az,...,a,) de R que tem a; € X;, para cada j; ou seja

S=RNX; XXy X+ X X,,)
Exemplo 6.36: Considere a relacio
R ={(, 10,200), (1, 20, 200), (2, 20, 200), (2, 30, 100), (3, 30, 100), (3, 30, 300)} .

Observe que esta é uma relacdo entre os conjuntos A; = {1,2,3}, A, = {10,20,30}, e A3 =
{100, 200, 300}.

Sejam X = {1, 2, 3,4}, X, = {20, 30,40}, e X3 = {200, 300}. A restricdo de Ra X, Xp e X3 é

S = {(1, 20, 200), (2, 20, 200), (3, 30, 300)}

6.6.5 Juncao

As tabelas abaixo descrevem duas relagdes R(quaterndria) e S(terndrias). A relagdo R é uma
relagcdo que associa empregados, salas, fungdes e chefe imediato. A segunda relagdo associa salas,
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departamentos e ramais de telefone.

S
R Sala  Ramal Setor

Nome Funcdo Chefe Sala S.101 8233 Vigilancia
José Secretario Anibal S.102 S.102 8247 Financeiro
José Digitacdo Anibal S.103 S.102 8250 Patrimdnio
Maria Digitagdo Sonia  S.103 S.103 8288 Vendas
Maria Secretaria SoOnia  S.202 S.103 8289 Vendas
Pedro Assistente José S.102 S.104 8300 Pessoal
Luiz Despacho Carlos S.301 S.301 8380 Compras
Luiz Motorista Carlos S.307 S.303 8350 Contabilidade

S.307 8380 Transporte

Note que hd empregados que trabalham em vdrias salas, salas com varios empregados, salas
com mais de um ramal, ramais que servem mais de uma sala, etc. Cruzando estes dados, podemos
obter outras relagdes entre essas entidades. Por exemplo, casando o ndmero da sala nas duas
relacdes, podemos construir a relagdo 7 abaixo:

7
Nome Funcgdo Chefe sala Ramal Setor

José  Secretdrio Anibal S.102 8247 Financeiro
José  Secretdrio Anibal S.102 8250 Patrimdnio
Jos¢  Digitacdo Anibal S.103 8288 Vendas
Jos¢  Digitacdo Anibal S.103 8289 Vendas
Maria Digitacdo Sonia  S.103 8288 Vendas
Maria Digitagdo Sonia  S.103 8289 Vendas
Pedro Assistente José S.102 8247 Financeiro
Pedro Assistente José S.102 8250 Patrimdnio
Luiz  Despacho Carlos S.301 8380 Compras
Luiz  Motorista Carlos S.307 8380 Transporte

Note que, por exemplo, a linha “(José, Digitacdo, Anibal, 8289, Vendas)” foi incluida na
relagdo 7 porque existe a quadrupla “(José, Digitacdo, Anibal, S.103)” na relagdo R, e a tripla
“(S.103, 8288, Vendas)” — com o mesmo nimero de sala — na relacdo S. A construcdo da tabela
acima é um exemplo de junc¢do de duas relagdes n-arias para produzir uma terceira relacio n-arias.

Mais formalmente, seja R uma relacdo m-dria e S uma relagdo n-dria. Define-se a jungdo
das relacdes R e R como sendo a relacdo (m + n — 1)-dria 7 consistindo de todas as tuplas
(Cll,az, - ,Clm_l,C,bl,bz, ey bn—l)a tais que (01,612, ee,Qp_1,C) € Re (C, bl,bz, ey bn—l) e S.

Podemos generalizar ainda mais esta operacao casando dois ou mais campos a0 mesmo tempo.
Seja R uma relagdo m-dria, S uma relagc@o n-dria, € p um inteiro positivo menor que m e n. A
jung¢do em p campos das relacdoes R e S € a relacdo (m + n — p)-dria 7 consistindo de todas as
tuplas (a1, az, ..., Am—p,C1,C25 ..., Cp, b1, b2, ..., by ), tais que (ay,az, ..., App, €1, €2,y ..., Cp) € R,
(S (Cl,Cz, ce ,Cp,bl,bz, .. ,bn_p) eS.

Observe que a jun¢do, tal como definida acima, pode ser combinada com operacdes de permutacao
e projecdo para casar quaisquer campos de duas relagdes (e ndo apenas os Ultimos campos de R
com os primeiros de S), e eliminar campos desnecessarios no resultado.
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Relacdes n-drias e as operagdes vistas acima sdo conceitos fundamentais em bancos de dados,
especificamente nos bancos de dados relacionais.

Exercicio 6.29: Prove que a composi¢do S o R de duas relagdes bindrias R e S pode ser obtida por
uma jungdo seguida de uma projecao.
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Relacoes de ordem e equivaléncia
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7.1 Relacoes de ordem

Definicao 7.1: Uma relagdo R sobre um conjunto A € uma relacdo de ordem se ela é
reflexiva sobre A, anti-simétrica e transitiva.

Exemplo 7.1: Sejam A =ReR={(x,y) e RxXR,: x <y}
e R ¢ reflexiva sobre A pois (Vx € R) x < xlogo (Vx € R) xRx.

e R ¢ transitiva pois (Vx,y,z € R)((x <y Ay < z) = x < 7)). Portanto

(Vx,y,z € R)(xRy A yRz) — xRz

e R ¢ anti-simétrica pois (Yx,y € R) (x <y Ay < x) = x = y. Portanto

(Vx,y €ER)(xRy AyRx) > x =y

Exemplo 7.2: Sejam P(A) o conjunto poténcia de um conjunto A e

S={(X,Y)ePA)XPA): XCY}

o R ¢ reflexiva sobre P(A) pois (VX € P(A)) X € X logo (VX € P(A)) XRX.

e R € transitiva pois (VX,Y,Z € PA)(X C YAY C Z) - X C Z). Portanto (VX,Y,Z €
P(A)) (XRY A YRZ) — XRZ).

e R ¢é anti-simétrica pois (VX,Y € PA)(X C YA Y € X) - X = Y). Portanto (VX,Y €
P(A) (XRY AYRX) > X =Y.

Observe que se R € uma relacdo de ordem sobre um conjunto A, e A" C A, a restricdo de Ra A’
€ uma relac@o de ordem sobre A’. (Veja o exercicio 7.4.)

Se R é uma relagdo de ordem sobre um conjunto A, o par (A, R) € chamado um conjunto orde-
nado. Por exemplo, (N, <) € um conjunto ordenado (entendendo-se que ‘<’ aqui € a restricao da
relagdo “menor ou igual” aos ndmeros naturais). Outro exemplo de conjunto ordenado € (P(A), ©),
para qualquer conjunto A.

Exercicio 7.1: Seja R a relacdo sobre o conjunto dos nimeros inteiros positivos tal que aRb se e
somente se existe um inteiro positivo k tal que a = kb. Prove que R é uma relacdo de ordem.

Exercicio 7.2: Seja A o conjunto dos inteiros de 0 a 9, e R a relagio sobre A tal que aRb se e
somente se a € par e b é impar, ou ambos s@o pares e a < b, ou ambos sido impares e a > b. Esta é
uma relacdo de ordem?

Exercicio 7.3: Considere a relagdo R sobre os pares ordenados de inteiros Z X Z tal que
(a,b)R(c,d) & (a<c)Vv(b<d)

para quaisquer inteiros a, b, c e d. Esta € uma relagdo de ordem?
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Exercicio 7.4: Seja R uma relacdo de ordem sobre um conjunto A, Prove que, para todo subcon-
junto A’ de A, arestri¢gdo R’ de R a A’ é uma relacdo de ordem sobre A’.

Exercicio 7.5: Para quaisquer relagdes de ordem R e S sobre um conjunto A, a relagio RU S é
sempre uma relagdo de ordem sobre A? E a relacdo R N S? Prove suas respostas.

Exercicio 7.6: Seja S o conjunto de todos os arquivos em um sistema de arquivos, e R a relagdo
sobre S tal que aRb se e somente se 0 arquivo a contém uma cépia do conteido do arquivo b,
possivelmente com informagdes adicionais antes do inicio de b ou depois do fim. A relagdo R é
uma relacdo de ordem?

7.1.1 Relacoes de ordem estrita

Definicao 7.2: Uma relacdo R sobre um conjunto A é uma relagdo de ordem estrita se ela
¢ irrreflexiva sobre A, anti-simétrica e transitiva.

Exemplo 7.3: Sejam A =ReR={(x,y) eRXR,: x <y}

o R ¢ irreflexiva sobre A pois (Vx € R) =(x < x) logo (Vx € R) xRx.

e R ¢ transitiva pois (Vx,y,7 € R)((x <y Ay < z) = x < 7)). Portanto
Vx,v,7 € R) (xRy A yRz) — xRz.

e R ¢ anti-simétrica, pois (Vx,y € R) =((x <y Ay < x). Portanto, por vacuidade,

Vx,y e R) (xRy A yRx) = x = y.

Note que uma relagao de ordem estrita ndo € um tipo particular de relagao de ordem. Porém, toda
relacdo de ordem estrita R pode ser obtida de uma relacdo de ordem S excluindo-se todos os pares
da forma (a, a). Reciprocamente, toda relacdo de ordem S sobre um conjunto A € a unido RU 7 4
onde R é uma relacdo de ordem estrita sobre A. Note que, para quaisquer a,b € A

aRb < (aSb A a # b)
aSb < (aRb V a = b)
Dizemos que R € a ordem estrita associada a ordem S, e vice-versa.

Exercicio 7.7: Seja A um conjunto de caixas, e R a relagdo sobre A tal que aRb se e somente se a
caixa a cabe dentro da caixa b. Prove que esta é uma relacdo de ordem estrita.

7.1.2 Ordem total

Dizemos que dois elementos a, b sdo compardveis por uma relacdo R se aRb ou bRa.

Definicao 7.3: Uma relacdo R € uma ordem total sobre um conjunto A (ou ordem linear)
se, e somente se R € uma relacdo de ordem sobre A e quaisquer dois elementos de A sdo
compardveis por R.



118 CAPITULO 7. RELACOES DE ORDEM E EQUIVALENCIA

Portanto uma relacdo de ordem R € total se, quaisquer que sejam a e b em A, (a,b) € R ou
(b,a) € R. Se R é uma relacdo de ordem total sobre A, o par (A, R) é chamado de conjunto
totalmente ordenado.

Observe que a relagdo < (exemplo 7.1) € uma ordem total sobre R, pois (Ya,b e R)ya <bVv b <
a. Por outro lado, a relagdo C (exemplo 7.2) ndo € uma ordem total quando A tem pelo menos dois
elementos, pois nesse caso existem subconjuntos distintos X e ¥ em P(A) tais que nem X C Y nem
Y C X. Por exemplo, se A = {1, 2}, podemos tomar X = {1} e ¥ = {2}.

Analogamente, dizemos que uma ordem estrita R sobre um conjunto A € total se e somente se
quaisquer dois elementos distintos de A sdo comparaveis por R.

Exercicio 7.8: A ordem estrita sobre um conjunto de caixas definida no exercicio 7.7 € uma ordem
total?

Exercicio 7.9: Seja R uma relagdo de ordem total sobre um conjunto A, Prove que, para todo
subconjunto B de A, a restricdo R a B também € uma relagdo de ordem total. (Veja o exercicio 7.4.)

Exercicio 7.10: Seja R uma relagdo sobre um conjunto A, e seja S a relagdo complementar, (A X
A) \ R. Prove que R € uma relagdo de ordem sobre A se e somente se S € uma relacdo de ordem
estrita sobre A. Prove que R € total se e somente se S € total.

7.1.3 Ordem lexicografica

Uma ordem muito importante no dia a dia, e em computacio, é a ordem alfabética definida sobre
palavras, nomes, etc.. Por exemplo, nesta ordem “hoje” vem antes de “ontem”, “biscoito” vem
antes de “bolacha”, “porco” vem antes de porta”, e “sol” vem antes de “soldado”.

Observe que esta ordem € baseada na ordem tradicional das letras do alfabeto: a, b, c, ..., z.
A regra é: para decidir se uma palavra vem antes da outra, compara-se a primeira letra de uma
com a primeira letra da outra. Se forem diferentes, a ordem das palavras é a mesma das letras. Se
as palavras comecam com a mesma letra, compara-se a segunda letra de uma com a segunda da
outra. Se persistir o empate, consideram-se as terceiras letras, as quartas letras, e assim por diante
— até haver um desempate (letras diferentes na mesma posicao das duas palavras), ou uma das
palavras terminar. Neste dltimo caso (como no exemplo de “sol” e “soldado”), convenciona-se
que a palavra que termina primeiro vem antes da outra.

Uma idéia semelhante pode ser utilizada para ordenar pares de reais. Seja a relagdo <, definida

sobre os pares R X R, pela férmula
(ar,a2) <2 (b1, b2) © (a1 <by) V(a1 =b1 ANay < by)

Note a semelhanca entre a relacdo <, e a ordem alfabética de palavras.

Este conceito pode ser generalizado para sequéncias de “letras” arbitrarias e ordenacdes ar-
bitrdrias dessas “letras”. Seja R uma relacdo de ordem sobre um conjunto A. Vamos denotar por
A” o conjunto de todas as sequéncias de elementos de A, e () a sequéncia vazia. Considere a relacdo
R* definida recursivamente sobre A*, da seguinte maneira:

1. () R* b para qualquer sequéncia b € A*.

2. b/ () para qualquer sequéncia ndo vazia a em A*.
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3. Se a e b sao sequéncias ndo vazias em A”, sejam a; € b, os elementos iniciais de a e b, e
a’,b’ o que resta de a e b retirando-se estes elementos iniciais. Entdo temos que a R* b se, e
somente se,

(a1 * bl A aﬂ%bl) \Y (al = bl A a' R* b’)

Observe que esta defini¢do recursiva permite determinar, em um nimero finito de passos, se qual-
quer par (a, b) de sequéncias de A* estd na relacdo R* ou ndo. Prova-se (veja exercicios 7.11, 7.12
e 7.13) que a relacdo R* definida desta forma € uma relagdo de ordem. Prova-se também que R* é
uma ordem total se e somente se R € total (veja exercicio 7.14).

A relagdo R* acima € chamada de ordem lexicogrdfica induzida por R.

Exercicio 7.11: Prove que a relagdo R* definida acima € reflexiva. (Dica: use indugdo no nimero
n de elementos da mais curta entre as duas sequéncias.)

Exercicio 7.12: Prove que a relagdo R* definida acima € anti-simétrica.
Exercicio 7.13: Prove que a relacdo R* definida acima ¢é transitiva.

Exercicio 7.14: Prove que a relagdo de ordem R* definida acima é total se e somente se R é total.

7.1.4 Ordens ‘“parciais”

Fora de contextos matematicos, a palavra “parcial” geralmente significa “incompleto”, e portanto
o oposto de “total”. Em matematica, entretanto, muitos autores usam “relacdo de ordem parcial”
como sindnimo de “relacdo de ordem”. Para esses autores, as ordens totais sao casos particulares
de ordens parciais.

Esses autores também se referem a um conjunto ordenado (A, R) como “conjunto parcialmente
ordenado”, (em inglés, partially ordered set ou poset) — mesmo que a relacdo R seja uma ordem
total.

Para outros autores, entretanto, “ordem parcial” pode significar uma ordem que nao € total. O
leitor deve ficar atento para esses dois sentidos da palavra “parcial”. Para evitar ambiguidades,
sugerimos evitar essa palavra, usando “relagdo de ordem” para o caso geral, e “ordem total” ou
“ordem nao total” para os dois tipos.

7.1.5 Diagrama de Hasse

Podemos representar graficamente um conjunto ordenado (A, R), onde A € finito e ndo muito
grande, por um diagrama de pontos e linhas, chamado diagrama de Hasse (em homenagem ao
matematico alemao Helmut Hasse, 1898—-1979).

Neste diagrama, cada elemento de A € representado por um ponto do plano, com posi¢ao
arbitrdria, exceto pela regra de que, para todo par (a,b) € Rcom a,b € A e a # b, o ponto que
representa a deve estar abaixo do ponto que representa b. Cada um desses pares € representado por
uma linha reta ligando a com b, exceto que pares que podem ser deduzidos por transitividade ndo
sao desenhados.
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Para ilustrar a construgao deste diagrama, vamos usar o conjunto A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, ¢
a seguinte relagcdo sobre A:

R ={ (1,1, (1,2), (1,3), (1,4, (1,5), (1,7),
(2,2), (2,3), (2,4), (2,5),
(3.3). 3.4, 3.5),
(4,4), (4,5),
(5,5),
(6,6), (6,9), (6,5),
(7D, (7,4), (1.5),
(8,8), (8,7), (8,4), (8,5),
9,9), 9,5)

Podemos representar o conjunto A e os pares de R pelo diagrama de pontos e setas da figura 7.1
(a esquerda). Observe que, da maneira como os pontos foram dispostos, todas as setas apontam
de baixo para cima; portanto ndo € necessdrio indicar sua direcdo. Sabendo que R € uma relacio
de ordem, podemos também omitir todos os lagos, e todas as linhas que podem ser deduzidas
pela transitividade; como (1, 3), por exemplo, que pode ser deduzida pelos pares (1,2) e (2,3). O
resultado dessas simplificacdes é o diagrama de Hasse (a direita).

5

1 8

Figura 7.1: Diagrama de pontos e setas do conjunto ordenado (A, R) (a esquerda) e o
diagrama de Hasse (a direita).

Observe que o diagrama de Hasse contém toda a informacdo necessdria para determinar exata-
mente a relagdo de ordem R.

O diagrama de Hasse pode ser construido também a partir de uma ordem estrita, e € igual ao
diagrama da relacdo de ordem associada.

Exercicio 7.15: Seja A o conjunto dos inteiros entre 1 e 20, inclusive. Seja R a relagdo sobre A tal
que xRy se, e somente se, x divide y. Construa o diagrama de Hasse de R.

Exercicio 7.16: Uma sub-palavra de uma palavra x é uma sequéncia de letras que aparecem em
posi¢des consecutivas em x, na mesma ordem. Por exemplo, ‘han’ € uma sub-palavra de ‘banana’,
mas ‘bn’ e ‘nab’ ndo sdo. Seja A o conjuto de todas as sub-palavras de ‘banana’, e ‘C’ a relacdo
sobre A tal que x C y se e somente se, x é sub-palavra de y.
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a) Prove que ‘C’ € uma relagcdo de ordem.

b) Construa o diagrama de Hasse de ‘C’.

Exercicio 7.17: Descreva o diagrama de Hasse de uma ordem total sobre um conjunto finito A.

7.1.6 Elementos minimos e maximos

Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto X, e A um subconjunto de X. Um elemento
minimo de A sob R é um elemento m € A se (m,a) € R para todo a € A.

Exemplo 7.4: SejaA = {2,4,6,8} C Z, e seja R arelacdo ‘<’ (“menor ou igual”) sobre Z. O inteiro
2 é¢ um minimo de A sob R, pois (2,a) € R (ou seja 2 < a) para todo a € A.

Exemplo 7.5: Considere o conjunto de conjuntos
A ={{1,2,4},{2,4},{2,3,4},{2,4,5} ,{2,3,4,6} }

e seja R arelagdo “C” entre conjuntos. O elemento {2,4} de A € minimo sob R, pois {2,4} C b para
todo conjunto b € A.

O conceito de elemento mdximo de A sob R é inteiramente simétrico. Ou seja, um elemento m
de A € médximo sob uma relagdo R se (a,m) € R para todo a € A.

No diagrama de Hasse de R, o elemento minimo existe se hd um tnico ponto no diagrama a
partir do qual é possivel alcancar qualquer outro ponto por uma sequéncia de linhas, todas elas
percorridas no sentido de baixo para cima. O elemento maximo, se existe, pode ser identificado de
maneira andloga, isto é, se a partir dele podemos alcancgar qualquer outro ponto percorrendo uma
sequéncia de linhas no sentido descendente.

4

Rl Rz R3 R4

Figura 7.2: Diagramas de Hasse de quatro relagdes de ordem sobre o conjunto
{1,2,3,4,5}. Na relacdo R;, o elemento 3 € minimo e ndo existe elemento maximo.
Na relacdo R, o elemento 4 é mdximo, e ndo hd elemento minimo. Na relacdo Rj3, o
elemento 2 € minimo e 4 € maximo. Na relagdo R, ndo existe nem minimo nem maximo.

Se R € uma relacio de ordem total, e o conjunto A € finito, sempre existe um elemento minimo. Se
R nao €é uma ordem total, ou se A € infinito, o minimo pode existir ou ndo. Em qualquer caso, se
existe um elemento minimo, ele € tinico. As mesmas observagdes sao validas para 0 maximo.
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Exemplo 7.6: Seja A o conjunto dos inteiros pares, e R a relagdo “<” (menor ou igual) sobre Z.
Nao existe nenhum elemento minimo de A sob R, pois para qualquer inteiro m € A o par (m—2, m),
por exemplo, estd em R.

E importante observar que o fato de um elemento ser minimo depende tanto do conjunto A quanto
da relagdo R. Um elemento que € minimo sob R pode ndo ser minimo sob outra relacio S. Em
particular, um elemento minimo sob R é um elemento maximo sob R~!, e vice-versa.

Este fato pode gerar confusdes se existe uma ordem “usual” para os elementos de A, distinta
da ordem R. Por exemplo, no conjunto A acima do exemplo 7.4, o elemento 8§ é minimo, e 2 é
maximo, sob a ordem “>”.

Exercicio 7.18: Seja A o conjunto das palavras de 3 letras da lingua portuguesa, e R a relaco tal
que aRb se e somente se a palavra a vem antes da palavra b no diciondrio. Quais sdo os elementos
minimo e mdximo de A sob R?

Exercicio 7.19: Seja A o conjunto das sequéncias de 4 bits (algarismos 0 ou 1), e R a relagdo tal
que aRb se e somente se cada bit de a € menor ou igual ao bit correspondente de b. Assim, por
exemplo, 0100R1100, mas 1001RO101. Quais sdo os elementos minimo e maximo de A sob R?

Exercicio 7.20: Prove que todo conjunto ordenado tem no maximo um elemento minimo ¢ um
elemento miximo.

Exercicio 7.21: Prove que um conjunto finito ndo vazio totalmente ordenado tem exatamente um
elemento minimo e um elemento miximo.

7.1.7 Elementos minimais e maximais

Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto X, e A um subconjunto de X. Um elemento
minimal de A sob R € um elemento m € A tal que ndo existe nenhum a € A, diferente de m, com
(a,m) e R.

Exemplo 7.7: Seja A ={1,2,3,4,5,6} ¢
R=1{(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3),(1,4),(4,4),(2,4),(3,4),(5,5),(5,6),(6,6)} .

O inteiro 2, por exemplo, € um elemento minimal de A sob R, pois ndo existe nenhum par (a, 2) na
relac@o. Os elementos minimais de A sob Rs@o 1,2, e 5.

Exemplo 7.8: Seja A = N\ {0, 1} e R a relagdo “€ divisor préprio de”; isto €,

R=A(x,y):x€cAANyeANX<YATkeN)y=kx}.

O niimero 21 ndo é minimal sob R pois existem pares (a,21) em R, por exemplo (3,21). O nimero
17 é minimal sob R pois ndo existe nenhum par (a, 17) em R. Note que os elementos minimais de
A sob R sdo os nimeros primos.
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Como estes exemplos mostram, uma relacdo pode ndo ter elementos minimais, ou pode ter
mais de um elemento minimal. E fcil mostrar que um elemento minimo de A sob R, se existir, é
também um elemento minimal (e o Unico elemento minimal em A). O contrario ndo € verdadeiro:
um elemento minimal pode ndo ser minimo.

Da mesma forma definimos um elemento maximal de A sob ‘R como um elemento m de A tal
que ndo existe nenhum a em A, diferente de m, tal que (m,a) € R.

No diagrama de Hasse de R, um elemento minimal é qualquer ponto do qual ndo sai nenhuma
linha descendente. Um elemento maximal é um elemento do qual ndo sai nenhuma linha ascen-
dente. Veja a figura 7.3

Rl R3 R4

Figura 7.3: Diagramas de Hasse de quatro relagdes de ordem sobre o conjunto
{1,2,3,4,5}. Na relacdo R, o tnico elemento minimal € 3, e os elementos maximais
sdo 1,4 e 5. Narelacdo R,, os elementos minimais sdo 3 e 5, e o tinico maximal € 4. Na
relagc@o R3, o Unico minimal € 2 e o Gnico maximal é 4. Na relacdo R, os minimais sdo 3
e 5, e os maximais sio 2 e 4.

Os conceitos de minimal e maximal sdo muito usados quando A € um conjunto de conjuntos, e R é
arelacdo ‘C’. Neste caso, um elemento minimal de A € um conjunto que ndo contém propriamente
nenhum outro elemento de A. Por exemplo, seja

A ={{2},{1,2},{1,3},{1,2,4},{3,4,5}}

Neste conjunto, o elemento {1, 2, 4} ndo € minimal, pois ele contém propriamente o conjunto {1, 2}
que também estd em A. Por outro lado, {2}, {1,3}, e {3,4,5} s@o minimais sob a relagdo ‘C’.
Analogamente o elemento {2} ndo é maximal pois {2} C {1, 2, 4}. Os elementos maximais de A sob
Csdo {1,3}, {1,2,4} e {3,4,5}.

Exercicio 7.22: Encontre os elementos minimais e maximais em cada uma das rela¢des da fi-
gura 7.2.
Exercicio 7.23: Encontre um conjunto A e uma relagcdo de ordem R sobre A tal que existe um

unico elemento minimal em A sob R, mas que nido é minimo.

Exercicio 7.24: Prove que um conjunto finito ordenado tem pelo menos um elemento minimal e
um elemento maximal.
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Exercicio 7.25: Seja A = {3,6,9, ...} o conjunto dos miiltiplos positivos de 3, e R a relagdo sobre
A tal que (x,y) estd em R se e somente se todos os algarismos decimais de x aparecem em Yy,
na mesma sequéncia. Assim, por exemplo, (262, 12682) estd em R, mas (262, 12268) ndo esta.
Determine os elementos minimais de A sob R.

Exercicio 7.26: Seja A = {X C N : X # 0 A |X| € par }. Note que A ndo é um conjunto de inteiros,
mas sim um conjunto de conjuntos: {1,2,3,4} e {10, 20} sdo elementos de A, enquanto que 20 e
{20, 40, 60} ndo sdo. Seja R a relacdo “C” de continéncia de conjuntos. Encontre os elementos
minimais de A sob R. Existe algum elemento maximal de A sob R?

Exercicio 7.27: Seja R = {(x,y) € N — {0} x N — {0} : x divide y}.

1. Prove que R € uma relacdo de ordem definida sobre N — {0}.
2. A relagdo de ordem R é total? Prove ou dé um contra-exemplo.
3. Quais sdo os elementos minimais de N — {0} sob R?

4. O conjunto N — {0} tem um elemento minimo sob R?

Exercicio 7.28: Seja A o conjunto das sequéncias de 4 bits (algarismos 0 ou 1), exceto a sequéncia
0000; e seja R a relacdo tal que aRb se e somente se cada bit de @ € menor ou igual ao bit cor-
respondente de b. Assim, por exemplo, 0100R1100, mas 1001R0101. Quais sdo os elementos
minimos, maximos, minimais € maximais de A sob R?

7.2 Relacoes de equivaléncia

Definicao 7.4: Uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto A € uma relagdo R sobre
A que € reflexiva sobre A, simétrica e transitiva.

Exemplo 7.9: Seja A o conjunto de todas as retas do plano, e seja R a relagdo XRY se, e somente
se, X = YouXnNY =0. Estarelacdo é simplesmente a relacao de paralelismo da geometria plana.
Claramente a relacio € reflexiva sobre A, simétrica e transitiva, logo € uma relag¢do de equivaléncia.

Exemplo 7.10: Sejam Z o conjunto dos nimeros inteiros. A relacdo
R={(a,b):a€ZAbeZA (a— b)é miltiplo de 5}
€ uma relagdo de equivaléncia. Verificando:

e R ¢ reflexiva sobre Z: para todo a € Z, temos (a,a) € R,poisa—a =0-5.

e R ¢é simétrica: para todo (a,b) € R, temos a — b = S5r para algum r € Z; logo b — a = 5(-r),
portanto (b, a) € R.

e R ¢ transitiva: para todo (a,b) € Re todo (b,c) € R, temos a — b = 5r para algum r € Z, e
b—c =5S5sparaalgum s € Z;logoc = b—-5s,a—c =a—b+5s = 5r+5s = 5(r + 5); portanto
(a,c) € R.
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No exemplo 7.10 o nimero 5 pode ser substituido por qualquer inteiro m. Esta relacdo €
denominada congruéncia modulo m.
Exemplo 7.11: Para todo conjunto A, a relacdo de identidade 74 é uma relagdo de equivaléncia

sobre A.

Exemplo 7.12: Para todo conjunto A, o produto cartesiano A X A € uma relagdo de equivaléncia
sobre A (onde quaisquer dois elementos estdo relacionados entre si).

Exemplo 7.13: Seja A um conjunto ndo vazio. A relacdo C entre os conjuntos de P(A) é reflexiva
sobre P(A) e transitiva, mas ndo é uma relacio de equivaléncia sobre P(A), pois ela ndo € simétrica
(por exemplo, ) C Amas A & 0.)

Se R € uma relacdo de equivaléncia, a notacdo aRb também pode ser lida “a ¢é equivalente a b
modulo R, e denotada por a = b mod R. Analogamente, aRb pode ser lida “a ndo é equivalente a
b modulo R,” e denotada por a # b mod R.

7.2.1 Classes de equivaléncia

Seja R uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto A. Para todo elemento a € A, o conjunto
[alg = {x € A : xRa}

¢ denominado a classe de equivaléncia do elemento a na relagao R.

Exemplo 7.14: Vamos construir as classes de equivaléncia da relagdo R de congruéncia médulo 5
(exemplo 7.10). A classe de equivaléncia de um inteiro i na relagdo R, é o conjunto

lillg={x€eZ :dseZ)x—i=15s}

Ou seja, x € [i]g se e somente se x = 5k + i para algum r € Z; isto é, se e somente se x tem o
mesmo resto que i quando dividido por 5. Portanto existem apenas 5 classes de equivaléncia, que
correspondem aos possiveis restos da divisdo por 5:

e [0]g ={---,-10,-5,0,5,10,---}.
o [llg={--,-9,-4,1,6,11---}.
o 2lg={--,-8,-3,2,7,12---}.
{
{

4 [3]R: "'a_75_2a358a13a"'}-
o [4lg ={--,-6,-1,4,9,14,---}.

Teorema 7.1: Seja R uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto A. As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes.

e aRb.
e [a]g = [b]g.
o [algN[blg # 0
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Prova:

e Vamos provar que aRb — [alg = [b]g. Seja ¢ um elemento qualquer de [a]g. Por
defini¢do, cRa. Como R € uma relacdo de equivaléncia, se aRb entdo c¢Rb (por tran-
sitividade), e portanto ¢ € [b]g. Concluimos assim que € [a]g C [b]z. Analogamente
prova-se que [b]g C [a]g. Portanto [a]g = [D]x.

e Vamos provar que [alg = [blgr — [algN[b]lg # 0. Se [alg = [Dlg, entdo [alg N [b]g =
[alg N [alg = [alg. Como R € reflexiva sobre A, temos a € [a]g, logo [alg # 0.
Concluimos que [a]g N [b]g # 0.

e Vamos provar que [a]g N [b]lg # 0 — aRb. Como [alg N [b]x # O entdo existe
um ¢ € A tal que ¢ € [a]g e ¢ € [b]g. Por defini¢dao, cRa e c¢Rb. Por simetria e
transitividade de R, concluimos que aRb.

Fim.
Cada elemento de uma classe de equivaléncia é chamado de um representante dessa classe.

7.2.2 Relacoes de equivaléncia e particoes

O que o teorema 7.1 nos mostra é as que classes de uma relacdo de equivaléncia R sobre um
conjunto A sdo duas a duas disjuntas. Como todo elemento de A estd em alguma classe, a unidao
de todas as classes € o conjunto A. Isto significa que as classes de equivaléncia de R formam uma
particdo do conjunto A. (Veja a secdo 2.9.)

Vamos mostrar agora que toda particio de um conjunto pode ser usada para construir uma
relacdo de equivaléncia sobre esse conjunto. Dizemos que dois elementos estdo relacionados se e
somente se eles estdo no mesmo bloco da particdo. Mais precisamente:

Teorema 7.2: Sejam P uma particdo do conjunto A, e Sp a relagdo
Sp={(x,y):(ACeP)xeCArye(C}.
Entdo Sp € uma relacdo de equivaléncia, e suas classes sdo os blocos da particiao P.

Prova:

Para mostrar que Sp € uma relagdo de equivaléncia, precisamos mostrar que ela € reflexiva
sobre A, simétrica e transitiva.

e A relacgdo € reflexiva sobre A: para todo a € A, temos aSpa; pois, pela definicdo de
particdo, todo elemento de A pertence a algum bloco C da parti¢ao P.

e A relagdo é simétrica: para todo (a,b) € Sp, por definicio a e b pertencem a algum
sub-conjunto C € P; logo bSpa.

e A relacdo é transitiva: para quaisquer (a, b) e (b, c) em Sp, existem blocos C e D de
Ptaisque a,b € Ce b,c € D;logo b € C N D. Como os blocos de uma particao
sao disjuntos dois a dois, concluimos que C e D sdo o mesmo bloco. Portanto a e ¢
pertencem ao mesmo bloco, logo aSpc.
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Fim.

Exercicio 7.29: Seja S = {(x,y) € RXR : x —y € Q}. Prove que S é uma relacio de equivaléncia.

Exercicio 7.30: Seja R uma relacio sobre o conjunto dos pares ordenados de inteiros positivos
definida por ((a, b)R (c, d)) se, e somente se, ad = bc.
1. Prove que R € uma relacdo de equivaléncia.

2. Descreva a classe de equivaléncia de (1, 2) segundo a relagio R.

Exercicio 7.31: Seja R uma relagdo sobre o conjunto dos pares ordenados de inteiros positivos
definida por ((a, b)R (c,d)) se, e somente se, a+d = b + c.

1. Prove que R é uma relacdo de equivaléncia.

2. Descreva a classe de equivaléncia de (3, 1) segundo a relacdo R.

3. Descreva as classes de equivaléncia de R.

Exercicio 7.32: Prove que que as relagdes descritas a seguir sdo relagdes de equivaléncia. Descreva
as classes de equivaléncia de cada uma das relacoes.

1. Seja R arelagdo sobre Z definida por mRn se, e somente se, 2 divide m — n.

2. Seja S arelagdo sobre R definida por xRy se, e somente se, |x| = [y].

3. Seja ¥ a relagdo sobre inteiros positivos definida por xFy se, e somente se, todo nimero
primo que divide x divide y, e vice-versa.

Exercicio 7.33: Seja A o conjunto de todas as proposi¢des nas variaveis x, y e z. Seja £ uma
relagdo sobre A definida por PLQ se, e somente se, P e O tem a mesma tabela verdade. Prove que
L é uma relagdo de equivaléncia.
Exercicio 7.34: Seja € um niimero real positivo, e considere a relagio ~, sobre R tal que
xmgy © |x—yl<e

para quaisquer x e y en R. Esta é uma relacio de equivaléncia? Em caso afirmativo, descreva suas
classes de equivaléncia.
Exercicio 7.35: Considere a relagio R sobre os pares ordenados de inteiros Z X Z tal que

(@,D)R(c,d) & (a=c)ANb=d)V((a=d)A(b=0)

para quaisquer inteiros a, b, ¢ ¢ d. Esta € uma relagdo de equivaléncia? Em caso afirmativo,
descreva suas classes de equivaléncia.

Exercicio 7.36:

a) Prove que, se R é uma relagio simétrica, entio R¥ é simétrica para qualquer inteiro positivo
k.

b) Seja R uma relagdio qualquer sobre um conjunto A, e 74 a identidade sobre A. Seja S a
relagdo R U R~ U I 4. Prove que o fecho transitivo 7~ de S € uma relagdo de equivaléncia
sobre A.
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Capitulo 8

Funcoes

8.1 Conceito

Dizemos que uma relacdo ¥ de A para B é uma funcdo de A para B se, e somente se, para todo
a € A existe exatamente um b € B tal que (a,b) € .

Pelo fato de ser uma relacdo, uma fungdo ¥ de A para B € um subconjunto do produto cartesi-
ano A X B, ou seja um conjunto de pares (a,b) coma € A e b € B, com a propriedade acima. (Veja
secdo 6.1).

Para indicar que ¥ € uma fun¢do de A para B, usa-se geralmente a notagdo ¥ : A — B. Para
cada elemento a de A, € costume indicar por ¥ (a) o valor de ¥ em a, isto €, o Unico elemento b
de B tal que (a, b) € F. Observe que esta notacio s6 tem sentido para funcdes, e ndo para relacdes
em geral.

Exemplo 8.1: A relacdo ¥ = {(1,40), (2, 30), (3,30)} é uma funcio do conjunto X = {1,2, 3} para
o conjunto Y = {20, 30,40}, isto é F : X — Y.

Exemplo 8.2: A relacio ¥ = {(1,40),(3,30)} ndo é uma funcdo de X = {1,2,3} para ¥ =
{20, 30, 40}, pois para a = 2 € X ndo existe um b € Y tal que (a,b) € F.

129
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Exemplo 8.3: A relacdo ¥ = {(1,40), (2, 20), (2,30),(3,30)} ndo é uma funcdo de X = {1,2, 3}
para Y = {20, 30, 40}, pois para a = 2 € X existem dois valores distintos »’ =20€ Yeb” =30€ Y
tais que (a,b’) € F e (a,b”) € F.

Exemplo 8.4: A relagdo ¥ = {(x, x?):xe Z} € uma fungdo do conjunto Z para o conjunto N, isto
é€F :Z—N.

Exemplo 8.5: A relagdo ¥ = {(xz, X):x€ Z} ndo é uma funcdo do conjunto N para o conjunto
Z, pois héa elementos a € N (como a = 5) para os quais ndo existe par (a,b) € ¥, e hd elementos
a € N (como a = 4) para os quais existem dois pares (a,b) € ¥ (no caso, (4,2) e (4,-2)).

Em geral, usaremos letras mintsculas, como f, g, etc., para relacdes que sao funcdes.

8.1.1 Dominio e imagem de uma func¢ao

Uma vez que fungdes s@o um tipo particular de relagdes, todos os conceitos introduzidos para
relagdes (como dominio, composi¢do, inversa, etc.) valem também para funcdes. Se f é uma
func¢do de A para B, entdo, de acordo com a defini¢do, o dominio Dom(f) de f é sempre o conjunto
A.

A imagem ou contra-dominio Img(f) de f € o conjunto
Img(f)={f(a):acA}={beB:(dacA)b= f(a)}

Observe que a imagem estd contida no conjunto B, mas nem sempre € igual a B.

Podemos portanto dizer que duas funcdes f : A - Be g : C — D sdao a mesma func¢do se, e
somente se, A = Ce (Va € A) f(a) = g(a).

Como observamos no caso de relacdes em geral, se f é uma funcdo de A para Be B C C,
entdo f também € uma fungdo de A para C. Por exemplo, a fungdo seno € uma funcao do conjunto
dos nimeros reais R para o intervalo B = [-1,+1]. Como B € um subconjunto de R, entdo seno
também € uma funcio de R para R.

Porém, precisamos observar que alguns autores consideram que o conjunto B é parte da defini¢ao
da funcdo. Nesta abordagem, se f for definida como fun¢do de A para B, e C for um conjunto di-
ferente de B, entdo f ndo € uma funcdo de A para C. Para esses autores, por exemplo, seno pode
ser definida como funcdo de R para R, ou de R para [—1, +1]; mas estas duas escolhas resultam em
fungdes distintas. Neste livro ndo seguimos essa abordagem: para nds, uma fungdo, assim como
uma relacao, € apenas o conjunto dos seus pares.

Exercicio 8.1: Seja f uma fungo e R uma relagao sobre Dom(f) tal que para todo x e y xRy <
f(x) = f(y) para todo x,y € Dom(f).

e Prove que R é uma relacio de equivaléncia.

e Encontre as classes de equivaléncia de R.
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8.2 Inversa de funcao

A inversa de uma fun¢do f € definida como na se¢do 6.1.4, ou seja, € a relacdo

[ =1on (ny) e f)
Note que a inversa de uma fun¢do nem sempre ¢ uma funcao.
Exemplo 8.6: Seja f a fungio de R para R tal que f(x) = x>. Sua inversa é a relacio
= {(xz,x) : xeR}
que associa a cada niimero real y > O suas duas raizes quadradas —+/y € ++/y.

Exercicio 8.2: Para cada uma das seguintes fungdes de R para R, determine se a inversa é uma

funcio:
1. filx) =x>.
2. fz(x) = e

3. f3(x) =sinx.
4. fu(x) =X +x.
5. fs(x) = x —x.

8.3 Imagem e imagem inversa de um conjunto

Para qualquer funcdo f e qualquer conjunto X, verifica-se que a imagem de X sob f, definida na
secdo 6.1.5, ¢

fX) = {f(x):xeXNnDom(f)} = {yelImg(f): AxeX) f(x) =y}

Note que os elementos de X que ndo estdo em Dom(f) ndo contribuem para a imagem. Este
conceito é geralmente usado quando X € Dom(f). A imagem inversa de um conjunto Y qualquer
sob f, também definida na secdo 6.1.5, é a imagem de Y sob a relacdo inversa f~!, ou seja

1Y) = {xeDom(f): f(x) €Y} = {x€Dom(f): (Iy € Y) (x,y) € f}

Observe que a relacdo f~! pode ndo ser uma fungdo. Isto ndo é um problema uma vez que os
conceitos de imagem e imagem inversa sao definidos para relacdes em geral.

8.4 Restricao

O conceito de restricao de relagdes pode ser aplicado também a funcdes. Se f € uma funcdo e X
€ um conjunto, a nota¢do f|X ou f|y é frequentemente usada para indicar a restricdo de f (vista
como relacao) aos conjuntos X e Img(f). Isto &,

fIX = foXxImg(f) = {(xy):(xy)ef A xeX]}

Este conceito também é geralmente usado quando X € um subconjunto de Dom( f).
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Exercicio 8.3: Sejam f uma funcéo, A, B subconjuntos de Dom(f) e U, V subconjuntos de Img(f).
Prove ou encontre contra-exemplos para cada uma destas afirmagdes:

e f(AUB) = f(A)U f(B).

o f(A\B) = f(A)\ f(B).

e BC A& f(B)C f(A).

o fAUNV)=fU)N V).
o fAWUV)=fU)U V).
o AU\ = I\ W)
e UCVe AU c i

o f71(f(A) = A.

e f(fNU) =U.

Exercicio 8.4: Seja f uma fun¢do de um conjunto A para um conjunto B. Considere a relagido R
sobre A tal que
aRb < f(a) = f(b)

para quaisquer elementos a e b de A. Esta é uma relacdo de equivaléncia? Em caso afirmativo,
descreva suas classes de equivaléncia.

8.5 Composicao de funcoes

Uma vez que fungdes sao relagdes, a composi¢ao de duas funcdes f e g € definida da mesma forma
que para relagoes, ou seja, € a relacao

gof=1{(ac):(3b)(a,b)e fAbc)cg}

Em particular, se f : A - Be g : B — C, entdo verifica-se que g o f é uma funcdo de A para
C,eparatodoa € A o valor de g o f em a é definido pela férmula:

(g o a) = g(f(a))

Por exemplo, sejam f : R - Rcom f(x) =2x+3,e g : R - R com g(x) = 3x + 2. Entdo
(g0 f)x) =g(f(x) =g2x+3)=32x+3)+2=06x+1le(fog)(x) = f(gx) = fGx+2) =
2(3x +2) + 3 = 6x + 7. Este exemplo mostra que a composicao de funcdes ndo é comutativa.

Na verdade, demonstra-se que a composicao de duas fungdes quaisquer € sempre uma fungao.
Como vimos na secao 6.2 é também verdade que

Dom(g o f) € Dom(f)

Img(g o f) C Img(g)

Além disso, no caso de fungdes, temos que

Img(f) € Dom(g) & Dom(g o f) = Dom(f)
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Dom(g) € Img(f) & Img(g o f) = Img(g)

As poténcias de uma fun¢do f sdo definidas da mesma forma que as poténcias de uma relagdo.
Isto é, ! = f, e, para todo inteiro n > 1,

fn+1 — fn Of
f—(n+1) — f—n o f—l

Todas as poténcias positivas sdo fun¢des, com mesmo dominio que f. Se a inversa f~! é uma
funcio, entdo todas as poténcias negativas sdo fungdes, com mesmo dominio que f~'.

Exemplo 8.7: Seja f a fungdo logaritmo, f(x) = log x, g a fung@o raiz quadrada, g(y) = +/y. Seja
R* o conjunto de todo os reais ndo negativos.

R+

R+

Dom(f) = R*\{0} Dom(g)
Img(f) = R Img(g)

Observe que a imagem de f ndo estd contida no dominio de g. A composicao go f € a raiz quadrada
do logaritmo, (g o f)(x) = 4/logx. O dominio desta fun¢do ndo € Dom(f), mas o conjunto dos
nimeros reais maiores ou iguais a 1, que é subconjunto préprio de Dom(f). Por outro lado, a
imagem de g o f é R*, que neste exemplo € igual a Img(g).

Exemplo 8.8: Sejam f e g as fun¢des logaritmo e raiz quadrada, como no exemplo 8.7. A
composi¢do f o g € o logaritmo da raiz quadrada, (f o g)(y) = log 4/y; como Img(g) C Dom(f),
entdo Dom(f o g) = Dom(g) = R*; e como Dom(g) C Img(f), Img(f o g) = Img(f) = R.

8.5.1 Funcao idempotente

Uma fungdo f € dita idempotente se a composicdo f o f € igual a f. Ou seja, se f(f(x)) = f(x)
para todo x € Dom(f). Esta condi¢cao também equivale a dizer que f restrita a Img(f) € a funcdo
identidade sobre Img(f). Um exemplo € a fun¢ao f com dominio N \ {0, 1} tal que f(z) é o menor
fator primo de z.

Exercicio 8.5: Prove, ou encontre um contra-exemplo, que a composi¢do de duas fungdes idem-
potentes € uma fungdo idempotente.

Em 4lgebra linear, uma transformacao linear idempotente é chamada de projecdo.

8.6 Tipos de funcoes

8.6.1 Funcao injetora

Uma fungdo f de A para B é injetora se, e somente se, (Vx,y € A) (f(x) = f(y) = (x = y). Ou
seja, se e somente se ela atribui um valor diferente para cada elemento do dominio.

Uma fungao injetora preserva informagdo, pois o valor de f(x) determina univocamente o valor
de x. Funcdes injetoras também sao chamadas de fungdes um para um.
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Exercicio 8.6: Sejam f e g duas funcgdes. Prove que se g o f ndo € injetora entdo pelo menos uma
dentre f e g ndo € injetora.

Exercicio 8.7: Seja f uma funcdo. Prove que a relagio inversa f~' também é uma fungio se e
somente se f ¢ injetora.

Exercicio 8.8: Sejam f : A —» Ce g : B — D duas fungdes injetoras. Considere a funcio
h:AXB — CxD tal que

ha,b) = (f(a), g(D))

Prove que / é uma fungao injetora.

Exercicio 8.9: Sejam f uma fungdo e A, B subconjuntos de Dom(f). Prove que f(A N B) C
f(A) N f(B). Mais ainda, se f € injetora entdo f(A N B) = f(A) N f(B).

Exercicio 8.10: Sejam f : A — B, g : B — C. Prove que se f e g sdo injetoras entdo g o f é
injetora.

Exercicio 8.11: Seja R uma relacdo de A para B. Escreva expressoes 16gicas formais (sem palavras,
apenas variaveis e simbolos), com todos os quantificadores necessarios, que expresse as afirmacoes

a) “Arelacdo R € transitiva.”

b) “A relacdo R é uma funcao injetora.”

8.6.2 Funcao sobrejetora

Dizemos que uma funcgdo f de A para B € sobrejetora em B (ou € uma fungdo de A sobre B) se,
e somente se, (Vb € B)(da € A) f(a) = b. Ou seja, f € uma fungdo sobre B se e somente se
B = Img(f). Note que ndo tem sentido dizer que uma funcio “é sobrejetora” sem especificar em
qual conjunto. Por exemplo, a fun¢do f com dominio Z tal que f(x) = |x| é tanto uma funcdo de Z
para Z quanto de Z para N; ela é sobrejetora em N, mas ndo em Z.

Exercicio 8.12: Sejam f : A — B, g : B — C. Prove que se f é sobrejetora em B, e g é sobrejetora
em C, entdo g o f € sobrejetora em C.

8.6.3 Funcao bijetora

Definicao 8.1: Uma funcio f de A para B € bijetora de A para B (ou é uma bijecdo de A
para B) se, e somente se, f € injetora e sobrejetora em B.

Dito de outra forma, uma relacdo f € uma bijecio de A para B se, e somente se, (Ya € A)(A!b €
B) (f(a) = b) (isto é, f € uma fungdo de A para B e (Vb € B)(A!x € A) (f(x) = b)). Observe que a
inversa de uma bijecdo de A para B também € uma bijecao de B para A.

Se f é uma bijecdo do conjunto A para o conjunto B, entdo verifica-se que a inversa f~!' também
¢ uma bijecdo do conjunto B para o conjunto A. Nesse caso, para todo a em A e todo b em B temos
(f~(b) = a) & (f(a) = b). Portanto,

(YaeA) f'(fla)=a
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(Vb eB)f(f'(b)=b

Por outro lado, se estas propriedades valem, entdo f € uma bijecao de A para B. Ou seja, f € uma
bijecdo de A para B se, e somente se, f ' o f =T e fo f! =I5

Funcdes bijetoras sdo muito importantes em matemadtica e computacdo. Entre outras coisas,
elas permitem definir o “tamanho” de conjuntos infinitos, como veremos no capitulo 14.

Exercicio 8.13: Sejam A e B dois conjuntos nio vazios. Considere a fungdo p : A X B — A onde
p((a, b)) = a. Prove as afirmagdes abaixo ou d€ um contra-exemplo.

1. A funcio p é uma funcdo sobrejetora.

2. A funcio p é uma funcao bijetora.

8.7 Funcao permutacao

Uma fungdo permutagcdo de um conjunto A, ou uma permutac¢do de A, € uma funcgdo bijetora de A
para A. Observe que a relagdo de identidade sobre A € uma permutacao (trivial) de A.

Exemplo 8.9: A funcdo
S =1010,10), (11,12), (12,13), (13, 11), (14,15), (15, 14)}
€ uma permutagdo do conjunto A = {10, 11,12, 13, 14, 15}.

Exemplo 8.10: Sejam m, n inteiros positivos quaisquer, e seja A = {xeN:x<n}. Sejaf: A —
A tal que f(x) é o resto da divisdo de x + m por n. Verifica-se que f € uma permutacio de A

Exercicio 8.14: Liste todas as permutacdes do conjunto A = {10, 20, 30}.

Exercicio 8.15: Liste todas as permutacdes do conjunto A = {10, 20, 30, 40}.

Por ser bijetora, toda permutacdo de um conjunto A tem uma inversa, que também é uma
permutacdo de A. A composicio de duas permutagdes de A é uma permutacdo de A.

Uma permutagdo f de um conjunto A pode ser interpretada como uma maneira de colocar os
elementos de A em um conjunto de caixas, cada uma rotulada com um elemento de A. Ou seja,
a permutacdo f estd dizendo que o elemento x de A estd na caixa de rétulo f(x). Ou, alternativa-
mente, que a caixa de rétulo x contém o elemento f(x).

Uma permutacdo f também pode ser entendida como uma maneira de trocar o conteido de
uma cole¢do de caixas rotuladas com elementos de A. Nesse caso, para cada x em A, o elemento
na caixa de rétulo x deve ser transferido para a caixa de rétulo f(x). Ou entdo, a caixa de rétulo x
deve receber o contetido da caixa de rétulo f(x). Nas duas intepretacdes, entende-se que todas as
trocas sao realizadas simultaneamente.

Permutacdes sdo muito importantes em computagdo. Por exemplo, a ordenagdo dos elementos
de uma lista de n elementos, ou dos n registros de um arquivo, pode ser vista como a aplica¢do de
uma permutagdo dos indices {0..n — 1}.
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Um elemento fixo de uma fungdo f : A — A € um elemento x € Dom(f) tal que f(x) = x.
No exemplo 8.9 o inteiro 10 € um elemento fixo de f. Em uma funcdo identidade, todos os
elementos do dominio sdo fixos. Uma permutacdo que nao € a identidade ainda pode ter um ou
mais elementos fixos. Os nomes permutacdo cadtica ou desarranjo sao usados para permutacdes
que nao tem nenhum elemento fixo.

Exercicio 8.16: Considere uma caixa quadrada de papelao com tampa. Suponha que os lados da
caixa e da tampa sdo rotulados em ordem anti-horaria com inteiros de 0 a 3. Cada maneira de
fechar a caixa com a tampa corresponde a uma permutacio f do conjunto A = {0, 1,2, 3}, tal que
f(k) € o lado da tampa que € encaixado sobre o lado k da caixa, para cada k em A. Escreva as
permutacdes de A que correspondem a todos os jeitos possiveis de tampar a caixa.

Exercicio 8.17: Um dado de jogar tem as faces numeradas de 1 a 6, de tal modo tal que faces
opostas somam 7. Suponha que o dado é rolado de modo que ele termina na mesma posicdo onde
comegou, exceto que algumas faces podem ficar trocadas entre si. A rotacdo pode ser descrita por
uma permutacdo f do conjunto A = {1, 2, 3,4, 5, 6}, tal que a face k termina onde estava a face f(k).

1. Liste todas as permutacdes de A que podem ser obtidas desta forma.

2. Se f e g sdo duas dessas permutacdes, qual € o significado da composicao f o g? Ela também
€ uma dessas permutagdes?

Se f € funcdo permutacdo de A, todas as poténcias de f, positivas e negativas, sdo permutacoes
de A. Nesse caso define-se também a poténcia nula f° de f como sendo a identidade sobre o
dominio A.

Seja f uma funcdo permutagcdo sobre A e a um elemento de A. A orbita ou ciclo de a sob
f é o subconjunto de A obtido por aplicacdes repetidas de f ou f~!' a esse elemento, ou seja,
{f"(a):neZ}. Noexemplo 8.9, o ciclo do elemento 11 € {11, 12, 13}, que também € o ciclo de
13. O ciclo do elemento 10 é {10} e o ciclo de 14 é {14, 15}.

Exercicio 8.18: Seja f uma permutagdo de um conjunto finito A, e sejam x, y dois elementos de A.
Prove que os ciclos de x e de y sob f ou sd30 0 mesmo conjunto, ou sdo conjuntos disjuntos.

Exercicio 8.19: Prove que o fecho transitivo e o fecho reflexivo de uma permutagio, sobre um
conjunto finito, € uma relagdo de equivaléncia. Quem sao as classes de equivaléncia?

Uma involugcdo de um conjunto A € uma permutacdo f sobre A que € sua propria inversa, ou

seja f~! = f.

Exercicio 8.20: Seja f uma permutacio sobre um conjunto A. Prove que as seguintes afirmacdes
sdo equivalentes:

1. f € uma involugdo.
2. f2=14.

3. Todo ciclo de f tem 1 ou 2 elementos.
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8.8 Funcoes piso e teto

Em dlgebra e célculo diferencial e integral sdo estudados muitos exemplos de fun¢des, como raiz
quadrada, seno, cosseno, logaritmo, etc. A seguir veremos duas fungdes que sdo especialmente
importantes em computacao.

Definicao 8.2: A fungdo piso (também chamada de chdo ou solo) associa a cada nimero
real x o maior inteiro que é menor ou igual a x. Este inteiro é denotado por | x].

Observe que [1/3] =12/3]=0,|-1/3] =[-2/3]=-1e[5]=5.

Definicao 8.3: A funcdo teto associa a cada nimero real x o menor inteiro que € maior ou
igual a x. Este inteiro € denotado por [x].

Observe que [5/4] = [7/4]=2,[-1/4] =[-3/4] =0e[4] =4
Tanto o piso quanto o teto sdo fungdes do conjunto R para o conjunto Z. Essas funcdes tem
algumas propriedades importantes:

e |x|=nse,esomentese,n < x<n+ 1.

e |x|=nse,esomentese, x—1<n<x

[x] =nse,esomentese,n—1<x<n.

[x] = nse,esomentese, x <n<x+1.

x—-1l<|x]<x<[x]<x+1.
[—x] = —Tx].
[—x]=—x].

Exercicio 8.21: Prove que [x +n] =[x]+ne |x+n] = |x] + nparatodo x € Retodon € N

Exercicio 8.22: Prove que as fungdes piso e teto sdo idempotentes.
Exercicio 8.23: Prove, ou dé um contra exemplo, que [x+y] = [x]+ye [x +y] = |x] + y.
Exercicio 8.24: Seja € um niimero real positivo. Considere a relagao ~, sobre R tal que
X
ERE
e e

para quaisquer x e y em R. Esta é uma relacio de equivaléncia? Em caso afirmativo, descreva suas
classes de equivaléncia.

Exercicio 8.25: O dia da semana do dia primeiro de janeiro de um ano n > 1582 pode ser determi-

nado pela férmula:
n+ n1l_jn=l +n—1 mod 7
4 100 400

Se o resultadp for 0, o dia primeiro de janeiro cai num domingo, se for 1 numa segunda-feira, etc..

e Use essa formula para encontrar o dia da semana de primeiro de janeiro do ano de seu ani-
versario.

o Justifique esta férmula.

Exercicio 8.26: Prove que um inteiro positivo d divide um inteiro n se, ¢ somente se, n = d |n/d].
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8.9 Fatorial e funcao gama

Uma fungdo importante em computacdo € o fatorial de um nimero natural n, denotado por n! e
definido como o produto

n! = k=1-2-3----- (nm—1)-n 8.1

Por exemplo, 1! = 1,2! =1-2=2,5!=1-2-3-4.5 = 120, etc.. Note que quando n € zero a
produtdria acima € vazia, portanto 0! = 1.

A fun¢do gama, denotada por I', € uma variante do fatorial; mais precisamente,
['(n)=@m-1)! (8.2)
para todo inteiro positivo n. Portanto,
n!l=Tn+1) (8.3)

para todo nimero natural n. Por exemplo, ['(1) = 1, ['(2) = 1, I'(5) = 24, etc.. Observe que I'(0)
nao ¢é definido.

A funcdo gama é na verdade definida para qualquer nimero real (ou complexo), exceto 0 e
inteiros negativos, pela férmula

I'(z) = f ) e dt (8.4)
0

Por exemplo, I'(1/2) é definido como +/zr. A fun¢iio gama é muito usada em andlise combinatdria,
na teoria da probabilidade e na estatistica.
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L]
0 @ ® 0

20 F 1 -20
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Figura 8.1: A esquerda, um grifico da funcdo fatorial, que dado n devolve n!, para
ne€{0,1,...,5}. Adireita, um grafico da funcdo I' (linha continua) e de (n—1)! (pontos).

8.10 Funcao caracteristica

A fungdo caracteristica de uma conjunto A qualquer € uma funcdo f cujo dominio é o conjunto
universal U, e tal que, para qualquer elemento z, f(z) € um valor 16gico, V se z pertence a A, e F
caso contrario. Denotaremos esta fungao por y4.

Ou seja y4(z) tem o mesmo valor 16gico que a férmula “z € A”. Podemos ver a fun¢io y4 como
uma representacdo do conjunto A.

Em alguns contextos € mais conveniente definir a fungdo caracteristica como tendo valores
1 e 0, em vez de V e F, respetivamente. Além disso, se todos os conjuntos de interesse sao
subconjuntos de um conjunto principal V, pode ser preferivel usar V como dominio das fungdes
carateristicas, em vez de U.

Exercicio 8.27: Qual é a funcio caracteristica do conjunto vazio?

8.11 Multiconjunto

Em certos contextos é desejavel trabalhar com uma colecao de elementos onde pode haver elemen-
tos repetidos; sendo que a ordem dos elementos nao importa, mas importa o nimero de vezes que
cada elemento ocorre.
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Por exemplo, considere um polindmio p cujo mondmio de grau mais alto tem coeficiente 1; ou
seja, p(x) = X" + a1 X" + @, X2 + -+ + a;x + ay, onde cada a; ¢ um niimero complexo. Um
teorema fundamental da dlgebra diz que tal polindmio pode ser escrito como o produto de » fatores
lineares

px)=(x—z)(x—22) - (x—2p) (8.5)

Portanto o polidmio p € determinado unicamente pela colecdo de suas raizes z, 22, - . . , 2,. Observe
que a ordem destas raizes nao importa, mas a mesma raiz pode ocorrer mais de uma vez no produto
acima, e o ndmero de vezes € importante. Por exemplo, o polindmio com raizes 1,2,2,3 é

(x=Dx=2)(x=2)(x—=3) = x*—8x>+23x* = 28x+ 12 (8.6)
enquanto que o polindmio com raizes 1,1,2,3 é
x-Dx-DEx-2)(x-3) = x* =7 +17x* - 17x+6 (8.7)

Este conceito é comumente chamado multiconjunto (ou, mais raramente, conjunto com multiplici-
dade, conjunto com repeticdo, ou colegcdo). O nimero de vezes que um elemento z ocorre em um
multiconjunto A € a multiplicidade de 7 em A, que denotaremos por 4 (z).

Podemos entender um multiconjunto A considerando a multiplicidade iy, como uma generalizacdo
do conceito de funcdo caracteristica, cujo valor para cada elemento z de U pode ser um nimero
natural, em vez de apenas O ou 1.

8.12 Sequéncias finitas

Uma sequéncia finita € uma funcao x cujo dominio é um intervalo de inteiros {n € Z: r <n < s},
onde r e s sdo inteiros; que pode ser abreviado para {r..s}. Se os valores de x pertencem a um
conjunto A, dizemos que x é uma sequéncia finita sobre A. Em algumas dreas da matemdtica e da
computagdo, sequéncias finita também sdo chamadas de listas, palavras, cadeias ou énuplas (vide
secdo 2.10.2).

A imagem de um inteiro n por uma sequéncia x € habitualmente denotada por x, (em vez de
x(n)). Os pares (n, x,,) sdo os termos ou elementos da sequéncia; o inteiro n é o indice do termo, e
X, € seu valor. Os inteiros r e s s@o o indice inicial e o indice final da sequéncia.

Exemplo 8.11: Seja x : {2..6} — R cujos termos sao {(2,4),(3,9), (4, 16), (5, 25), (6,36)}. Pode-
mos entdo escrever que x; =4, x3 =9, € x, = n? para todo n € {2..6}.

Note que uma sequéncia especifica ndao apenas os valores dos termos mas também sua ordem
e seus indices. Note também que uma sequéncia pode ter mais de um termo com o mesmo valor.
Duas sequéncias Sa0 iguais se, € somente se, elas tem exatamente 0S mesmos termos — mesmos
indices e mesmos valores.

8.12.1 Notacao para sequéncias finitas

Quando o indice inicial r é especificado pelo contexto, uma sequéncia finita é geralmente denotada
colocando-se os valores dos termos entre parénteses e separados por virgulas. Por exemplo, se
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convencionamos que os indices comeg¢am com zero, a notacdo (1, 2,2, 5) representa a sequéncia
{(0,1),(1,2),(2,2),(3,5)}.

Como observamos na sec¢ao 2.10.2, a sequéncia (2) ndo € a mesma coisa que o inteiro 2. Além
disso, pela defini¢do acima, a sequéncia (2, 3) ndo é a mesma coisa que o par ordenado (2, 3). De-
vido a esta confusdo, alguns autores (e algumas linguagens de programacao) usam outros simbolos,
como colchetes angulares (...), ou colchetes comuns [...], no lugar de parénteses para denotar
sequéncias.

Note que ha também uma diferenca entre a sequéncia (2, 3) e o conjunto {2, 3}.

8.12.2 Indice inicial padrao

Em matematica (e em algumas linguagens de programagdo, como FORTRAN), o indice inicial de
uma sequéncia € geralmente 1 por conven¢do. Uma vantagem desta escolha é que o n-ésimo
elemento de uma sequéncia x € x,,.

Alguns autores, entretanto, preferem numerar os termos a partir de 0. Note que, neste caso, em
uma sequéncia com n termos os indices variam de 0 a n — 1. Além disso, o elemento de indice
k (ou seja x;) é o k + 1-ésimo elemento da sequéncia. Mesmo assim, a numeracgdo a partir de 0
tem certas vantagens em computacdo e € o padrao de vdrias linguagens de programaciao modernas,
como C, Java e Python.

8.12.3 Comprimento
O comprimento de uma sequéncia finita € o nimero de termos, geralmente denotado por |x].

Exercicio 8.28: Se uma sequéncia tem indice inicial r e indice final s, qual € o seu comprimento?
Se ela tem indice inicial 0 e comprimento n, qual é o indice final? E se ela tem indice inicial 1 e
comprimento n?

H4 uma unica sequéncia de comprimento zero, a sequéncia vazia, denotada por (), que tem
dominio vazio e portanto ndo tem nenhum termo. Neste caso os indices inicial e final ndo sdo
definidos. Note que o intervalo {r.. s} € vazio para quaisquer r € s com r > .

8.12.4 Concatenacao

Informalmente, a concatenacdo de duas sequéncias finitas x e y € uma sequéncia finita que tem
todos os termos de x, seguidos de todos os termos de y. Por exemplo, a concatenacao de (10, 20, 30)
e (40,50) é (10, 20, 30, 40, 50).

Esta operagao pode ser indicada de muitas maneiras, por exemplo com um ponto x - y, com
uma barra x|y ou com a mera justaposi¢cdo xy. Obviamente, o comprimento da concatenacdo € a
soma dos comprimentos das duas sequéncias.

Para definir precisamente este conceito € preciso estabelecer um indice inicial para a sequéncia
resultante. Por exemplo, se convencionarmos que todas as sequéncias tem indice inicial zero, a
concatenacgdo € a sequéncia z tal que

X, se0<n<
2, = p (8.8)
Vnp» SEpS<N<p+gq
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onde p =[xl e g = [yl.

Exercicio 8.29: Adapte a férmula da concatenagdo (8.8) para a convengdo em que todas as
sequéncias tem indice inicial 1.

Exercicio 8.30: Escreva a férmula geral da concatenagdo (8.8) para o caso em que os dominios de
xeysdo {r..s'}e{r’..s"}, respectivamente, e o indice inicial do resultado é r.

Observe que, se o indice inicial € fixo, a concatenacdo com a sequéncia vazia nao tem efeito
nenhum: x - () = () - x = x para qualquer sequéncia finita x.

8.12.5 Subsequéncias e subcadeias

Segundo alguns autores, uma subsequéncia de uma sequéncia x é simplesmente uma restri¢ao
y de x a um subconjunto R de seu dominio. Por exemplo, segundo esta defini¢do, a fungcdo y =
{(3,30),(5,20)} é a subsequéncia de x = {(2, 20), (3, 30), (4, 30), (5, 20)} determinada pelo conjunto
R ={3,5}.

Uma desvantagem desta definicdo € que a subsequéncia nem sempre é uma sequéncia, pois
o novo dominio R nem sempre ¢ um intervalo de inteiros consecutivos. Por esse motivo, alguns
autores especificam que os termos da subsequéncia devem ter seus indices alterados para inteiros
consecutivos a partir de um inicio convencional. Com esta defini¢ao, e com indice inicial 0, a
funcdo y = {(0, 30), (1,20)} é a subsequéncia de x = {(0,20), (1, 30), (2, 30), (3,20)} determinada
pelo conjunto R = {1, 3}.

Alguns autores usam a palavra subcadeia para indicar que o conjunto R é um intervalo de
inteiros. Muitas linguagens de programacao incluem func¢des para extrair subcadeias de cadeias
dadas.



Capitulo 9

Somatorias e produtorias

CH1 ¥

Muitas quantidades importantes em matemadtica sdo definidas como a soma de uma quantidade
varidvel de parcelas também varidveis, por exemplo a soma 2! + 2% + - -- + 2", para algum inteiro
n. Para estas situacdes, uma notagdo muito pratica € a somatéria (também chamada somatorio ou
notagdo sigma), introduzida por Joseph Fourier em 1820. Nesta notag¢do, a soma acima € escrita

; 2k ou Zzzl 2k

Em geral, a notagdo sigma tem a forma

" f(k)  ou n: f(k)
k=m
k=m

143

9.1 Introducao
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onde k € uma varidvel arbitraria (o indice ou a varidvel indexadora), f(k) é uma férmula qualquer
que depende de k (o termo geral da somatoria), e m, n sao inteiros que nao dependem de k. Esta
notacdo nos diz para incluirmos na soma precisamente aqueles termos f(k) onde k € um inteiro
maior ou igual a m e menor ou igual a n, ou seja m < k < n. Esta soma também pode ser escrita

Costuma-se simplificar esta notacdo para

quando a varidvel indice k € 6bvia pelo contexto. Observe que se f(k) tem o mesmo valor para
dois (ou mais) indices k diferentes entre m e n, esse valor deve ser somado duas (ou mais) vezes.
Por exemplo, na somatdria 22:1 k(5 — k), as parcelas sdo 4, 6, 6, 4; portanto a soma € 20.
Uma variante mais geral da notagao X é
D fk)
k

P(k)

onde k € a varidvel indice, e P € algum predicado sobre inteiros. Ela representa a soma de todos os
valores f(k) para todos os inteiros k tais que P(k) € verdadeiro. Esta forma é mais comum quando
temos restricdes mais complicadas sobre os indices, como por exemplo

D B = PeRePe P ©9.1)
1<k<10
k fmpar
1 I 1 1
-5 -®-%- 9.2
Z p D 0 ¢ ©-2)
p primo
p divide 140

Outra variante similar desta notacao é

DLW

keK

onde K € um conjunto qualquer. Esta notagdo significa a soma dos valores de f(k) para todos os
elementos de K, sendo cada elemento considerado exatamente uma vez. Por exemplo, se K =
1,2,7,8,

Zk(9—k):l-8+2-7+7-2+8-1:44 (9.3)

Em qualquer caso, chamaremos de dominio da somatdria o conjunto dos indices dos seus termos.
Observe que se o dominio € vazio, o valor da somatdria € zero, por defini¢do. Em particular, a
somatoria ) ,_,. f(k) é zero sempre que m > n.
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9.2 Somatorias basicas

Algumas somatorias simples tem féormulas explicitas. Por exemplo:
>
k=1

- nn+1) n+1
N
k=1

Zn:kz _ onn+1)(2n+1)
k=1 6

Il
S

n 2
. (n(n + 1))
P
k=0

Estas formulas podem ser demonstradas facilmente por inducao sobre o valor de n (veja exercicio 5.30).

2" -1

9.3 Manipulaciao de somatorias

A notacdo X pode ser manipulada de varias maneiras. Em primeiro lugar, observe que a varidvel
indice k pode ser substituida por qualquer outra letra i, j, I, ... que ndo tenha significado definido
no contexto. Podemos também trocar a varidvel indexadora k por uma varidvel relacionada a ela
de maneira biunivoca, com o intervalo de varia¢do devidamente ajustado.

Exemplo 9.1: Trocando a variavel k pela varidvel i = k — 1, temos

n . n—1
ok — 2i+l

Note que para identificar o intervalo da varidvel i usamos a equagio i = k — 1, enquanto que para
modificar o termo usamos a equagdo equivalente k = i + 1.

Exemplo 9.2: Podemos simplificar a somatéria (9.1) trocando a variavel k por 2i + 1, resultando

cm
L(n=1)/2]

(i +1)?
i=0

Note que a equacdo (9.2) ndo pode ser simplificada desta maneira, pois ndo se conhece uma
férmula explicita para os nimeros primos.
Damos a seguir mais algumas regras basicas. Nestas somatdrias, o dominio K é um conjunto
qualquer de inteiros, e f, g sdo funcdes de inteiros para nimeros reais.
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Distributividade: Para qualquer numero ¢

D cf=c (Z f(k))

keK keK

Esta propriedade nos permite mover fatores constantes (que ndo dependem do indice) para
dentro ou para fora da somatoria.

e Associatividade:

D k) + gy = > fl)+ ) glk)

keK keK keK
A associatividade nos permite substituir uma somatéria de somas pela soma de somatorias
sobre os mesmos indices, ou vice-versa.

Decomposigdo do dominio: Se {K,, K,} € uma particao de K, entdo

WICE [Z f(k)] - (Z f(k))

keK keK, keKy

Esta regra diz que podemos quebrar uma somatdria em duas somatdrias parciais, desde que
cada valor do indice apareca no dominio de uma, e apenas uma, dessas duas partes. Esta
regra pode ser generalizada para particoes do dominio K em qualquer nimero de partes.

Comutatividade: Se p € uma permutacdo qualquer de K,
Dt =) fpk))
keK keK
A comutatividade nos diz que podemos colocar os termos em qualquer ordem. Uma versao

mais geral desta regra é:

Troca de dominio: Se p € uma funcao bijetora qualquer de K para um conjunto J C Z,
DT Fpk) =Y £G)
keK jeJ

Note que troca de varidvel indexadora, como as dos exemplos 9.1 e 9.2, sdo casos particulares
desta regra.

Exemplo 9.3: Seja x uma sequéncia qualquer de niimeros reais, e considere a somatoria Y;;_, (Xg+1—
xx). Usando as regras acima, podemos reescrever a somatdria como segue:

n n n
Z(xkﬂ - Xk) = Zxkﬂ - Zxk
k=1 k=1 k=1
n+l n
RN
i=2 k=1
n n
= in+xn+1 — X1 —Zxk
i=2 k=2

= X+l — X1
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A identidade do exemplo 9.3 € conhecida como somatdria telescopica porque uma parte de cada
parcela “estd encaixada em” (isto €, cancela) uma parte da parcela anterior, como ocorre com as
pecas de uma luneta. Podemos usar esta identidade para provar as férmulas das somatdrias de
quadrados e cubos da secdo 9.2.

Exemplo 9.4: Para calcular a somatoria 3}/, k?, ceservamos que (k + 1)3 = &2 + 3k% + 3k + 1,
portanto (k + 1)* — &> = 3k + 3k + 1. Temos entdo que

D+ 1P =)= D3 + 3k + 1)
k=1 k=1

O lado esquerdo € uma soma telescopica, portanto temos

(n+1)3—1=3ik2+3ik+i1
k=1 k=1 k=1

ou seja
3YP K = m+ )P -1-33 k-Y7 1
= +1)P-1-3nm+1)/2-n
= @’ +3n*+n)/2
Logo

Z = (n(n+ DH2n +1))/6
k=1

Exemplo 9.5: Calcular a soma };_, k(k + 1).

Dikk+1) = YK+ >k

k=1 k=1 k=1
= (42243 4+ +n)+(1+243+---+n)
= nn+1)2n+1)/6+n(n+1)/2
= nn+1)(n+2)/3

Exemplo 9.6: Calcular a somatéria ZZ;& 2. Observe que 2F = 2k+1 — 2k,

n—1

Z(2k+l _ 2k)
k=0

= on_ 20

2" -1

i
N

2k

T
<)
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Exemplo 9.7: Calcular a somatéria Y}, k25!, Observe que 27! = 2k — 2¢-1,

i k2k—1 - i k(zk _ 2k—1)
k=1 k=1

Zn: K2k - Z k2!
k=1 k=1

= Zn: K2k — S(k + 1)2k
k=1 k=0

n n—1 n—1
= Zk2" —Zk2" —sz
k=1 k=0 k=0
n—1
- n2" - Z ok
k=0

= n2"-(Q2"-1)
= 2'(n-1)+1

Exercicio 9.1:[Soma de PA] Calcule a somatdria ZZ;& (a + rk), cujas n parcelas sdo parte de uma
progressdo aritmética com termo inicial a e passo r arbitrdrios.

Exercicio 9.2: Calcule a somatdria ZZ;& b* para um nimero real b arbitririo diferente de 1 e 0.

Observe que b* = (b1 = b5 /(b - 1).

Exercicio 9.3:[Soma de PG] Calcule a somatdria ZZ;(I) ar*, cujas n parcelas sdo parte de uma

progressdo geométrica com termo inicial a e razdo r arbitrarios.
Exercicio 9.4: Calcule a somatoria 37, 1/k(k + 1).

Exercicio 9.5: Prove, por indugdo em n, que

n in 2 in il
(Sln 2(}’)(8111 7 CY)

Z sin ka = 0

= sin s

para todo n € N, e todo angulo @ que ndo é um multiplo inteiro de 27.

Exercicio 9.6: Sejam Fy, Fy, F>, ...os nimeros de Fibonacci, definidos recursivamente por Fy =
0,F,=1,e F, = F,_ + F,— para todo nimero natural n. Prove, por inducdo em n, que

l. (Y¥neN) ¥ Fi=Fpo—1
2. (YneN) 31 F? = FyFun

Exercicio 9.7: Sejam a e b nimero reais distintos. Prove que, para todo n em N, vale a igualdade:
w bn+l _ an+l

Zaibnfi _ ==

i=0
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9.4 Somatorias miltiplas

Os termos de uma somatéria podem ser especificados por dois ou mais indices, como no exemplo
abaixo:

Z fG. k) = f,2)+ f(1,3)+ f(1, 4+ 9.4)
Jik f(z’ 2) + f(2’ 3) + f(2’ 4)+
1<j<3 f3,2)+ f(3,3)+ f(3,4)

2<k<4

Este mesmo exemplo pode ser também escrito usando duas vezes a notacao X, isto é, como uma
somatoria de somatorias:

D, fGR = > DGR = (L2 + f(1,3)+ f(1,4)+ 9.5)
n D (F2,2)+ f(2,3)+ f(3,4)+

1sj<3 (F3,2)+ f(3,3) + f(3,4))

2<k<4

ou entdo

D, fGR = > DGR = (L) + f2,2)+ f3,2)+ 9:6)
i EE TS (F(1,3)+ £(2,3)+ f(3,3)+

1j3 (F1,4) + f3,4) + 3, 4)

2<k<4

Podemos entender as formulas (9.5) e (9.6) como duas maneiras de somar todos os elementos de
uma matriz: coluna por coluna ou linha por linha.

9.4.1 Mudanca de ordem de somatoérias

As férmulas (9.5) e (9.6) dizem que podemos trocar a ordem de duas somatérias, quando o
dominio de cada varidvel € independente da outra varidvel:

DGR =Y fGR =Y fGR.
jeJ

jel kek kekK jel

keK

Quando o dominio da soma interna depende da varidvel indice da somatdria externa, a troca exige
mais cuidado. Por exemplo,

n n n k
PIDNTERDINTEDIPIT

j=1 k=j 1<j<k<n k=1 j=1

Para entender esta transformacdo, veja a figura 9.1. Os pontos representam todos os pares (J, k)
considerados na somatdria central. As setas s6lidas indicam a ordem descrita pela somatéria dupla
da esquerda (por linhas), e as setas tracejadas indicam a da direita (por colunas).
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Figura 9.1: Duas maneiras de calcular uma soma dupla. O eixo horizontal é a varidvel k,
o eixo vertical € a varidvel j.

Exercicio 9.8: Para todo nimero inteiro positivo 7, o n-ésimo nimero hamonico €

k=1

Prove que, para todo inteiro n maior ou igual a 2,

n
ZHk = (n+ DH, —n.
k=1

9.4.2 Distributividade generalizada

Outra regra importante para somatérias duplas € a da distributividade generalizada, que permite
trocar o produto de duas somatorias por uma somatéria dupla. Para quaisquer conjuntos J, K C Z,
e quaisquer fungdes f: J - R, g: K - R

[Z f(j)](z g(k)] = > feto = >0 (el 9.7)
jeJ

jel kek jel keK

keK

Note que esta regra também permite trocar uma somatdria dupla por um produto de duas so-
matdrias. Para isso basta que o dominio da somatdria interna ndo dependa do indice da soma
externa, e que o termo geral possa ser fatorado no produto de duas férmulas, cada uma delas
dependendo de um dos dois indices apenas.
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9.5 Majoracao de somatorias

Muitas vezes ndo precisamos saber o valor exato de uma somatdria, basta saber um limitante
superior ou inferior.

9.5.1 Majoracao dos termos

Algumas vezes um bom limitante para o valor de uma somatéria pode ser obtido limitando cada
um de seus termos pelo termo de maior valor. Por exemplo:

z":’il _ 2.3 ....n
12

P k n-—1
D=1 2
= 2n.

IA

Também podemos majorar cada termo da somatéria por alguma outra férmula cuja somatoria é
conhecida. Por exemplo, observe que, para todo k € N, temos

— Dk <k
+1 <

Podemos entdo concluir que
n

k n
— 2k < 2k
P k+1 kz(;

— 22+1 -1
Exercicio 9.9: Prove que, para todo n € N,
n
Hy > 1+ 5

9.5.2 Majoracao por inducao matematica

No capitulo 5 discutimos a técnica de prova por indu¢cdo matemdtica e vimos como usd-la para
verificar uma férmula explicita exata para o resultado de uma somatéria. Esta técnica pode ser
usada também para provar um limitante superior ou inferior para uma somatoria.

Exemplo 9.8: Prove que existe uma constante ¢ > 0 tal que

Zn: 3 < 3"
i=0

para todo n € N.

Embora esta somatéria tenha uma férmula conhecida (soma de progressao geométrica), vamos
tentar mostrar a desigualdade sem usar essa férmula.
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Prova:

A tese a ser provada tem a forma (dc > 0)(Vn € N) P(n), portanto somente pode ser
provada por indugdo se escolhermos um valor adequado para c¢. Para isso, podemos es-
crever um rascunho da demonstragao da parte (Yn € N) P(n), por indugdo em n, deixando
o valor de ¢ em aberto; e depois escolher um valor de ¢ que torna todas as partes dessa
demonstragao vélidas.

e Base: paran = 0, a afirmacdo P(n) é

20:3":30:1SC-1

i=0
Esta desigualdade serd valida se ¢ for maior ou igual a 1.

e Hipotese de indugdo: suponhamos que a desigualdade € verdadeira para algum k, ou

seja
k
>3 < 3t
i=0

e Passo de inducdo: temos de provar que a desigualdade € verdadeira para k + 1, isto é

temos que mostrar que:
k+1

3i_ 3k+1

Temos que
k+1

Z3i:i3i+3k+l
i=0 i=0

Usando a hipétese de indugdo, temos

k+1
23" < 3K 43k
i=0 1 1
— 4= 3k+l
53

Precisamos agora concluir que
I 1
(_ + = c3k+l Sc3k+l
c

Isto é verdade se ¢ > 3/2.

Portanto se escolhermos ¢ = 3/2, tanto a base quanto o passo da inducdo estarao corretos,
e a afirmacdo (Vn € N) P(n) ficard provada.

Fim.
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9.5.3 Majoracao por integrais

Uma somatdria pode ser vista como uma versao discreta de uma integral. Algumas propriedades
s@o de fato comuns aos dois conceitos: por exemplo, se f € um polindmio de grau g, tanto a
somatoria Y;_, f(k) quanto a integral fon f(x)dx sao polindmios (diferentes) de grau g + 1 na
varidavel n. Se f € uma fun¢do exponencial, f(x) = Ar", tanto a somatdéria quanto a integral
sdo funcdes exponenciais ABr" + C (com valores diferentes de B e C). Muitas das regras para
manipulacdo de somatdrias (troca de varidvel, decomposi¢do do dominio, associatividade, etc.)
correspondem a regras para manipulacdo de integrais.

Embora ndo exista uma relacao simples entre a integral de uma fun¢do e sua somatoria, a pri-
meira pode fornecer um limitante superior para a segunda. Suponha que f é uma fungao crescente
de R para R. Considere a func¢ao

S ) = f(lxD
A figura 9.2 ilustra a relagdo entre f e f*.

100 : :
90 r f(x) - f
80 | "
70 |
60 | ,
50 V(.
40 | .
30 + 4
20 -
10
0

1 n-1

Figura 9.2: Limitante superior por integral.

Observe que o gréfico da fungdo f* é uma escada, pois ela é constante em cada intervalo entre
inteiros consecutivos. Portanto a integral de f* entre dois inteiros quaisquer pode ser decomposta
na soma de dreas de retangulos de largura 1. Mais exatamente, f*(x) = f(k) para todo inteiro k e

todo x entre k (inclusive) e k + 1 (exclusive); portanto, fkkH ff(x)dx = f(k), e

n—1

f Fwdi= Y f0)

k=m

Por outro lado, como | x| < x para todo x, e f é uma funcido crescente de x, podemos concluir que

J ) < f(x)
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para todo x. Veja a figura 9.2. Temos portanto que

fnf*(x)dx < fnf(x)dx

n—

Ou seja

;_a

k) < f Fdx 9.8)

m

>~
1l

m

Como exemplo, considere a somatoria ZZ;} klogk, que ocorre na andlise da eficiéncia de algo-
ritmos importantes mas nao tem uma féormula explicita simples. Neste exemplo, a fungdo f é
f(x) = xlogx, que é crescente para x > 1. A integral de f pode ser facilmente calculada (por
integracdo por partes):

b 2 2
b 1. a 1
1 =—( -=)——= - =
faxogxdx 2(ogb 2) 2(oga 2)

para quaisquer a, b maiores ou iguais a 1. Temos portanto que

n—1
1

klogk < —(logn — —) + — 9.9)

k=1

Como logn — % < log n, podemos escrever também que

n—1 2

1
klogk < —logn+ —
k=1 4

Exercicio 9.10: Para todo niimero inteiro positivo 7, o n-ésimo nimero hamonico é
o Z L, 1,10
n - - = by T ee e T .
ik 2 3 n
Prove que H, < 1 + Inn.

Exercicio 9.11: Prove que, para todo inteiro positivo n,

n
]
<2+1 .
;21(—1— n Ve

Exercicio 9.12: Prove que a somatéria Y7, -+ tem um limitante superior que nio depende de .
q k=112 p q p
Exercicio 9.13: Encontre e prove um limitante superior para };_, K2,

Exercicio 9.14: Encontre um limitante superior para a somatoria ;;_ K372,
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9.5.4 Minoracao por integrais

De maneira andloga, podemos usar integracdo para obter um limitante inferior para uma somatoria.
Seja novamente f uma funcdo crescente de R para R, e considere a funcdo f* definida por f*(x) =
f([x1). A figura 9.3 ilustra a relacdo entre estas duas funcdes:

160 T T
f#(x)
f(x) -

140 +

120 r

100 r

/
/
/
/
- /4
/
/
/
/
/

/
/
/
/
/
- K .
/
2
7
/

/
-
/
.
"
40 B . 7
.
/”

1 n-1

Figura 9.3: Limitante inferior por integral.

Observe que o grafico da fungio f* estd sempre acima do gréfico de f, pois [x] > x e portanto
f*(x) > f(x). Como na se¢io anterior, concluimos que a integral de f* entre dois inteiros é uma

somatoria, )
f fedx= Y

e portanto mn o
IWICE f e 9.10)
k=m+1 m

Para o exemplo da se¢do anterior, f(x) = xlog x, temos

- " 2 1.1
Zklogsz xlogxdx = “(logn— =)+~ (9.11)
s 1 2 27 4
Para melhor comparar este limitante inferior com o limitante superior (9.9), podemos passar o
ultimo termo da somatdria (k = n) para o lado direito, e observar que klog k é zero quando k = 1.
Obtemos entao
n—1 2

11
klogk > Z(logn— =)+~ —nlogn
. 2 2’7}
2 2
|
= %logn—%—nlogn+1 (9.12)
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A diferenca entre os limitantes, que mede nossa incerteza sobre o valor da somatoria, é

2 2 2 2
1
A = (%logn—%+Z)—(%logn—%—nlogn+z) (9.13)
= nlogn (9.14)

Por exemplo, para n = 100, os dois limitantes (9.9) e (9.12) permitem dizer que

99
20065.5 < Z klogk <20526.2

k=1
A largura desse intervalo é aproximadamente 460.5. O valor real da somatdria € 20296.2 . . ..

Exercicio 9.15: Usando a minoracdo por integral, prove que H, > In(n + 1).

9.6 Somas infinitas

A notagdo X é também usada para somas infinitas, também chamadas de séries. Uma somatdria
infinita € o limite de uma somatoria finita, quando o valor méximo da varidvel indexada tende para
infinito. Ou seja,

> st = tim > 6
k=0 k=

Exemplo 9.9: Se x é um nimero real positivo, entdo

n+1

o n

1- - <
S < i S = < {100 w0
k=0 k=0

s 00 +00, sex>1

Em particular,

| 1
:E: EZ = 1 + E + Z + g + = 2
k=0
€
2 = 1424+4+8+... = 40
k=0

Observe que o limite pode ndo existir, ou pode ser infinito. Um exemplo cldssico € a soma dos
inversos dos inteiros positivos,

A soma dos n primeiros termos é o nimero harmoénico H, que € maior ou igual a In(n + 1) (veja o
exercicio 9.15), e portanto tende a infinito quando n tende a infinito.
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Séries sdo muito importantes no calculo diferencial e integral, e sdo exaustivamente estudadas
nessa disciplina. Em computacdo, somatdrias finitas sdo mais comuns, mas as infinitas também
ocorrem ocasionalmente. Por exemplo, se f(k) > 0 para todo k € N, temos que

Srw< s
k=0 k=0

desde que a somatdria infinita esteja definida. Esta desigualdade pode oferecer um limitante supe-
rior simples para uma somatoria finita que ndo possui uma férmula fechada simples. Por exemplo,

Exercicio 9.16: Prove que

Exercicio 9.17: Encontre um limitante superior para a somatoria:
i k
_k .
=3

Exercicio 9.18: Obtenha uma férmula para };” | kx*, supondo que a soma converge. (Dica: calcule
a derivada de };°, x* em relacdo a x.)

9.7 Produtorias

Sejam m, n nimeros inteiros e f uma funcao definida sobre os inteiros. A notagdo

[T
k=m

denota o produto dos valores f(k) para todos os inteiros k tais que m < k < n.
Uma férmula deste tipo € chamada de produtéria ou produtorio. Se ndo existe nenhum k no
intervalo especificado (isto é, se m > n), o valor desta férmula € 1 (e ndo zero!), por defini¢do.

Exercicio 9.19: Calcule o valor da produtéria H,ﬁ_z kK +1.

Exercicio 9.20: Dé férmulas explicitas (sem [] nem °...") para o valor das produtdrias abaixo:

1. T1, 3 2. 1103 3. 11,3 4. 123
5. 11, k 6. [T}__ k 7. TT, 8. TT}_o2*
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Exercicio 9.21: Dé férmulas explicitas (sem [] nem °...”") para o valor das produtdrias abaixo:
L T k 2 My 3. Moy T2, 3

Uma produtéria também pode ser transformada em somatdria usando a fungdo logaritmo In x =
log, x e a funcdo exponencial exp x = e*, onde e € a constante neperiana 2.1718281828.... Lem-
bramos que ab = exp((Ina) + (In b)) para quaiquer reais positivos a, b. Podemos entdo concluir

que
[ [0 =exp (Z In f(k))
k=m k=m

Esta identidade pode ser usada, por exemplo para majorar produtdrias por integrais.

Exercicio 9.22: Determine férmulas explicitas para as produtdrias

1[I0, 24 2. [T, Vk+1 3. HZ:2(1 - klz)

9.8 Iteracao de outras operacoes

Notacdes andlogas a somatdrias e produtdrias podem ser usada para indicar a iteracdo (repeticao)
de outras operagdes associativas. Por exemplo, se P € um predicado que depende de um inteiro i,
podemos escrever

Ve, PG = FVvP1)VPQ2)V---V P(n)

Ny PG = VAP)APQ2)A---AP(n) (9.15)

@._, Pi) = FePl)ePQ2)®---&P(n)

De maneira andloga, se X é uma fun¢do que a cada inteiro i associa um conjunto, podemos escrever

UL X(@) = 0UX(1HUXR)U---UX(n)
N, X () UNXDHNX2)N---NX(n)

Assim como no caso de somatdrias, muitas das variagdes, propriedades e férmulas de somatoérias
podem ser adaptadas para estas operacdes iteradas. Porém, identidades e férmulas que alteram a
ordem dos termos somente valem se a operagao for comutativa.

Note que, quando o conjunto de termos € vazio, o resultado € o elemento neutro da operacgao:
F para Vv e ®, V para A, 0 para U, e o conjunto universal U para N.

(9.16)



Capitulo 10

Sequencias infinitas e recorréencias

10.1 Sequéncias infinitas

Uma sequéncia infinita € uma funcio cujo dominio € um conjunto da forma {n € Z : n > r} para
algum inteiro r. Assim como no caso das sequéncias finitas, a escolha do indice inicial r varia de
autor para autor. A escolha r = 1 € tradicional e muito comum em matematica e outras ciéncias;
nesse caso o dominio é o conjunto dos inteiros positivos Z* = N\ {0}. Entretanto, em alguns con-
textos (especialmente em computagdo), € conveniente adotar r = 0, e definir sequéncias infinitas
como fungdes com dominio N.

Para sequéncias infinitas valem os mesmos conceitos de termo, indice e valor vistos para
sequéncias finitas, bem como a nota¢do x, em vez de x(n). Além disso, se n € uma varidvel
arbitréria, a férmula “x,” € chamada de fermo geral da sequéncia.

Exemplo 10.1: Seja x : N — R onde x, = n?, para todo n € N. Os termos da sequéncia sio:
)C()=0,)C1 = 1,X2=4,X3 =9,....

Ocasionalmente a palavra “sequéncia” também ¢é usada quando o dominio é o conjunto de
todos os inteiros Z; nesse caso pode-se dizer que a sequéncia é bi-infinita.

O conceito de subsequéncia (definido na secao 8.12.5) também vale para sequéncias infinitas
e bi-infinitas. Por exemplo, se x é a sequéncia com dominio N tal que x, = n?, e R é o conjunto
dos nimeros naturais pares, a subsequéncia y de x determinada por R seria a restri¢do de x a R, ou
seja, a funcdo

y = {2k, 4% : k € N} = {(0,0),(2,4),(4,16),...}

Como no caso finito, € conveniente supor que os termos de uma subsequéncia sdo re-indexados a
partir do indice inicial convencional. No exemplo acima, a subsequéncia de x determinada por R,
re-indexada a partir de 0, seria a funcao

y={(k 4K : ke N} =1{(0,0),(1,4),(2,16),.. }

10.2 Especificando sequéncias infinitas

Uma sequéncia infinita ndo pode ser especificada listando todos seus termos. Para definir tal
sequéncia, devemos definir o termo geral x, por algum critério preciso que depende da varidvel
indice n.

159
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A defini¢do ndo precisa ser uma férmula algébrica. Por exemplo, considere a sequéncia p cujos
termos sao os inteiros primos, em ordem crescente de valor. Os primeiros termos dessa sequéncia
sdo
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,.... Todos os termos da sequéncia estdo bem definidos, e podem ser
calculados; porém até hoje ndo se conhece nenhuma férmula algébrica para o termo geral p,,.

Uma questdao comum em matemadtica discreta e computagdo € encontrar uma férmula que re-
presenta o termo geral de uma sequéncia da qual se conhecem apenas alguns termos.

Exemplo 10.2: Seja x uma sequéncia cujos primeiros termos xg, X1, X2, . .. S40
0,1,8,27,64,.... Qual é a férmula para o termo geral x,? Pode-se verificar que estes termos

satisfazem a férmula x, = n>.

Exemplo 10.3: Seja x uma sequéncia cujos primeiros termos xg, X, X2, ... SA0
1,4,10,28, 82,244,730, .... Qual é a formula para o termo geral x,,? Pode-se verificar que estes
termos satisfazem a férmula x,, = 3" + 1.

Na verdade, este € um problema mal posto, pois sempre existem infinitas férmulas distintas
que fornecem os mesmos resultados para um conjunto finito de valores de n. Por exemplo, outra
sequéncia que também comega com 0, 1,8,27,64, ... éy, = n* +n(n—1)(n—2)(n—3)(n—4). Esta
férmula é diferente de x, = n®, pois x5 = 125 mas ys = 245. Em geral, neste tipo de problema o
que se deseja é uma féormula simples que seja compativel com os termos dados.

10.3 Recorréncia

Muitas sequéncias importantes sao definidas recursivamente, fornecendo-se um ou mais termos
iniciais e uma férmula que determina os demais termos a partir dos termos que os precedem. Essa
férmula é chamada de recorréncia.

Exemplo 10.4: Uma progressdo aritmética (PA) € uma sequéncia x definida pela recorréncia

Xp = a
Xn Xp—1 +7r paratodon >0

onde a e r sdo valores reais, chamados de fermo inicial e passo ou incremento da progressao.

Pode-se provar facilmente por inducdo que o termo geral da progressdo aritmética do exem-
plo 10.4 € x,, = a + nr, para todo n > 0; ou seja, uma func¢ao linear do indice n.

Exemplo 10.5: Uma progressdo geométrica (PG) € uma sequéncia x definida pela recorréncia

X0 = a
Xp = Xu-1-r paratodon>1

onde a e r sao valores reais, chamados de termo inicial e razdo da progressao.

O termo geral de uma progressao geométrica é x,, = ar”, para todo n > 0; ou seja, uma fungao
exponencial do indice n.
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Exemplo 10.6: A sequéncia dos niimeros de Fibonacci é definida por

foo =0
fi =1
o = fa2 t fuat para todon > 2

Os primeiros termos dessa sequéncia sao 0, 1,1,2,3,5,8,13,....

Exemplo 10.7: No capitulo 5 mostramos que um conjunto de »n retas em posi¢do geral divide o
plano em R,, = n(n + 1)/2 + 1 regides. Estas regides também podem ser descritas pela recorréncia

abaixo:
Ry = 1
R, R,-1+n paratodon>1

Exercicio 10.1: Suponha que um casal de tatus marciano comega a dar crias com dois anos de
idade e produz 6 crias (trés casais) de tatuzinhos a cada ano. Suponha que um rancho de criagdo
de tatus comecou com 1 casal recém-nascido em 2000, e que nenhum tatu foi acrescentado ou
eliminado do “rebanho” desde essa época. Escreva uma definicdo recursiva para o nimero x, de
tatus que existem no ano n.

Exercicio 10.2: A funcdo de Ackermann (ou de Ackermann-Péter) A de N X N para N é definida
recursivamente pelas férmulas

n+1 sem=0
A(m,n) =<Am-1,1) sem>0en=0 (10.1)
Aim—-1,Aim,n—1)) sem>0en>0
Esta funcdo é famosa por crescer muito rapidamente com o valor de m. Por exemplo, A(3,1) é 13,

A(4,1) € 65.533, ¢ A(5, 1) é grande demais para ser escrito aqui. Verifique que A(3,3) = 61. (Nota:
este calculo é muito trabalhoso.)

10.4 Resolucao de recorréncias

Determinar uma férmula explicita para uma sequéncia definida recursivamente € um problema
dificil em geral, mas hd técnicas que resolvem certos casos especiais.

10.4.1 Recorréncia aditiva simples

Um desses casos especiais sao as recorréncias da forma x,, = x,,_; + f(n) para todo n > m, onde f é
uma fungdo qualquer. A progressao aritmética do exemplo 10.4 € um caso particular desta classe,
cuja solucdo, como vimos, é x, = a + rn. Uma férmula semelhante resolve recorréncias da forma
X, = X,—1 + r que valem somente a partir de um indice m diferente de zero.

Exercicio 10.3: Determine a férmula para o termo geral x, da recorréncia

Xm = a
X, = Xu—1+r paratodon >m

onde m é uma constante inteira, e a, b sdo constantes reais que ndo dependem de n.
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No caso da recorréncia geral x, = x,,_; + f(n) para todo n > m, Pode-se verificar por indu¢ao
em n que a solugdo desta recorréncia é

Xn = X + Z f(k)
k=m+1
Exercicio 10.4: Determine a férmula para o termo geral x, da recorréncia

X0 = 2
Xy Xp_1 + 702 paratodon > 0

Exercicio 10.5: Determine a férmula para o termo geral x, da recorréncia

X()=0

Xp—1 T+ n2

Xn para todo n > 0

Exercicio 10.6: Determine a férmula para o termo geral x, da recorréncia

X1 = 1
Xp—1 + 2" paran > 1

Xn

Exercicio 10.7: Seja z, o maior nimero de regides em que o plano R? pode ser dividido por n
circulos distintos de raio 1.
a) Determine uma recorréncia para z,.

b) Determine uma férmula fechada para z,,.

Exercicio 10.8: Seja x,, o nimero de sequéncias de n termos sobre o conjunto {0, 1,2} que tem um
nimero impar de termos iguais a zero.

a) Determine uma recorréncia para x,.

b) Determine uma férmula fechada para x,,.

10.4.2 Recorréncia multiplicativa simples

Outro caso importante sdo as recorréncias da forma x,, = f(n)x,_; para todo n > m, onde f € uma
func¢do qualquer. No caso particular da progressao geométrica (exemplo 10.5), em que f(n) € uma
constante r, m = 0, e xo = a, a solu¢do, como vimos, € x, = ar" para todo n > 0. Recorréncias
com indice inicial m > 0 tem solu¢@o semelhante.

Exercicio 10.9: Determine a férmula para o termo geral x, da recorréncia

Xp = T

Xn-1 ‘/;
2

Xp = para todo n > 0
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Exercicio 10.10: Determine a férmula para o termo geral x,, da recorréncia

Xp = a
Xy rx,—1 paratodon > m

onde m é uma constante inteira, e a, b sdo constantes reais que ndo dependem de .
Quando f € uma funcao que depende de n, o resultado € uma produtéria

= [ 70

k=m+1

Exercicio 10.11: Determine a férmula para o termo geral x,, da recorréncia

X0 =
Xn

S =

Xp—1 paratodon >0

Exercicio 10.12: Determine a férmula para o termo geral x, da recorréncia

X0 = 1
X, = —=x,-1 paratodon>0

onde p é um nimero natural que ndo depende de n.

10.4.3 Recorreéncias lineares homogéneas

Dizemos que uma relagao de recorréncia € linear e homogénea de ordem k se ela tem a forma
Xy = C1Xp_1 + CoXpo + - + CrXp—i (10.2)

onde k € um inteiro positivo e os coeficientes cy, ¢;, . . ., ¢, 20 nimeros reais, todos independentes
de n. Pode-se provar por indu¢do que esta recorréncia € satisfeita por uma progressao geométrica
x, = r", onde r € qualquer raiz do polindmio

Fee - — (10.3)

Esta férmula € chamada de polinémio caracteristico da recorréncia.

Por exemplo, a recorréncia f, = f,_» + f,—1 dos nimeros de Fibonacci € linear e homogénea
de ordem 2, com coeficientes ¢; = ¢, = 1. Ela é satisfeita pelas sequéncias x e y, onde x, = r”,
vy, = 8", er, s sdo as duas raizes da equacdo 72 = z + 1. Estas raizes sdo

1+ V5 1-+5
[ §= ———
2 2

r

(10.4)

A primeira raiz r ~ 1.6180339887 ..., geralmente denotada pela letra ¢, é conhecida como razdo
durea, porque na Grécia antiga os arquitetos e artistas acreditavam que o retangulo com lados 1 e ¢
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tinha as proporc¢des mais belas dentre todos os retingulos. A segundaraiz s ~ —0.6180339887...,
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que virios autores denotam por ¢, éiguala 1 —p e —é.

n r s"

0| 1.00000000 | 1.00000000
1| 1.61803399 | -0.61803399
2| 2.61803399 | 0.38196601
3| 4.23606798 | -0.23606798
4| 6.85410197 | 0.14589803
51 11.09016994 | -0.09016994
6 | 17.94427191 | 0.05572809
7 | 29.03444185 | -0.03444185

Nesta tabela pode-se verficar que * = r' + 1%, s> = s' + 5% 7 = 2 + r!, e assim por diante.

As sequéncias x e y s3o apenas duas das possiveis solugdes para a recorréncia de fibon. Pode-se
provar que qualquer combinagdo linear destas duas sequéncias

ag" + B§"

também é uma solucdo da recorréncia. Os valores de « e 8 podem ser obtidos a partir dos valores
iniciais dados fy =0e f; = 1, e sdo

a=1/V5 B=-1/V5

In = aXy +Byn = (105)

(10.6)

Ou seja

1 .
fo=—=(¢"—¢") (10.7)

V5

Uma vez que |$| = 0.61803399 é menor que 1, o valor absoluto do termo ¢" da férmula (10.7) vai
diminuindo rapidamente a medida que n aumenta. Portanto,

.
lim = (10.8)
n=e foy ¢
e podemos dizer que
1
fox —¢" (10.9)

Esta técnica resolve qualquer recorréncia homogénea de ordem k cujo polindmio caracteristico
tem k raizes distintas. Quando o polindmio tem raizes iguais, ainda existem k solucdes indepen-
dentes, mas elas tem uma forma um pouco mais complicada. Especificamente para cada raiz r com
multiplicidade p, toda sequéncia x, = n'r", para todo i entre 0 e p — 1, é uma solugio independente.

Exercicio 10.13: Considere a situagdo descrita no exercicio 10.1. Determine uma férmula explicita

para o niimero x, de tatus que existem no ano n > 2000.

Exercicio 10.14: Seja s, o nimero de sequéncias de n vogais minusculas (a, e, i, 0 ou u) que nao
possuem duas vogais ‘e’ consecutivas.
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a) Determine uma recorréncia para s,,.

b) Determine uma férmula fechada para s,,.

Exercicio 10.15: Numa mesa redonda com n lugares numerados (n > 2), devem ser dispostos n
pratos de k cores diferentes (k > 3). Para um k genérico, determine uma férmula explicita para o
nimero x, de possibilidades de fazer isso de tal maneira que cada prato tenha cor distinta das cores
de seus dois vizinhos.

Exercicio 10.16: Determine uma formula explicita para o nimero de maneiras de cobrir um ta-
buleiro de 2 X n casas com n dominds, cada um cobrindo duas casas adjacentes na vertical ou na
horizontal.

10.5 Recorréncias lineares nao homogéneas

Uma recorréncia linear ndo homogénea € uma férmula que define o termo geral x, como uma
combinacdo linear de termos anteriores, com coeficientes constantes, mais uma fun¢do arbitraria
do indice n. Por exemplo,

X0 = 0
10.10
X, = 2x,.1+2" paratodon >0 ( )
Pode-se verificar, por indugao, que x,, = n2" € a solucao desta recorréncia.
No caso geral, uma recorréncia linear nio homogénea de ordem k tem a forma
Xo = A
X1 = ap
(10.11)
Xk-1 = g1
Xp = C1Xp—1 + C2Xyp + -+ CpXni + fn paratodon >k (10.12)
onde ay, ay, ...,a;1,c1,Ca, - - + ¢ SA0 constantes (que nao dependem de n), e f (o termo indepen-
dente) é uma sequéncia qualquer. Por exemplo, considere a recoréncia
Xo = 2
10.13
X1 = 2 } ( )
Xy = Xyo1 + Xy +(—1)"  paratodon > 2 (10.14)

Note que esta recorréncia € similar a de Fibonacci, exceto pelos termos iniciais € pela parcela
‘( = 1)™ na recorréncia.

N3o hd uma técnica geral para resolver recorréncias ndo homogéneas, como (10.11)— (10.12).
Entretanto, suponha que conseguimos encontrar uma sequéncia particular x que satisfaz a férmula
do termo geral (10.12), mas ndo necessariamente os termos iniciais. No exemplo acima, pode-
se verificar que x, = (—1)" é uma solucdo para a recorréncia (10.14), embora tenha xy = +1 e
x; = —1. Considere agora a recorréncia homogénea similar a (10.14),

Zn = Zn-1 t Zn—2 (10.15)
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Como vimos anteriormente, a solu¢do geral para esta recorréncia € z, = a¢" + B¢". Verifica-se
entdo que a solugdo geral para a recorréncia original (10.14) é a soma de z, e da solugdo particular
acima, isto €,

20 = ad" + Bd" + (=1)" (10.16)
Os valores de a e 8 podem ser entdo determinados pelas condi¢des iniciais xo = 2 € x; = 2,
resultando em
a = 22
26-1 10.17)
_ 43 (
B = 35
€ portanto
+2 -3 .
X, = ¢ "+ ¢ ¢+ (1) (10.18)

201 2¢ — 1
De modo geral, podemos resolver a recorréncia linear nao homogénea (10.11)— (10.12) somando
uma solucdo particular x da equacdo (10.12) com a solucdo geral da equacao homogénea

VYo = C1Yn-1 + C2Yn—2 + =+ CkYn—i paratodo n > k (10.19)

Esta solucdo geral vai depender de k parametros ay, ..., a;, que podem ser determimados pelas
condigdes iniciais (10.11).

Exercicio 10.17: Resolva a recorréncia

X0 = 3
10.20
{ Xn %xn_l -1 ( )

10.6 Majoracao e minoracao de recorréncias

Muitas vezes € dificil ou impossivel obter uma férmula explicita exata para uma sequéncia y defi-
nida resursivamente sobre um conjunto de indices D. Porém, nesses casos pode ser possivel obter
um limitante inferior para y: uma sequéncia x, com mesmo dominio D, tal que x, < y, para todo
n em D. Analogamente, pode ser possivel obter um limitante superior, uma sequéncia z tal que
V. < z, para todo n em D. Tais limitantes podem ser suficientes para muitos fins — como, por
exemplo, reserva de espago de memoria para certa tarefa ou estimativa do tempo de execugao de
um programa.
Por exemplo, considere a sequéncia y tal que

Yo = 3
Yo = Ypo1 + |Yu-1/3] paratodon >0 (10.21)

Os primeiros termos desta sequéncia sao

n|01234 5 6 7 8 910 11 12 13
yo|3 45 6 8 10 13 17 22 29 38 50 66 88

Podemos obter um limitante superior para y trocando o lado direito da recorréncia por uma férmula
mais simples que seja maior ou igual a esse termo. Por exemplo,

Z0:3

Zn = Zn-1 +Zu-1/3 paratodon >0 (10.22)
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Podemos provar que z, > y, para todo n € N, por inducdo em n. Basta observar que z,-; > y,-1,
pela hipétese de inducdo, e que u > |u| para qualquer nimero real u. A recorréncia de z pode ser
simplificada para z, = (4/3)z,-1. Esta é uma progressao geométrica com termo inicial 3 e razao
4/3, e portanto a solugdo exata € z, = 3(4/3)". Podemos entdo concluir que y, < 3(4/3)" para todo
nem N.

De maneira andloga, podemos obter um limitante inferior x observando que |u] > u — 1 para
todo numero real u. Obtemos entdo a recorréncia

X():3

Xn Xp-1 + (x,-1/3 — 1) paratodon > 0 (10.23)

Esta recorréncia pode ser reescrita x,, = (4/3)x,-; — 1 (veja o exercicio 10.17).

Exercicio 10.18: Prove que n! < n" para todo inteiro n > 1.
Exercicio 10.19: Prove que n! < 2" para todo inteiro n > 0.

Exercicio 10.20: Calcule 9! e compare com 5°. Mais genericamente, compare n! (produto de n
termos variando de 1 a n) com [(n+ 1)/2]" (produto de n termos todos iguais a média aritmética de
1en).

Exercicio 10.21: Calcule 16! e compare com 4!, Mais genericamente, compare ! (produto de n
termos variando de 1 a n) com (+/n)" (produto de n termos todos iguais & média geométrica de 1 e

n).
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Capitulo 11

Contagem

Um problema comum em matemaética, e especialmente em computacio, € contar objetos ma-
temadticos (conjuntos, funcdes, sequéncias, etc.) com determinadas propriedades. Por exemplo,

169
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quantas maneiras diferentes ha de escolher 5 cartas de um baralho com 52 cartas? Quantas pala-
vras (com ou sem significado) podem ser formadas com 5 letras distintas? Quantas maneiras ha de
ordenar um arquivo de n nomes?

Ja encontramos alguns problemas desse tipo nos capitulos anteriores. Na secdo 2.8, por exem-
plo, vimos que o nimero de subconjuntos de um conjunto com »n elementos é 2". Neste capitulo
vamos examinar alguns dos problemas mais comuns deste tipo.

Neste tipo de problemas € importante notar se os objetos que aparecem no enunciado sao
considerados distintos ou ndo. Por exemplo, observe a questdo “quantos resultados € possivel
obter quando dois dados sdo langados sobre uma mesa?” Se os dados sdo considerados distintos
(por exemplo, um vermelho e um verde), a resposta € 6 X 6 = 36. Note que o resultado “2 no
vermelho e 4 no verde” € considerado diferente de “4 no vermelho e 2 no verde”. Porém, se os
dados sdo considerados indistinguiveis, a resposta é apenas 21; pois, por exemplo, o resultado “2
em um dado e 4 no outro” € o mesmo que “4 em um dado e 2 no outro”.

Exercicio 11.1: Liste e conte todas as maneiras possiveis de colocar 3 bolas, rotuladas de 1 a 3,
em duas caixas rotuladas A e B. Note que cada caixa pode ficar vazia ou com mais de uma bola.

Agora responda a mesma pergunta, supondo que

a) As bolas sdo todas iguais e sem rétulos, mas as caixas ainda sdo distintas;
b) As bolas sdo todas distintas, mas as caixas sao iguais e sem roétulos;

¢) As bolas sdo todas iguais e as caixas também, todas sem rétulos.

Exercicio 11.2: Em um balcao sdo colocados cem copos, enfileirados e virados com a boca para
cima, numerados de 1 a 100. Cem pessoas percorrem essa fileira, invertendo alguns dos copos. A
n-ésima pessoa inverte todos os copos cujo nimero ¢ multiplo de n. No final, quais copos estardo
virados com a boca para baixo?

11.1 Contagem de relacoes

Suponha que X e Y s@o conjuntos finitos, com |X| = m e |Y| = n. Quantas relagdes existem de X
para Y? Lembramos que uma relagdo de X para Y € um subconjunto do produto cartesiano X X Y,
que tem mn elementos. Concluimos que a resposta € 2"". Pelo mesmo argumento, o nimero de
relagdes sobre o conjunto X (isto é, de X para X) é 2,

Quantas sao as relagdes reflexivas sobre o conjunto X? Para responder a esta pergunta, basta
lembrar que uma relagdo reflexiva sobre X deve conter a relagdo de identidade 7 x, que consiste dos
pares (a,a) com a € X. Entdo, cada relacdo que queremos contar consiste desses m pares, mais um
subconjunto arbitrério dos demais m> — m = m(m — 1) pares de X x X. Concluimos que o niimero
de relacdes reflexivas sobre X é 2=,

Exercicio 11.3: Sejam X e Y conjuntos finitos, com |X| = m e |Y| = n, e R uma rela¢do de X para
Y, com p pares. Quantas relagoes de X para Y existem que contém a relacdo R? Quantas relacoes
de X para Y existem que sdo disjuntas de R?

Exercicio 11.4: Se X é um conjunto com m elementos, quantas relacdes irreflexivas distintas
existem sobre X? Quantas relagdes simétricas? E quantas anti-simétricas?
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11.2 Contagem de funcoes

Suponha ainda que X e Y s@o conjuntos finitos, com |X| = m e |Y| = n. Quantas fun¢des distintas
existem de X para Y? Lembramos que, se ¥ € uma dessas fungdes, entdo para cada elemento
a de X deve existir um Unico par em ¥ cujo primeiro membro é a. Portanto F tem apenas m
pares. Além disso, em cada um desses pares, o segundo membro (o valor ¥ (a) da funcdo) pode
ser qualquer um dos n elementos de Y. Temos entdao n valores possiveis da fun¢do para cada um
dos m elementos de X. Concluimos que o nimero de fungdes de X para Y € n™.

Exercicio 11.5: Quantas maneiras ha de empilhar cinco frutas, que podem ser laranjas (indis-
tinguiveis entre si) ou macds (também indistinguiveis) dentro um vaso estreito de vidro?

Exercicio 11.6: Seja X um conjunto finito com m elementos. Quantos predicados distintos existem
sobre X?

Exercicio 11.7: Um modelo de carro é vendido com 3 cores de exterior e 2 cores de estofamento.
Se 10 pessoas compram um carro cada uma, de quantas maneiras elas podem escolher as cores?

Exercicio 11.8: Em uma reunido de n pessoas, cada uma escreve seu nome em um bilhete e o
entrega a alguma outra pessoa do grupo. Quantos sao os resultados possiveis dessa operacao?

Exercicio 11.9: Imagine que n dados, de cores diferentes, sdo lancados sobre uma mesa. Quantos
s80 os resultados possiveis?

Exercicio 11.10: Vinte pessoas precisam ser transportadas por um bondinho no qual cabem apenas
5 pessoas por viagem. Quantas maneiras ha de distribuir essas pessoas nas 4 viagens necessarias?

11.3 Principio multiplicativo da contagem

Considere agora o problema de contar quantas maneiras existem de enfileirar 7 criancas, sendo
4 meninas e 3 meninos, de modo a alternar meninos € meninas. Podemos pensar em formar a
fila com 7 decisdes sucessivas, onde na decisd@o nimero i escolhemos a crianga que vai ficar na
posicdo i da fila. Assim, comecamos escolheendo uma das quatro meninas para ficar no comego
da fila (pois se escolhermos um menino ndo serd possivel intercalar as demais). Em seguida temos
que escolher um dos 3 meninos para ficar em segundo lugar. Depois temos que escolher outra
menina, que niao pode ser a que ficou em primeiro lugar; temos portanto apenas 3 alternativas
possiveis nessa escolha. Analogamente, temos apenas 2 alternativas para o quarto lugar (um dos
dois meninos ainda ndo escolhidos), 2 alternativas para o quinto (uma de duas meninas), e apenas
1 alternativa para o sexto e o sétimo lugares.

Pode-se ver que qualquer disposicao alternada das criancas pode ser obtida por esse processo;
e que qualaquer variagdo nas escolhas resultard em uma disposicao diferente. Portanto, o numero
de maneiras de arranjar as criangas é

4x3x3x2x2x1x1=144 (11.1)
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O raciocinio usado neste problema é uma instancia do principio multiplicativo da contagem, ou
principio fundamental da contagem. Para usar esse principio, temos que imaginar 0 processo
de construcdo ou escolha de um dos objetos a contar como uma sequéncia finita de decisdes
Dy, D,,...,D,, de tal forma que cada combinagdo diferente de escolhas nessas decisdes produza
um objeto diferente, e todos os objetos possam ser obtidos por esse processo. Nesse caso, se cada
decisdo D; pode ter n; escolhas distintas, entdo o nimero de objetos serd

nXn,X- - Xn, (11.2)

Exercicio 11.11: Em uma reunido de n pessoas, cada uma escreve seu nome em um bilhete e o
entrega a alguma outra pessoa do grupo. Quantos sio os resultados possiveis dessa operacdo?

Exercicio 11.12: Quantas bandeiras é possivel formar com 5 listras horizontais com cores azul,
branca e vermelha, sendo que duas listras adjacentes devem ter cores diferentes?

Exercicio 11.13: Sejam X e Y conjuntos finitos, com |X| = m e |Y| = n. Seja R um subconjunto
de X com r elementos, ¢ S um subconjunto de ¥ com s elementos. Quantas funcdes ¥ distintas
existem de X para Y tais que 7 (x) € S para todo x em R?

Exercicio 11.14: Um baralho padrdo tem cartas de 4 naipes e 13 valores (52 cartas no total). De
quantas maneiras é possivel formar uma pilha de 3 cartas sem repetir nenhum naipe ou valor?

Exercicio 11.15: Quantos nimeros inteiros existem entre 1000 e 9999 (inclusive ambos) com
todos os algarismos distintos?

Exercicio 11.16: Os nimeros 0, 1, 2,...9 sdo colocados em uma sequéncia xg, X1, ..., X9, de tal
forma que x; > k — 2 para todo k. Ou seja, x9 > 7, xg > 6, x7 > 5, e assim por diante. De quantas
maneiras podemos fazer isto?

Exercicio 11.17: Uma placa de automével tem 3 letras maitisculas seguidas de 4 algarismos. Quan-
tas placas distintas existem?

11.4 Permutacoes

Seja X um conjunto finito de n elementos. Informalmente, uma permutacdo de X é uma lista
dos elementos de X em determinada ordem, sem repeticdes nem omissdes. Mais precisamente,
podemos definir uma permutacdo de X como uma funcdo f bijetora do conjunto {0, 1,...,n— 1}
para o conjunto X. Podemos interpretar o valor de f(k) como o elemento que estd na posicao
k da lista, contando a partir de 0. Por exemplo, suponha que X é o conjunto das vogais, X =
{a, e, 1,0,u}. A funcdo

{(0,u),(1,e),(2,1),(3,),(4,0)}

€ uma permutacao de X. Esta fun¢do pode ser escrita também como

01 2 3 4
ueiao
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ou como a sequéncia (u, e, i, a, 0) ou, simplesmente, ueiao; ficando subentendido que os indices
da sequéncia comecam com (. Duas outras permutacdes, distintas dessa, siouieao = (u, i, e, a, 0)
e eaoiu = (e,a,0,1,u).

Quantas permutagdes de X existem? Quando tentamos escrever uma permutacdo f, elemento
a elemento, é facil ver que temos n escolhas para o elemento f(0) (qualquer elemento de X); n — 1
escolhas para f(1) (qualquer elemento de X, exceto f(0)); n—2 para f(2) (qualquer elemento exceto
f(0) e f(1)); e assim por diante. Para o penultimo elemento f(n —2) temos apenas 2 possibilidades
e para o ultimo f(n—1) temos apenas uma. Qualquer série de escolhas resulta em uma permutacao
distinta. Portanto o nimero de permutacdes distintas é

nXmn-1)xXxmn-2)x---x2x1=n! (11.3)

Assim, por exemplo, o nimero de permutacdes das cinco vogais € 5! = 5 x4 x3x2x 1 = 120.

O conceito de permutagdo, como definido acima, € muito semelhante ao de fungcdo permutacdo
de um conjunto X, que definimos na se¢@o 8.7 como sendo uma bijecdo de X para X. Na verdade,
se X e Y sdo conjuntos finitos com n elementos, € possivel associar cada permutacdo de X (ou de
Y) a uma bijecdo de X para Y, e vice-versa. Veja o exercicio 11.18. Portanto concluimos que n!
também € o nimero de bijecdes entre dois conjuntos de n elementos.

Observe que se o conjunto X € vazio (isto €, se n = 0) hd apenas uma permutagdo possivel,
que € a sequéncia vazia () (ou seja, o conjunto vazio de pares indice-elemento). Esta observacio
justifica a definicdo de 0! como sendo 1.

O seguinte exemplo ilustra um uso menos trivial de permutagdes. Suponha que n pessoas (com
n > 2) devem sentar em uma fila de n cadeiras, mas duas dessas pessoas, Alice e Beto, sdo um
casal e devem ficar um ao lado do outro. De quantas maneiras isto pode ser feito?

Observe que Alice pode ficar a esquerda ou a direita de Beto; mas, em qualquer caso, o casal
pode ser considerado uma tnica pessoa, e as duas cadeiras que eles ocupam podem ser considera-
das uma unica cadeira. Entdo, o nimero de solugdes € 2(n — 1)!

O fatorial de n cresce muito rapidamente quando n aumenta. Por exemplo,

20! = 2.432.902.008.176.640.000

ou seja, mais de dois quintilhdes (bilhdes de bilhdes). O fatorial de 50 é aproximadamente 3.04 X
10%, que é muito maior que o nimero de d4tomos no sistema solar. Assim, embora possamos
facilmente calcular o niimero de permutagdes de um baralho de 52 cartas, é impossivel gerar todas
essas permutacoes em qualquer computador concebivel atualmente.

Exercicio 11.18: Sejam X e Y conjuntos finitos com n elementos, e 4 : {0,1,...,n— 1} - X uma
permutacio dada de X. Prove as seguintes afirmacdes

1. Para qualquer permutacdo g : {0,1,...,n— 1} — ¥, a composicdo g o h~! é uma bijecdo de
X para X.
2. Para qualquer funcdo bijetora f de X para Y, existe uma permutacdo g : {0,1,...,n—1} = Y,

tal que f = go L.

3. Para quaisquer duas permutacgdes g’, g’ : {0,1,...,n—1} > ¥Y,se g’ o hl = g’ o h~!, entdo
g/ — g”.
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11.4.1 Formula de Stirling

A férmula (11.3) ndo € adequada para calcular n! quando n é muito grande. Por exemplo, para
calcular 1000000! temos que multiplicar 1000000 de nimeros, e o produto vai crescendo a cada
passo; o resultado tem mais de 5 milhdes de algarismos. Uma férmula que permite estimar o valor
aproximado do fatorial com menos trabalho foi encontrada por Abraham de Moivre (1667-1754)
e James Stirling (1692-1770):

1
Inn!~nlnn-—n+ Eln(Zﬂn)

onde In € o logaritmo natural (na base e = 2.7182818...). Aplicando exp(x) = ¢* em ambos os

lados temos
n n
n! =~ V2nn (—)

e

Exercicio 11.19: De quantas maneiras podemos dispor 8 torres de xadrex idénticas num tabuleiro
com 8 X 8 casas, de modo que nio haja duas torres na mesma linha ou na mesma coluna? E se as
torres tiverem 8 cores diferentes?

Exercicio 11.20: Um trem de montanha russa tem 6 bancos de 2 lugares. De quantas maneiras
podem sentar 6 meninas e 6 meninos, sendo que em cada banco deve haver um menino e uma
menina?

11.5 Arranjos

Dado um conjunto finito X de n elementos, e um inteiro » € N, definimos um arranjo de r elemen-
tos de X como uma sequéncia de elementos de X com comprimento », em determinada ordem e
sem repeticoes. Ou seja, uma funcdo injetora dos inteiros {0.. » — 1} para o conjunto X.

Por exemplo, todos os arranjos de 3 elementos do conjunto X = {a, e, i, 0, u} sdo

aei aie eai eia iae iea
aeo aoe eao eoa oae oea
aio aoi iao ioa oai oia
aeu aue eau eua uae uea
aiu aui iau iua uai uia
aou auo oau oua uao uoa
eio eol ieo ioe oei oie
eiu eui ieu iue wuei uie
eou euo oeu oue ueo uoe
iou iuo oiu oui uio wuoi

onde aie significa a sequéncia (a, i, e), ou seja a fungao

01 2
a i e
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e assim por diante.
Pelo mesmo raciocinio usado na se¢do 11.4, concluimos que o nimero de tais arranjos (ou seja,
o nimero de fung¢des injetoras de um conjunto de r elementos para um conjunto de n elementos) é

nXmn-1HXn-2)X---Xx(n—-r+1) (11.4)

Em muitos livros este nimero € denotado por A, (1é-se “arranjos de n, tomados r a r”’). Alguns
autores usam a nota¢do A”. Outra notacdo, usada por Knuth, é n* (1é-se “n a poténcia r caindo”).
Este nimero pode ser calculado a partir de fatoriais, pela férmula

n!

m (11.5)

Note que os fatores do denominador cancelam uma parte dos fatores do numerador, deixando
apenas os fatores da formula (11.4). Assim, por exemplo, o nimero de arranjos de 3 vogais,
listados acima, € 5!/(5 —3)! =5 x4 x 3 = 60.

Uma maneira de entender a férmula (11.5) € considerar todas as n! permutacdes de n elemen-
tos, e imaginar o que ocorre se tomarmos apenas os r primeiros elementos de cada uma, para obter
os arranjos. Note que duas permutacdes que diferem apenas na ordem dos n — r elementos descar-
tados produzem o mesmo arranjo. Ha (n — r)! maneiras de ordenar esses elementos descartados,
sem mexer nos r primeiros. Portanto, das n! permutacdes, (n — r)! correspondem a um mesmo
arranjo.

Exercicio 11.21: Sejam X e Y conjuntos finitos com m e n elementos, respectivamente. Quantas
fungdes sobrejetoras F : X — Y existem?

11.6 Combinacoes

Outro problema muito comum € contar o nimero de subconjuntos de tamanho r de um conjunto X
de n elementos. Note que este problema € diferente de contar os arranjos de r elementos de X: em
ambos os casos desejamos tomar r elementos de X, sem repeti¢cdes; mas neste caso a ordem dos
elementos em cada subconjunto ndo interessa.

Estes subconjuntos sdo também chamados de combinagées de r elementos de X. Assim, por
exemplo, as combinagdes de 3 vogais sdo

ael aeo aio aeu aiu
aou eio eiu eou iou

onde aiu significa o sub-conjunto {a, i, u}, e assim por diante.

O numero de tais combinagdes acima € denotado por C; (ou C”) por alguns autores, porém a
notacdo mais comum € (f), que se I¢ “‘combinacdes de n, tomados r a r”.

Para contar as combinag¢des, podemos determinar o nimero de arranjos de r elementos, e contar
apenas uma vez todos os arranjos que diferem apenas na ordem dos elementos. Por exemplo, os
seis arranjos aio, aoi, iao, ioa, oai e oia correspondem a mesma combinacdo {a, i, o}.
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Como temos r elementos em cada arranjo, concluimos que cada combinacao corresponde a r!
arranjos diferentes. Portanto, o nimero de combinagdes é

A, nXn-1x---X(n-r+1)

— = 11.6
r! rx(r—-1x---x1 ( )
Esta férmula pode ser escrita em termos de fatoriais
n n!
= — 11.7
(r) ri(n—r)! (1L.7)

Exercicio 11.22: Quantas “mdos” diferentes de cinco cartas podem ser obtidas de um baralho de
52 cartas?

Exercicio 11.23: Quantas maneiras hd de empilhar 3 laranjas (indistinguiveis) e 2 magas (indis-
tinguiveis) dentro um vaso estreito de vidro?

Exercicio 11.24: H4 2" sequéncias distintas de n bits (algarismos 0 e 1). Quantas dessas sequéncias
tem exatamente k bits iguais a 1?

11.6.1 Casos especiais

Alguns casos especiais sao dignos de nota. Para todo n € N,

o) =(r) =

Para todo inteiro n positivo,

e, para todo inteiro n maior que 1,

(Z):(nTZ):@

Além disso, é 6bvio que (f) ¢ zero se r € maior que n.

Uma vez que o nimero de elementos de um conjunto € um ndmero natural, a defini¢ao de (’r’)
nao faz muito sentido quando n e/ou r sdo negativos. Porém, a experiéncia mostra que muitos
teoremas e formulas ficam mais simples quando definimos (f) =0quandon <Oour <O0.

11.6.2 Propriedades

A funcdo (f) tem vdrias propriedades interessantes. Por exemplo, para todo n, r € N, temos

HE RS
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Para demonstrar esta identidade, considere um conjunto X de n elementos, e observe que para cada
conjunto de r elementos existe um tnico conjunto de n — r elementos que € seu complemento, e
vice-versa. Ou seja, a operacdo de complemento em relagao a X € uma bijecdo entre o conjunto
dos subconjuntos de r elementos e o conjunto dos subconjuntos de n — r elementos.

Outra propriedade importante € a identidade de Pascal:

n+1 n n
= +
r+1 r r+1
Para provar esta identidade, considere um conjunto X’ de n + 1 elementos e escolha um elemento
arbitrdrio x de X’. Seja X o conjunto dos demais elementos, X = X’ \ {x}. Considere agora todos
os subconjuntos de X’ com r + 1 elementos. Eles podem ser separados em dois grupos: aqueles

que contém o elemento escolhido x, e aqueles que ndo contém x. Os primeiros sdo exatamente
0s ('r’) subconjuntos de X de tamanho r, cada um deles acrescido do elemento x. Os segundos sao

exatamente 0s (rf 1) subconjuntos de X de tamanho r + 1.

Podemos enunciar esta propriedade graficamente, dispondo os valores de ('r’) na forma de um
triangulo infinito

()
0 6 0
0 60 0 @

() 13 30001
(3) 1 4 6 4 1

G + 5 10 10 5 1

A identidade de Pascal diz que cada nimero deste diagrama € a soma dos dois vizinhos mais

préoximos da linha acima. Por exemplo, (;) = (‘1‘) + (3)

11.6.3 Formula do Binomio de Newton

Uma das propriedades mais famosas das combinagdes € a formula de Newton para as poténcias de
um binémio (soma de dois termos):

(a+b)' = Z (}:)a”_’b’

r=0
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Por exemplo, temos

(a+b)* (g)a“bo + (T)cﬁb1 + (3)6121)2 + (;‘)glb3 + (j)aob“

la* + 4a’b + 64*b* + 4ab® + 1b*

Por conta desta férmula, os nimeros (f) sao também chamados de coeficientes binomiais. As
seguintes propriedades sao coroldrios imediatos da formula de Newton:

Exercicio 11.25: Prove que }"_, (f) =2",
Exercicio 11.26: Prove que }"_, ’('r‘) = 3"

Exercicio 11.27: Prove que Z;‘zo(—l)’('r’) =0.

Exercicio 11.28: Seja X um conjunto de n elementos. Usando a férmulado exercicio 11.27, prove
que o nimero de subcojuntos de X de tamanho par € igual ao nimero de subconjuntos de tamanho
impar.

Exercicio 11.29: Prove que, para todos os naturais k € n com n > k, temos Y ;_, (1;) = ('r’:})

Exercicio 11.30: Uma prova tem 10 questdes do tipo verdadeiro/falso. Quantas maneiras ha de
responder essas questoes, sem deixar nenhuma em branco, de modo a acertar exatamente 7 delas?
E acertar pelo menos 7 delas?

11.6.4 Formula recursiva

A férmula (11.7) ndo é muito eficiente quando n e r sdo nimeros grandes, pois o numerador n! e
denominador (n — r)!r! podem ser muito maiores que o resultado final (f) Esta observagao tabém
vale se usarmos a formula (11.6), C!, = A/ /r!. Uma maneira mais eficiente € utilizar a recorréncia

-1
E(n ) sen>r>0,
r—1

n r
(): 1 sen>r=0,

0 sen<rour<O.

Esta recorréncia pode ser demonstrada por inducdo em r. Para provar o passo da indugdo, basta
observar que o lado direito da equagao 11.6 pode ser fatorada como segue

n\_n n—-1n-2 n—-r+1
rl r\r=1r-=2 1

A ¢z (n—1 .
€ que a parte entre parénteses € (r—l)' Ou seja,

()=

k=1

Podemos portanto calcular ('r’) pelo seguinte algoritmo:
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Sen < rour<0,devolva 0. Sendo
2. C«1

Para k variando de 1 a r, faca

4, C—(Cxm—-r+k)/k
5. Devolva C.

Neste algoritmo € importante efetuar a multiplicacdo por n — r + k antes de dividir por k. Isto
garante que a divisdo serd exata.

11.6.5 Particoes rotuladas e combinacoes com repeticoes

Quantas maneiras ha de distribuir 10 doces para 4 criancas, de modo que cada crianca receba pelo
menos um doce?

Uma maneira de resolver este problema ¢ imaginar que os 10 doces sdao colocados numa fi-
leira, com barras separando os lotes dados a cada crianca, numa ordem escolhida. Por exemplo,
“000|0000|0|00” representaria a solu¢do onde a primeira crianga recebe 3 doces, a segunda re-
cebe 4, a terceira 1, e a quarta 2. Observe que precisamos colocar 3 barras (para separar os lotes de
4 criancas), nao podemos colocar duas barras na mesma posi¢ao, nem no inicio da fileira de doces,
nem no fim dela (porque todas as criancas precisam receber pelo menos um doce). H4 portanto
9 posicdes possiveis para as barras (para 10 doces), e cada solu¢do valida € um subconjunto de 3
dessas posicOes. Portanto a resposta é (2) = 84.

Mais geralmente, suponha que queremos repartir n elementos em p grupos distintos, sendo
que cada grupo deve ter pelo menos um elemento. Ou seja, queremos saber quantas sequéncias
(x1, X2, ..., x,) de inteiros positivos existem tais que x; + x, + - - - + x, = n. Pelo mesmo raciocinio
acima, concluimos que a resposta é

n—1 (n—1)! n—1
- = 11.8
(p—l) (n—plp-D! (n—p) (19

Suponha agora o poblema de dividir 6 doces para 4 criangas, mas permitindo que uma ou mais
criangas fiquem sem nenhum doce. Podemos fazer este problema (Py) recair no anterior, com o
seguinte truque: distribuimos 10 doces para as 4 criancas, garantindo pelo menos um doce para
cada uma; e entdo recolhemos 1 doce de cada crianca. Pode-se verificar que cada solugdo para este
problema (P;) dd uma solucdo diferente para o problema P, e vice-versa. Portanto, o nimero de
solucdes do problema P, é também (g) = 84.

Mais geralmente, suponha que queremos repartir n elementos em p grupos distintos, mas per-
mitindo que cada grupo fique vazio. Matematicamente, queremos saber quantas solucdes existem
para a equagdo x; + x, + --- + X, = n, sendo que cada incégnita x; deve ser um nimero natural
(incluindo 0). Podemos transformar este problema no anterior pela seguinte estratégia: contamos
o nimero de solugdes para y; +y, + -+ +y, = n + p onde cada y; € um inteiro postivo. Note
que cada solucdo destas fornece uma solucao distinta para o problema original, com x; = y; — 1; e
vice-versa. Portanto, o nimero de solugdes é

n+p-1\ (m+p-D! (n+p-1
p-1 ] nl(p-D! n

(11.9)
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O problema de dividir 10 doces por 4 criancas pode também ser visto como escolher 10 elemen-
tos do conjunto C = {1, 2, 3, 4}, mas permitindo que cada elemento seja escolhido mais de uma vez;
de modo que cada solucdo nao € um conjunto, mas um multiconjunto — uma colecao de elementos
onde a ordem ndo importa, mas importa quantas vezes cada elemento aparece. Por exemplo, uma
solugdo seria {1,1,1,2,2,2,2,3,4,4} (3 doces para a crianga 1, 4 doces para a crianga 2, etc.), que
¢ diferente da solugdo {1,1,2,2,2,2,3,4,4,4}.

Mais geralmente, queremos saber quantos multiconjuntos, cada um com n elementos no to-
tal, podem ser formados com os p elementos de um dado conjunto C. Estes multi-conjuntos
sdo as combinagdes com repeticdo desses p elementos tomados n a n, e seu nimero é dado pela
formula (11.9). Note que esta contagem inclui também os multi-conjuntos que usam apenas al-
guns dos elementos de C. Se queremos considerar apenas as combinacdes com repeticao que usam
todo elemento de C pelo menos uma vez, devemos usar a férmula (11.8).

Exercicio 11.31: De quantos modos podemos comprar 3 sorvetes numa sorveteria que oferece 7
sabores distintos? (Note que podemos comprar mais de um sorvete do mesmo sabor.)

11.7 Permutacoes e arranjos circulares

Considere uma roleta dividida em 5 setores idénticos. De quantas maneiras podemos rotular esses
setores com as vogais A, E, I, 0,U, em ordem arbitrdria?

Se os setores fossem distinguiveis, a resposta seria o nimero de permutacdes de 5 elementos,
isto €, 5!. Para justificar este resultado, basta imaginar os setores numerados de 1 a 5 em ordem
horéria a partir de um setor determinado. Cada rotulacdo é entdo uma funcao bijetora dos nimeros
de 1 a 5 para as 5 vogais.

Porém, como os setores sdo idénticos, duas permutagdes distintas podem resultar em rotulagdes
idénticas. Por exemplo, obteremos 0 mesmo resultado se rotularmos os setores, em ordem hordria,
(A,E,I1,0,U),oucom (U,AE,I,0),oucom(0,U A E,I),etc..

Observe que cada rotulagdo distinta corresponde a 5 permutagdes distintas das cinco vogais.
Portanto, o nimero de rotulag¢des distintas deve ser 5!/5 = 4!.

Outra maneira de obter este resultado € imaginar que as vogais sdo aplicadas uma de cada vez,
em ordem alfabética, em setores arbitrarios. Como os setores sdo indisinguiveis, hd apenas uma
maneira de aplicar a letra A (e ndo cinco). J& a vogal E pode ser aplicada de 4 maneiras distintas,
pois os outros 4 setores agora podem ser distinguidos pela sua posicdo em relacdo ao setor ja
rotulado. Da mesma forma temos 3 escolhas distintas para a letra I, 2 para O, e 1 para U. Portanto
o numero configuragdes € 1 X4 X3 x2x 1 =4l

Este exemplo ilustra o conceito de permutacdo circular: uma configuragdo de elementos distin-
tos dispostos em circulo, sendo que configuracdes que diferem apenas por rotacao sio consideradas
indistinguiveis. Generalizando o raciocinio acima, concluimos que o nimero de permutacgdes cir-

culares de n elementos é |
n!

" =m-1)! (11.10)

Exercicio 11.32: Quantas rodas distintas de 5 criangas podemos formar numa classe de 10 criangas?
E de quantas maneiras podemos formar duas rodas de 5 com essas 10 criangas?
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11.8 Contagem por divisao
Mais geralmente, suponha que temos que contar um conjunto Y da forma
Y={f(x):xeX} (11.11)

onde X € algum outro conjunto finito, e f € uma funcdo de X para Y. Se todo elemento de y é
imagem de exatamente m elementos distintos de X, entdo |Y| = |X]| /m.

No exemplo acima, X é o conjunto de permutacdes das 5 vogais, Y sdo as rotulacdes dis-
tinguiveis dos setores da roleta, e f(x) € a rotulacdo que se obtém quando os setores sdo rotulados
segundo a permutagdo x.

Exercicio 11.33: Em uma brincadeira com n criangas, n — 1 criancas formam uma roda e uma
delas fica no centro da roda. De quantas maneiras distintas € possivel arranjar essas n criancas
dessa forma?

Exercicio 11.34: Imagine um quadrado de 2 cm de lado desenhado numa folha de caderno. De
quantas maneiras € possivel colocar um dado com 2 cm de lado sobre esse quadrado? Quantas
maneiras distintas hd de numerar as faces de um cubo com os niimeros de 1 a 6?

11.9 Permutacoes e arranjos com elementos indistinguiveis

Outro exemplo da técnica acima € contar or anagramas da palavra BANANA; isto €, quantas sequéncias
de 7 letras podem ser fomadas rearranjando as letras da palavra BANANAS?

Podemos obter cada uma dessas palavras tomando uma permutagdo dos nimeros de 1 a 7, e
aplicando a mesma uma funcio f que transforma o nimero | em B, os nimeros 2 e 3 em N, os
nimeros 4, 5 e 6 em A, e o niimero 7 em S. Por exemplo,

f(1,2,3,4,5,6,7) = BNNAAAS
f(4,1,5,2,3,6,7) = ABANNAS
£(1,4,2,5,3,6,7) = BANANAS (11.12)
f(1,6,3,5,2,4,7) = BANANAS
£(7,2,1,4,5,6,3) = SABANAN

e assim por diante. Quantas permutacdes geram a mesma palavra? Observe que a palavra ndo
muda se trocarmos as posicoes dos valores 2 e 3 entre si; e/ou se trocarmos os valores 4, 5 e 6
entre si, nas 3! = 6 maneiras possiveis. Quaisquer outras trocas de valores causam a troca de letras
distintas. Portanto, cada palavra possivel € obtida a partir de exatamente 2 X 6 = 12 permutacdes
distintas. O nimero de palavras distintas é entdo 7!/12 = 420.

Mais geralmente, considere o problema de contar as sequéncias (xi, xp, . . ., x,) de n elementos,
que podem ter p valores distintos vy, vs, ..., V,; sendo que cada sequéncia deve ter exatamente m;
elementos iguais a v;, para cada i. Pelo raciocinio acima, podemos concuir que o nimero de tais
sequéncias é

n!

(11.13)

milmy! - m,!
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11.10 Combinacoes miiltiplas

O nimero (f) pode ser definido também como o nimero de maneiras de colocar n objetos distintos
em duas caixas distintas, com r elementos na primeira caixa, e n—r na segunda caixa. (Comparando
com a defini¢do usada na se¢do 11.6, pode-se ver que o conteido da primeira caixa corresponde ao
sub-conjunto escolhido do conjunto X, com r elementos, e a segunda caixa ao complemento desse
sub-conjunto em relacdo a X.)

Esta definicdo alternativa pode ser generalizada para qualquer niimero positivo ¢ de caixas. Ou
seja, podemos perguntar quantas maneiras existem de distribuir z objetos em ¢ caixas distintas, com
r; elementos na caixa 1, r, elementos na caixa 2, e assim por diante. Obviamente isso € possivel
apenas se 7y + r, + - - - + r, = n. Um raciocinio andlogo ao utilizado na se¢ao 11.6 permite concluir
que esse nimero €

!
" SR LN (11.14)
Fi,F2, ... 13 rilr!--or!

Por exemplo, suponha que temos 10 pessoas para distribuir em trés comissdes A, B e C com,
respectivamente, 5, 3, e 2 membros. Isso pode ser feito de

10 10!
(5,3,2) = 53 - 2 (11.15)

maneiras distintas.

Exercicio 11.35: Quantas maneiras existem de distribuir 5 cartas para cada um de 4 jogadores, de
um baralho de 52 cartas? (Note que, além das 4 maos distribuidas, hd também um monte de 32
cartas nao distribuidas.)

Exercicio 11.36: Quantas maneiras distintas existem de pintar 20 casas com as cores vermelha,
azul, verde e amarela (cada casa de uma sé cor), sendo que deve haver o mesmo niimero de casas
de cada cor?

n
T11250T1

Exercicio 11.37: Quanto vale ( ) set=1?Eser,=0?Eseri=rn=---=r =17

O numero de distribui¢des de n elementos cin ¢ caixa, e tamanhos fixos aparece na formula da

soma de t varidveis, x; + x, + --- + x;, elevada a poténcia n. Mais precisamente, (rl rz" r) éo
3l 2seeeslt

coeficiente do termo x|'x7 - - - x;' na expansao da férmula (x; + x; + - -+ + x;)":

n
(Xi+x+-+x)' = Z XXX
ri,r,...,r;

ry,ryg, ..., 1
rn+rn+---+r=n

Esta igualdade € conhecida como formula de Leibniz.
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Exemplo 11.1:
(@a+b+o) =
a*b'c' + (1,‘2{1)albzc1 + (Oﬁg’l)aob%l—i—

)
)

i ‘1"2)a1 bl + (0’§’2)a0b2c2+
)

= la* +4a’b + 6a*b* + dab® + 1b*+
4a’c + 12a’be + 12ab*c + 4b3c+
6a*c? + 12abc? + 6b*c*+
dac’ + 4bc+
1c*

Estes nimeros sdo também chamados de coeficientes multinomiais. Note que o coeficiente bino-
mial ('r’) equivale ao coeficiente multinomial (”:‘_r).

Os coeficientes multinomiais também contam as maneiras de listar ¢ objetos distintos com
numero especificado de repeticdes de cada objeto. Mais precisamente, suponha que queremos
formar uma lista de comprimento n com ¢ itens distintos, sendo que o primeiro item aparece r
vezes na lista, o segundo item aparece r, vezes, € assim por diante. O nimero de listas desse tipo
€ justamente (rl’rz'fwrt). Para compreender esta afirmacgdo, basta considerar que ao escrever tal lista,
temos que escrever n elementos, e, para cada i, escolher r; elementos que serdo iguais ao item
numero i.

Exercicio 11.38: Quantas maneiras ha de dividir 16 alunos em 3 grupos de estudo, para Fisica,
Quimica e Matemadtica; sendo que deve haver 6 alunos em cada um dos dois primeiros grupos, e 4
no ultimo?

11.11 Principio aditivo da contagem

Consideremos agora o problema de contar quantos nimeros pares de 4 digitos distintos existem.
Ou seja, quantas sequéncias de 4 algarismos podemos formar, sendo o digito dos milhares (o mais
a esquerda) ndo pode ser ‘0’, e o digito das unidades (o mais a direita) s6 pode ser ‘0’, 2°, ‘4’, ‘6’
ou ‘8.

Esta contagem ndo pode ser feita apenas com o principio multiplicativo, pois o ndmero de
escolhas possiveis para o digito das unidades depende de quantos digitos pares foram escolhidos
nas outras posi¢des, e vice-versa. Por exemplo, se o digito das unidades for ‘0’ hd 9 possibilidades
para o dos milhares, enquanto que se for ‘2’ hd apenas 8 escolhas.

Neste caso podemos separar os niimeros a contar em dois casos: o conjunto A dos que terminam
em ‘0’, e o conjunto B dos que terminam com ‘2°, ‘4’, ‘6’ ou ‘8’.

No primeiro caso, temos uma escolha (‘0’) para as unidades, e 9 escolhas para as dezenas. Para
cada uma destas escolhas temos 8 escolhas para as centenas; para cada destas, temos 7 escolhas
para os milhares. Portanto, |A| = 1 X9 X 8 X7 = 504.
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No segundo caso, temos 4 escolhas para as unidades. Para cada uma destas, temos 8 escolhas
para os milhares (ndo pode ser o das unidades, nem ‘0’). Mas, para cada uma destas escolhas,
temos também 8 escolhas para as centenas (pois nesta posi¢ao podemos usar ‘0’); e para cada
destas temos 7 nas dezenas. Portanto, |B] = 4 X 8 X 8 X 7 = 1792. A contagem de todas as
possibilidades € entdo |A| + |B| = 2296.

Este exemplo € uma instancia do principio aditivo da contagem, ou contagem por casos. Se 0s
objetos a serem contados podem ser divididos em conjuntos Ay, A,, ..., A,, disjuntos dois a dois,
entdo o numero total de objetos € |A{| + |Az| + - - + |A,].

Exercicio 11.39: De um baralho completo (com 52 cartas) sdo retiradas 3 cartas e colocadas em
fileira na mesa. A carta mais a esquerda nao € um 4s, e a carta mais a direita nao € de copas Quantas
configuracdes assim existem?

Exercicio 11.40: Imagine uma lista de todos os nimeros de 5 digitos que podem ser formados com
com os algarismos ‘17, 2°, 57, ‘8’ e ‘9’, ordenada pelo valor crescente do ndmero. A lista comeca
com 12589, 12598, 12859, 12895, ..., e termina com ..., 98512, 98521.

a) Qual é 0 509 ndmero desta lista?

b) Que posi¢do ocupa o nimero 52819 nesta lista?

Exercicio 11.41: Uma roleta tem 10 setores, numerados sequencialmente de 1 a 10. Cada setor
deve ser pintado com uma cor diferente das cores dos dois setores vizinhos. H4 5 cores disponiveis.
De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

11.12 Principio subtrativo da contagem

Considere agora o problema de contar os nimeros de 1000 a 9999 (inclusive ambos) nos quais
o algarismo ‘3’ aparece pelo menos uma vez. A solucdo N deste problema apenas pelo método
aditivo e multiplicativo € relativamente trabalhosa. Uma solu¢do mais simples € contar todos os
nimeros entre 1000 e 9999 (que sdao 9000), e subtrair desse total a contagem K dos nimeros nesse
intervalo onde o algarismo ‘3’ ndo aparece. Nesta contagem, ha 8 possibilidades para o algarismo
dos milhares, e 9 para cada um dos outros trés algarismos. Portanto, K = 8 X 93 = 5832, ¢
N =9000 - K = 3168.

Podemos chamar a técnica ilustrada por este exemplo de principio subtrativo da contagem.
Em geral, para contar um conjunto X, podemos contar um conjunto ¥ que contém X, e subtrair o
numero de elementos que foram contados a mais, ou seja a cardinalidade do complemento de X
emY:

IX] =1Y|=1Y\ X| seXCY (11.16)

Esta formula também pode ser escrita
Y\ Z| =1Y]-|Z| seZCY (11.17)

Esta técnica € interessante quando o conjunto maior Y e o complemento Z = Y \ X sdo mais faceis
de contar do que o conjunto desejado X.
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Exercicio 11.42: Quantos pares de inteiros (x, y) existem que satisfazem todas estas propriedades:
(@) xe{0..9},(b)y€{0..9}, (c)se x e {2..7},entdo y ¢ {2..7}.

Exercicio 11.43: Quantas maos de 4 cartas podem ser tiradas de um baralho comum (de 52 cartas)
nas quais aparecem pelo menos dois ases?

Exercicio 11.44: Quantos niimeros hd entre 1000 e 9999, inclusive ambos, nos quais aparecem
pelo menos dois algarismos consecutivos iguais?

Exercicio 11.45: Sejam n e m dois nimeros naturais quaisquer. Quantas sequéncias de n nimeros
naturais, todos menores que m, possuem pelo menos dois elementos iguais?

11.13 Principio da inclusao e exclusao

Outra técnica importante de contagem baseia-se na seguinte identidade, que vale para quaiquer

conjuntos finitos A e B:
JAUB|=|A| +|B| - ]A N B| (11.18)

Esta identidade € facil de entender pelo diagrama de Venn: ao somar as contagens dos elementos
de A e de B, estamos contando todos os elementos de A U B, mas contando em dobro os elementos
de A N B. Pelo mesmo raciocinio podemos concluir que, para quaisquer conjuntos finitos A, Be C,
vale a identidade

JAUBUC|=I|A|+|B|+|C|—-|ANB|-|ANC|-|BNC|+|ANnBNC| (11.19)
As formulas (11.18) e (11.19) podem ser generalizadas para n conjuntos finitos Ay, A, ..., A,:
A UA U---UA,| > Al

i

llegi<n

- Z AN A

ij

1<i<j<n (11.20)
> |Ainana
i,j.k
1<i<j<k<n
+(-D"YA NA N NA,

Para simplificar esta férmula, vamos denotar por C, o conjunto de todas as combinagdes de r

elementos do conjunto {1, 2, ..., n}. Podemos escrever entdo
A, quu---uAn|:Z(—1)’—1(Z ﬂAk] (11.21)
=1 XeCl, | kex

Esta férmula para a cardinalidade da unido de conjuntos finitos € conhecida pelo nome de principio
da inclusdo e exclusdo. Observe que os principios aditivo e subtrativo da contagem sao casos
particulares deste principio.
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Exercicio 11.46: Quantos nimeros entre 1 ¢ 1.000.000 sdo divisiveis por 5, por 7, ou por 11?

Exercicio 11.47: Quantos nimeros entre 1 e 1.000.000 sdo quadrados perfeitos, cubos perfeitos,
ou sdo divisiveis por 5?7

Exercicio 11.48: Na notacdo decimal, quantos nimeros entre 100000 e 999999 comegam com
algarismo par, terminam com algarismo maior que 5 ou possuem todos os algarismos iguais?

Exercicio 11.49: Demonstre a férmula (11.21), por indugdo em 7.



Capitulo 12
Probabilidade

A 16gica € uma ferramenta essencial pois nos permite deduzir o valor 16gico de proposicdes
complexas a partir dos valores 16gicos de suas proposi¢des e predicados elementares. Porém, para
usé-la precisamos saber se as proposi¢des e predicados sdo verdadeiros ou falsos.

Na vida real, € raro sabermos com certeza se uma afirmacdo é verdadeira ou ndo. Todas as
fontes de informacdo que temos — noticias, contagens, medidas, evidéncias, € nossos proprios
sentidos e mente — podem ser errOneas ou enganosas; de modo que toda proposi¢ao que acredita-
mos verdadeira pode ser falsa, e vice-versa. Como podemos entao usar a 16gica, ou tomar qualquer
decisao, nessas condigdes?

Por outro lado, hé afirmacdes sobre as quais temos muito mais confianga do que outras. Pode-
mos tratar a frase “ontem choveu na minha rua” como verdadeira, com confianga quase absoluta,
se estdvamos 14 ontem. Por outro lado, se a previsdo do tempo diz que “ndo vai chover manha”, é
prudente pensar na possibilidade de que chova.

Para certas afirmagdes, nossa confianga pode vir do histérico de situacdes semelhantes que ja
presenciamos. Podemos tratar como certa a proposicao “uma pedra solta no ar cai para baixo”
com base em incontdveis experi€ncias que tivemos ao longo da vida. As leis da fisica, em particu-
lar, sdo “certezas” adquiridas por meio de experimentos cuidadosos e exaustivamente analisados.
Mesmo assim sempre € possivel que, em situagdes especiais que nunca encontramos antes, essas
afirmacgdes “certamente verdadeiras” venham a ser falsas.

187
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Para algumas proposic¢des, nossa confianca pode se dividir igualmente entre as duas possibi-
lidades. Alguém jogou uma moeda ao ar e ela caiu onde nao podemos ver. Serd que o resultado
foi cara, ou coroa? Nossa experiéncia com moedas nos diz que as vezes o resultado é um e as
vezes € outro. Da mesma forma, quando atiramos um dado, nossa experiéncia diz apenas que o
resultado pode ser qualquer niimero entre 1 e 6, e que parece ndo haver diferenca entre eles. Por
essa experiéncia, a afirmacao “o resultado serd 3” merece tanta confianga quanto “o resultado serd
5”. Na verdade, jogos de azar como dados e cara-ou-coroa baseiam-se inteiramente no fato de que
todos resultados possiveis sdo igualmente plausiveis.

Por outro lado, mesmo nesses jogos hd afirmagdes que merecem mais confianga do que outras.
Quando atiramos um dado, a afirmacao “o resultado serd 3” deve nos parecer menos plausivel do
que “o resultado serd diferente de 3”. Esta confianca pode vir da experi€éncia, mas também por
raciocinio: se todos os 6 resultados tem chances iguais de acontecer, entdo o resultado 3 deve ter
menos chances do que os outros cinco juntos.

A teoria da probabilidade surgiu para formalizar este tipo de raciocinio, que tem o mesmo
objetivo da ldgica cldssica — ajudar-nos a pensar e decidir — mas lida com graus de confianca,
em vez de certezas absolutas.

12.1 Definicao

Nesta teoria, cada proposi¢do P tem uma probabilidade: um valor real entre 0 e 1, que mede o
grau de confianca ou expectativa que temos de que a proposicdo seja verdadeira. Denotaremos
esse nimero por Pr(P). Probabilidade 1 significa que temos certeza absoluta de que a afirmacao
P ¢ verdadeira. Probabilidade O significa que temos certeza absoluta que € falsa. O valor 1/2
significa que nao sabemos se P € falsa ou verdadeira, e que qualquer das duas possibilidades nos
parece igualmente provavel. Assim, por exemplo, quando vamos jogar uma moeda, podemos
atribuir probabilidade 1/2 a afirmacao “o resultado serd cara”. Uma probabilidade mais préxima
de 1 significa que ndo temos certeza, mas acreditamos que € mais provavel que a afirmagdo P seja
verdadeira do que ela seja falsa.

Na teoria da probabilidade, toda proposicdo P em tese continua tendo um valor 16gico “ver-
dadeiro” ou “falso”, mas a teoria ndo exige que esse valor seja conhecido. A probabilidade da
afirmacao reflete justamente nosso grau de conhecimento. Se conhecemos o valor l6gico da
afirmacao devemos atribuir a ela probabilidade 0 ou 1. Neste caso, como veremos, a teoria da
probabilidade se reduz a 16gica classica.

As probabilidades sdo frequentemente expressas em percentagens. Assim, tanto faz dizer que
uma probabilidade € 25% ou 25/100 = 0, 25.

12.1.1 Distribuicao uniforme

Em geral, quando temos n alternativas possiveis para uma situagcdo qualquer, e nao temos nenhuma
informacao, experi€ncia ou raciocinio que justifique atribuir probabilidade maior a uma algumas
do que outras, é razodvel atribuir probabilidade 1/n a cada alternativa. Neste caso dizemos que
essas alternativas tem uma distribui¢do uniforme de probabilidade.

Um exemplo de distribuicdo uniforme € o sorteio de um item entre n outros. Para que o sorteio
seja justo € importante que ele seja feito de modo que cada item tenha a mesma probabilidade
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de ser escolhido. Neste caso dizemos que a escolha € perfeitamente aleatoria. Esse conceito é
importante em muitos jogos “de azar”, como cara-ou-coroa, palitinho, par-ou-impar, dados, role-
tas, baralhos, etc.. Esses jogos dependem de dispositivos ou acdes que podem dar dois ou mais
resultados distintos. Para que o jogo seja justo, € essencial que os jogadores ndo tenham nenhum
conhecimento prévio sobre o resultado, de modo que todos atribuam uma distribuicdo uniforme de
probabilidade a0 mesmo.

Por outro lado, € importante observar que a teoria ndo diz como atribuir as probabilidades de
afirmagdes elementares, mas apenas como combind-las para obter as probabilidades de afirmagdes
compostas. E importante notar que as probabilidades dependem do observador: se um jogador
troca o dado “honesto” por um viciado, ele pode (e deve) atribuir probabilidades diferentes a cada
ndmero.

12.1.2 Principio da exclusao mitua

Intuitivamente, parece pouco razodvel termos confianca ao mesmo tempo em duas afirmagdes
contraditdrias. Na teoria da probabilidade, essa intuicio é formalizada pelo principio da exclusdo
miitua, ou aditividade: se duas proposi¢cdes P e Q ndo podem ser verdadeiras ao mesmo tempo
(isto é, P —» =Q e Q — —P), entdo devemos ter Pr(P) + Pr(Q) < 1.

Por exemplo, considere as afirmacdes “o Diretor estd agora em Sdo Paulo” e “o Diretor esta
agora no Rio de Janeiro”. Quaisquer que sejam as informagdes que temos a respeito do paradeiro
do Diretor, ndo faz sentido atribuir probabilidade 0,75 para a primeira e 0,80 para a segunda, pois
se uma delas for verdadeira, a outra nio é.

Essa regra pode ser generalizada para trés ou mais proposi¢oes Py, Ps, ..., P,. Essas proposicdes
sdo mutuamente exclusivas se sabemos que P; — —P;, para quaisquer i e jentre 1 encomi # j.
Nesse caso, o principio da exclusdo mitua exige que Pr(Py) + Pr(P,) + --- + Pr(P,) < 1.

12.1.3 Principio da exaustao

Por outro lado, se sabemos que pelo menos uma dentre duas afirmagdes € verdadeira, nio é razodvel
termos pouca confianca nas duas afirmacdes. Por exemplo, ndo € razodvel ndo acreditar nem na
afirmacgdo “o lucro serd maior que R$ 10.000” nem na afirmagdo “o lucro serd menor que R$
20.000”, pois pelo menos uma dessas afirmagdes com certeza é verdadeira.

Na teoria da probabilidade, essa regra é formalizada pelo principio da exaustdo: se sabemos
que P Vv QO € verdadeiro, entdo devemos ter Pr(P) + Pr(Q) > 1. No exemplo acima, podemos
atribuir probabilidade 1/2 ou 3/4 para ambas, mas ndo 1/4; se atribuirmos probabilidade 0, 30
para a primeira, podemos atribuir 0, 80 para a segunda, mas nao 0, 50.

Mais geralmente se sabemos que P, V P, V --- V P, € verdadeiro, entdo devemos ter Pr(P;) +
Pr(P,) + --- + Pr(P,) > 1.

12.1.4 Principio da complementaridade

Juntando o principio da exclusao e da exaustdo, podemos concluir que se uma afirmacdo P é o
oposto légico (negacdo) da afirmacao Q, entdo a soma das probabilidades deve ser exatamente 1.
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Ou seja, para qualquer afirmacdo P, temos
Pr(P) + Pr(=P) = 1 (12.1)

ou seja
Pr(=P) = 1 — Pr(P) (12.2)

Por exemplo, se a probabilidade de “vai chover amanha” é 3/4, a probabilidade de “ndo vai chover
amanha” tem que ser 1/4. Esta regra é conhecida como o principio da complementaridade.

Esta regra também pode ser generalizada para trés ou mais afirmagdes. Suponha que sabemos
que exatamente uma das afirmagdes Py, P,, ..., P, é verdadeira. Isto é, sabemos que elas sdo
mutuamente exclusivas, mas também que uma delas tem que ser verdadeira. Entdo devemos ter

Pr(P)) + Pr(P,) + - -+ + Pr(P,) = 1 (12.3)

Por exemplo, suponha que alguém escolheu e retirou uma carta de um baralho comum. Considere
as afirmacdes “a carta € ouros”, “a carta € copas”, “a carta € paus”, “a carta é espadas”, ou “a carta
€ um coringa”. Como a carta s6 pode ser de um tipo, e tem que ser de um desses cinco tipos, entao
as probabilidades dessas afirmacdes devem somar 1.

Observe que este principio € respeitado quando atribuimos probabilidade 1 /7 para n alternati-

vas igualmente provaveis.

12.1.5 Principio da exclusao e inclusao

Os principios acima podem ser vistos como coroldrios de um principio mais geral: para quaisquer
afirmacdes P e Q, devemos ter

Pr(P Vv Q) = Pr(P) + Pr(Q) — Pr(P A Q) (12.4)
Compare este principio com a férmula para cardinalidade de conjuntos

|AU B| =|A| +|B| - 1A N B| (12.5)

Exercicio 12.1: Contagens em uma fabrica mostraram que 5% dos parafusos tem um defeito
na rosca, 4% tem um defeito na cabega, e 2% tem um defeito em ambas as partes. Qual é a
probabilidade de que um desses parafusos, escolhido ao acaso, tenha algum defeito?

12.1.6 Principio da independéncia

Um dado e uma moeda sao atirados ao mesmo tempo. Como discutimos acima, € razodvel atribuir
probabilidade 1/6 a afirmacdo “o resultado do dado serd 3” e probabilidade 1/2 a afirmacdo “o
resultado da moeda serd cara”. Que probabilidade devemos atribuir a conjun¢ao dessas duas frases,
ou seja “o resultado do dado serd 3 e o da moeda serd cara”?

Uma maneira de fazer esta escolha € observar que ha 12 possiveis resultados para os dois
lances. Vamos denotar por D(x) e M(y), respectivamente, os predicados o resultado do dado serd
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x”, e “o resultado da moeda serd y”. As 12 possibilidades correspondem as afirmagdes

D(1) A M(cara)
D(2) A M(cara)
D(3) A M(cara)
D(4) A M(cara)
D(5) A M(cara)
D(6) A M(cara)

D(1) A M(coroa)
D(2) A M(coroa)
D(3) A M(coroa)
D(4) A M(coroa)
D(5) A M(coroa)
D(6) A M(coroa)

(12.6)

Estas afirmag¢des sao mutuamente exclusivas e esgotam todas as possibilidades, portanto a soma de
suas probabilidades deve ser 1. Se ndo temos nenhuma razdo para suspeitar que o dado de alguma
maneira influencie a moeda, ou vice-versa, entdo € razodvel atribuir a mesma probabilidade (1/12)
a estas 12 afirmagdes.

Note que 1/12 é o produto de Pr(D(x)) = 1/6 e Pr(M(y)) = 1/2. Temos portanto que Pr(D(x) A
M(y)) = Pr(D(x)) Pr(M(y)) para quaisquer x e y.

Este ¢ um exemplo de uma regra geral, o principio da independéncia. Por defini¢do, duas
afirmacdes P e Q sdo ditas independentes se e somente se

Pr(P A Q) = Pr(P) Pr(Q) (12.7)

O principio da independéncia diz que, se nao sabemos de nenhuma liga¢ao ou influéncia entre o
valor 16gico de uma afirmacdo P e o de outra afirmacdo Q, entdo € razodvel supor que elas sdo
independentes; ou seja, € razodvel atribuir a conjungdo P A Q o produto das respectivas probabili-
dades.

Exercicio 12.2: Dois dados, um vermelho e um verde, sdo atirados ao mesmo tempo. Qual € a
probabilidade de que o resultado do dado vermelho seja menor que 4, e o do dado verde seja maior
que 1?

Exercicio 12.3: Se as afirmacgdes P e Q sao independentes, quanto vale Pr(P vV Q) em fungdo de
Pr(P) e Pr(Q)?

Exercicio 12.4: Contagens em uma fabrica mostraram que 20% dos parafusos tem um defeito na
rosca, 30% tem um defeito na cabeca. Supondo que os defeitos afetam as duas partes do parafuso
de maneira independente, qual é a probabilidade de que um desses parafusos, escolhido ao acaso,
tenha algum defeito?

Exercicio 12.5: Uma empreiteira construiu um condominio de casas, e percebeu que a lampada da
sala ndo estava acendendo em algumas delas. Entdo ela mandou dois empregados, A e B, visitarem
todas as casas, em dias diferentes, para verificar quais casas tinham esse defeito. O empregado A
relatou que a lampada ndo acendia em 30 das casas, enquanto que B notou esse mesmo defeito em
20 das casas. Apenas 15 casas estavam nas duas listas.

Evidentemente, os dois empregados ndo foram muito cuidadosos. Sejam p4 e pp as probabilidades
de A e B, respectivamente, terem percebido o defeito numa casa em que ele existia. Estime py,
pa, € o numero N de casas onde o defeito realmente ocorria. Suponha que os empregados nio
cometeram erros no sentido oposto, isto €, ndo anotaram como defeituosa nenhuma casa onde a
lampada acendia.
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12.1.7 Relacao com a légica classica

A teoria da probabilidade inclui a légica cldssica como caso particular. Mais precisamente, atribuir
probabilidade 0 a uma afirmacgado equivale a acreditar que a afirmacdo € falsa; e atribuir proba-
bilidade 1 equivale a acreditar que ela é verdadeira. Se todas as afirmagdes tem probabilidade
0 ou 1, as regras e conceitos da légica cldssica podem ser traduzidos por regras e conceitos da
probabilidade. Por exemplo, o conetivo P — Q equivale a afirmar que Pr(Q|P) = 1.

12.2 Variavel aleatoria

Uma varidvel aleatoria é uma varidvel (parametro, quantia) X cujo valor € conhecido apenas parci-
almente, no sentido probabilistico. Isto €, sabemos que o valor de X € algum elemento de um certo
conjunto D, o dominio da varidvel; e, para qualquer v em D, temos uma medida de probabilidade
Pr(X = v) para a afirmagdo “X = v”. A fun¢@o que a cada v € D associa a probabilidade Pr(X = v)
€ chamada de distribuicdo de probabilidade (ou simplesmente distribuicdo) da varidvel X.
Observe que, se u e v sdo elementos distintos de D, entdo as afirmagdes “X = u” e “X = v”
sdo mutuamente exclusivas. Além disso, sabemos que existe algum elemento v em D tal que a
afirmacdo “X = v” € verdadeira. Pelo principio de inclusdo e exclusdo, temos portanto que

DX =v)=1

veD
Observe também que, nestas condi¢des, temos que atribuir Pr(X = v) = 0 para qualquer valor v
que nao estd no conjunto D.

Exemplo 12.1: Um dado foi langado, mas o resultado da jogada ainda estd oculto. Seja X a varidvel

aleatdria cujo valor € esse resultado. Sabemos que o dominio de X é o conjunto D = {1,2,...,6}.

Como ndo temos motivos para distinguir entre esses resultados, é razodvel atribuir probabilidades

iguais (1/6) para cada valor em D, e probabilidade zero para qualquer outro valor. Em particular,

PriX=3)=Pr(X=5)=1/6,ePr(X=0)=Pr(X =7) =Pr(X = 1/2) = 0.

Varidveis aleatérias com valores numéricos podem ser combinadas com operagdes aritméticas
e funcdes matematicas, resultando em outras varidveis aleatdrias. Por exemplo, se @ € um niimero
real, a formula aX + VY denota a varidvel aleatéria cujo valor é au+ /v, onde u é o valorde X e v o

valor de Y. A distribuicdo dessa nova varidvel é determinada pelas distribui¢cdes de probabilidades
de Xede?Y.

Exercicio 12.6: Sejam X e Y os resultados obtidos atirando-se dois dados de cores diferentes, cada
um com distribui¢do uniforme de probabilidades. Determine a distribuicdo das seguintes varidveis
derivadas de X e Y
1. X?
2. Xmod 3
3.X+Y
4. min{X,Y}
Neste livro s6 vamos tratar de varidves aleatdrias cujos dominios sao conjuntos discretos (fini-

tos ou enumerdveis). A teoria pode ser estendida para varidveis com dominios ndo enumeraveis,
como os nimeros reais, mas esse assunto merece uma disciplina a parte.
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12.2.1 Variaveis aleatérias independentes

Dizemos que duas varidveis aleatdrias X e Y sdo independentes se e somente se, para quaisquer
valores u e v em seus respectivos dominios,

PriX=uAY =v)=Pr(X =uPr(Y =v) (12.8)

Como no caso de proposicdes, é razoavel supor que duas varidveis aleatérias sdo independentes
quando nio temos razdo para supor que o valor de uma tenha alguma influéncia no valor da outra,
ou que ambas sejam influenciadas por algum fator comum. Assim, por exemplo, é razodvel supor
que os valores obtidos por dois lances consecutivos do mesmo dado sdo varidveis independentes;
pois os movimentos do dado durante o primeiro lance nao influenciam seus movimentos no se-
gundo lance. Por outro lado, ndo é razodvel supor independéncia entre a altura e o peso de uma
pessoa escolhida ao acaso; pois € razodvel supor que pessoas mais altas tendem a ter peso maior.

Também podemos supor que duas varidveis aleatérias sdo independentes quando sabemos que
ha alguma conexao fisica entre elas, mas ndo temos razao para supor que essa conexdo afete as
probabilidades dos valores em alguma direcao especifica. Por exemplo, imagine que dois dados
sao colocados dentro de um copo que € agitado e entornado sobre a mesa. O movimento de cada
dado afeta 0 movimento do outro, e ambos sdo afetados pelos movimentos do copo; mesmo assim,
ndo temos razao para supor que obter um valor # em um dado aumente ou diminua as chances de
obter valor v no outro dado.

Exercicio 12.7: Sejam X e Y os resultados obtidos atirando-se dois dados de cores diferentes, cada
um com distribui¢io uniforme de probabilidades. Suponha que as varidveis X e Y sdo independen-
tes.

a) Sejam S =X+ YeD=X-Y. As variaveis S e D sao independentes? Justifique.

b) Sejam S’ e D’ os restos da divisdo de S e D por 6, ambos inteiros entre 0 e 5 inclusive. As
varidveis S’ e D’ sdo independentes? Justifique.

12.3 Valor esperado

Um uso importante (e o mais antigo) da teoria da probabilidade é avaliar o ganho ou perda que
pode decorrer de uma escolha ou acontecimento cujo resultado € desconhecido, como por exemplo
uma aposta ou um investimento na bolsa.

Suponha por exemplo que atiramos uma moeda e apostamos R$ 30 contra R$ 10 que o resultado
serd cara. Temos igual chance de ganhar R$ 10 (se sair cara) e perder R$ 30 (se sair coroa). Ou

seja,
1

Pr(“nosso ganho serd R$ +10”) = Pr(“nosso ganho serd R$ —30”) = 3

Intuitivamente, se repetirmos essa aposta n vezes, em aproximadamente metade das vezes vamos
ganhar 10 e na outra metade perder 30; portanto o ganho por aposta, em média, serd aproximada-

mente
%(R.‘B +10) + %(R$ -30)

n

=R$-10 (12.9)
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Para entender melhor este exemplo, suponha que repetimos duas vezes essa aposta. Temos
quatro possibilidades: perder nas duas vezes, s6 na primeira, sé na segunda, ou ganhar nas duas.
Nosso ganho médio por aposta serd respectivamente, ((—30)+(—30))/2 = —30, ((-30)+(+10))/2 =
—-10, ((+10)+(=30))/2 = —10, e ((+10) + (+10))/2 = +10. Supondo que o resultado de cada lance
seja independente dos anteriores, e denotando por G(x) o predicado “nosso ganho médio por aposta
serd x”’, teremos entao

Pr(G(-30)) = 1/4
Pr(G(-10)) = 1/4+1/4=1/2 (12.10)
Pr(G(+10)) = 1/4

Ou seja, o ganho médio R$ — 10 € duas vezes mais provavel que R$ —30 ou R$ +10. Para quatro
apostas seguidas, podemos ter 0, 1, 2, 3, ou 4 acertos, com ganhos médios por aposta de —30, —20,
—-10, 0 e +10, respectivamente. As probabilidades sao

~

PrG(=30) = |, /2% =1/16

Pr(G(-20)) = ‘1‘ /2% = 4/16

Pr(G(-10)) = ; /2% = 6/16 (12.11)
Pr(G(0)) = : /2* =4/16

Pr(G(+10)) = j /24 =1/16

Como se pode ver, € muito mais provavel que o ganho médio por aposta seja R$ —10 do que
qualquer outro valor. A medida que o nimero de apostas aumenta, essa tendéncia permanece: o
valor mais provavel para o ganho médio por aposta serd R$ —10.

Em geral, suponha que temos uma varidvel aleatéria X que pode assumir qualquer valor de um
conjunto de valores numéricos D. O valor médio esperado (ou simplesmente o valor esperado) de
X ¢, por definicdo

E(X) = Y vPr(X =v) (12.12)
veD
Para entender esta férmula, suponha que temos uma colecdo grande com N varidveis, todas elas
semelhantes a X mas tais que o valor de uma delas ndo tem influéncia nos valores das outras. Nesse
caso, o nimero de varidveis que tem valor v serd aproximadamente N Pr(X = v).

Observe que se D tem um nimero finito n valores distintos, e todos os valores de D sdo igual-
mente provaveis, entdo Pr(X = v) = 1/n, e a férmula do valor esperado (12.12) reduz-se a média
aritmética dos elementos de D.

Exercicio 12.8: Furar um pogo de petréleo em determinada regido custa R$500.000, e tem 30%
de chance de encontrar éleo. Se isso acontecer, o po¢o pode ser vendido por R$800.000. Caso
contrdrio o investimento é totalmente perdido. Qual o ganho esperado por poco?

Quando o dominio da varidvel é um conjunto infinito, o valor esperado pode ser infinito, mesmo
que todos os seus valores possiveis sejam finitos. Por exemplo, considere a varidvel X cujo valor
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é um inteiro positivo, tal que Pr(X = k) = (6/n%)/k? para todo k € N \ {0}. Esta distribuicdo de
probabilidades € valida, pois verifica-se que a soma de todas as probabilidades € 1. Entretanto, o
valor esperado de X deveria ser a somatdria

EX) = ik% = Ai%
k=1 k=1

que, como sabemos, ndo tem valor finito (veja se¢do 9.6).

O valor esperado pode ser definido para qualquer varidvel cujos valores podem ser somados e
multiplicados por um nimero real. Por exemplo, suponha que o valor de uma varidvel aleatéria X é
um par (u, v), onde u € o resultado de langcar uma moeda (0 = cara, 1 = coroa), e v € o resultado de
lancar um dado (um inteiro entre 1 e 6); sendo que cada par possivel tem a mesma probabilidade
1/12. Note que esses pares podem ser considerados vetores do espago R?. Portanto podemos
calcular o valor esperado de X

1 17
&X) = 5 (0. D+0.2)+---+(1,5)+(1.6) = (z.5)

12.3.1 Propriedades do valor esperado

Seja X uma varidvel aleatéria com dominio numérico, sejam « e 8 dois nimeros reais quaisquer, e
seja Z a varidvel aleatéria aX + . Nesse caso, pode-se provar que

&Z) = ElaX +p) = a&X) + (12.13)

Porém, se uma varidvel aleatéria Z depende de X de maneira ndo linear (por exemplo, se Z € o
quadrado de X), ndo existe uma férmula geral que relacione §(Z) a E(X) (Veja o exercicio 12.10.)

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias com valores numéricos, e seja Z a varidvel aleatdria,
denotada por X + Y, cujo valor € a soma dos valores de X e de Y. Verifica-se que

&E(Z) = 8(X) + &(Y) (12.14)

Estas formulas valem mesmo que as varidveis X e Y tenham alguma dependéncia entre si. Note
que nao ha férmulas andlogas para outras operagdes (como produto, divisdo, etc.).

Exercicio 12.9: Um dado vai ser lancado, e a seguinte aposta € oferecida: o cliente paga R$7, 00
ao banqueiro, e recebe em reais o dobro do valor que sair no dado. Por exemplo, se sair um 4, o
cliente recebe R$8, 00, obtendo um ganho liquido de R$1, 00. Qual é o ganho esperado do cliente?

Exercicio 12.10: Na mesma situa¢do do exercicio 12.9, uma outra aposta € oferecida: cliente paga
R$49,00 ao banqueiro, e recebe em reais o dobro do quadrado do valor que sair no dado. Por
exemplo, se sair um 6, o cliente recebe 2 X 6% = R$72, 00, obtendo um ganho liquido de R$23, 00.
Qual € o ganho esperado do cliente?
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12.4 Mediana

O valor esperado de uma varidvel aleatéria X pode em muitos casos ser considerado o “valor
tipico” de X. Por exemplo, se X € a altura (em metros) de uma pessoa que ndo vimos ainda, o
valor esperado de X para a populacdo brasileira € proximo a 1,70 m. Podemos entdo imaginar o
“brasileiro tipico” como tendo essa altura.

Porém este raciocinio nem sempre € apropriado. Por exemplo, suponha uma vila com 99 casas
térreas e um prédio de 101 andares, e considere a varidvel aleatéria X que € o nimero de andares
de um edificio arbitrdrio dessa vila, escolhido com probabilidade uniforme. O valor esperado da
varidvel X serd 2, mas obviamente nao € correto dizer que o “edificio tipico” dessa vila tem dois
andares.

Devido a exemplos como esse, foram propostas outras maneiras de obter o “valor tipico” de
uma varidvel aleatéria. O mais comum € a mediana. 1dealmente, este € um valor v tal que Pr(X <
v)>1/2ePr(X >v) > 1/2.

Por exemplo, suponha que a varidvel aleatéria X pode ter qualquer valor inteiro entre 1 e 6,
com as seguintes probabilidades

k |1 2 3 4 5 6

2 1 3 7 1
PiX =K |5 35 3 3 3 2

Neste caso podemos tomar a mediana de X como sendo 4, pois

PriX<d) = £+24112 = 251
PrX >4) = 2 +4+ - fhd
Note que o valor esperado de X é
6 2 1 3 7 1 66
l-—+2-—+3-—+4-— +5- — +6-— = — =3,3

20 20 20 20 20 20 20

Note porém que pode haver diversos valores v que satisfazem a condi¢do Pr(X < v) = Pr(X > v).
Por exemplo, se a distribui¢do de probabilidades de X for

k |1 2 3 4 5 6
P(X=b{% % % % %

entdo, para qualquer valor v tal que 3 < v < 4, teremos Pr(X < v) = (6 +2 +2)/20 = 1/2 e
Pr(X>v)=(1+8+1)/20 =1/2.

Quando isso acontece, pode-se provar que os valores de v que satisfazem a definicao formam
um intervalo finito dos ndmeros reais. Nesses casos, alguns autores definem a mediana como sendo
o ponto médio desse intervalo; no exemplo acima, seriav = (3 +4)/2 = 3,5.

Exercicio 12.11: Seja X o quadrado de um niimero entre 1 e 6 que serd obtido pelo langamento de
um dado. Note que o valor de X pode ser 1, 4, 9, 16, 25, ou 36. Qual é o valor esperado da variavel
X? E sua mediana?

Exercicio 12.12: Seja X o produto dos dois nimeros entre 1 e 6 que serdo obtidos pelo lancamento
de dois dados. Qual é a distribuicdo de probabilidades da varidvel X? Qual € seu valor esperado?
E sua mediana?

Exercicio 12.13: Prove que qualquer varidvel aleatéria com valores inteiros tem uma mediana.
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12.5 Moda

Outra maneira de definir o “valor tipico” de uma varidvel aleatéria € tomar o valor mais provdvel,
também chamado de moda da varidvel. Por exemplo, se a distribuicao for

k |1 2 3 4 5 6
_ 6 2 1 3 7 1
PiX =k % % % 3 3 3%

diremos que a moda de X € 5. Por outro lado, se as probabilidades forem um pouco diferentes

=
L
)
w
~
)]
(@)

— 7 2 1 3 6 1
Pr(X = k) ‘ 0 20 20 20 20 20

A moda sera 1.

12.6 Variancia e desvio padrao

Em muitas situagcdes, ndo basta saber o valor esperado &(X) de uma varidvel aleatdria; € preciso
também saber até que ponto o valor da varidvel pode diferir desse valor esperado.

Considere por exemplo as varidveis aleatorias X e Y, que podem assumir valores entre 1 e 5
com as seguintes probabilidades:

k |1 2 3 4 5

— T 7 4 7 1
PriX=bly 3 3 3 =
Pr(Y =k) |55 3 % 3 20

As duas varidveis tem o mesmo valor esperado v = 3, mas intuitivamente podemos ver que Y varia
mais do que X. Como podemos transformar essa intui¢cdo em nimeros?
A maneira mais comum € calcular a varidncia V(X) da variavel, definida pela férmula

VX)) = Z(V —&X))?Pr(X =) (12.15)

veD

Pode-se verificar que este é o valor esperado da varidvel Y = (X — (X))
No exemplo acima, temos

b

VX) = (1-3P-5+Q2=-37 -5 +B -3’5 +@-37-£+5-37-5 = =13
V) = (1-3 5+2=-32 - 5+B-3 5+@-37 - 5+(5-37-5 = 5=3,0

S

evidenciando assim que os valores de Y tendem a estar mais longe de sua média do que os valores
de X.

Observe que as parcelas (v — &X))? da somatéria (12.15) nunca sdo negativas, portanto a
variancia também ndo pode ser negativa. Além disso, a varidncia s6 pode ser zero se todas as
parcelas forem zero, ou seja se a varidvel X sé pode ter um valor — que € portanto seu valor
esperado E(X). Se ela pode assumir dois ou mais valores distintos, com probabilidades diferentes
de zero, entdo a variancia sera estritamente positiva.
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Observe que, se o dominio D da varidvel X € um conjunto infinito, a variancia pode ser infinita
(mesmo que o valor esperado exista e seja finito). Por exemplo, seja D = Z \ {0}, e Pr(X = v) =
B/ [v]’, onde B é uma constante tal que a soma das probabilidades seja 1. O valor esperado existe
(&(X) = 0). Porém, temos

+0o0 B +00 1
VX) = é(v ~EX)?Pr(X =v) = 2 ; ' = ZB; -

que, como sabemos, € infinita.

12.6.1 Propriedades da variancia

Seja X uma varidvel aleatéria com valores numéricos. Sejam « e 8 dois valores reais arbitrarios.
Verifica-se entdo que
V(X +p) = &> V(X) (12.16)

Note que somar uma constante § a uma varidvel ndo altera sua variancia.
Se X e Y sdo duas varidveis aleatérias independentes, verifica-se que

VX +Y)=VX) + V) (12.17)

Esta formula nao vale se soubermos de alguma dependéncia entre as varidveis X e Y (isto é, se
atribuimos a alguma afirmacao do tipo “(x = u) A (Y = v)” uma probabilidade diferente de Pr(X =
u) Pr(Y = v)). Nesse caso, a variancia de X + Y pode ser maior ou menor que V(X) + V(Y).

12.6.2 Desvio padrao

Pode-se dizer que, quanto maior a variincia, mais “espalhada” € a distribui¢do de probabilidade
da variavel. Entretanto, ndo € facil interpretar o valor numérico da variancia. Por exemplo, se o
valor de X é uma medida em metros, a variancia € medida em metros quadrados. Uma medida de
“espalhamento” que € mais facil de interpretar € o desvio padrdo, definido como a raiz quadrada
da variancia:

DX) = NVX) = _|> (=807 Pr(X =v)

veD

O desvio padrao é medido com as mesmas unidades da varidvel. Informalmente, pode ser inter-
pretado como o valor “tipico” da diferencga entre o valor da varidvel e seu valor esperado.

Exemplo 12.2: Suponha um lote de parafusos que deveriam ser todos iguais, e Seja X o compri-
mento real de um desses parafusos, escolhido ao acaso. Se dissermos que o valor esperado de X é
150 mm e o desvio padrdo é 1 mm, estamos dizendo que o comprimento do parafuso dificilmente
serd muito maior que 151 mm ou muito menor que 149 mm.

Esta interpretacdo informal do desvio padrdo tem por base o seguinte resultado, devido ao
matematico russo Pafnuti Chebyshev ou Tchebychev (1821-1894):

Teorema 12.1: Para qualquer varidvel aleatéria X e qualquer nimero real @ > 1,

Pr(|X — &X)| > a D(X)) < é (12.18)
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A demonstracdo deste resultado foge do escopo deste livro. Em outras palavras, se &(X) = u e
D(X) = o, entdo o valor de X estard dentro do intervalo [u — @o, u + a@o’] com probabilidade
1 — 1/a?. Para a varidvel X do exemplo 12.2, o teorema de Tchebychev diz que o comprimento do
parafuso (em milimetros) esta:

e no intervalo [150 — 2 - 1,150 + 2 - 1]
1-1/2% =75%;

[148, 152] com probabilidade maior ou igual a

e no intervalo [150 — 3 - 1,150 + 3 - 1]
1 —1/3 = 88%;

[147,153] com probabilidade maior ou igual a

e no intervalo [150 — 4 - 1,150 + 4 - 1]
1 —1/4> =~ 93%:;

[146, 154] com probabilidade maior ou igual a

e assim por diante.
Observe que o resultado de Tchebychev vale qualquer que seja a distribuicao de probabilidade
da varidvel X.

Exercicio 12.14: Seja X uma varidvel aleatdria que pode assumir qualquer valor entre 0 ¢ 100, com
igual probabilidade. Calcule o valor esperado, a variincia e o desvio padrdo de X. Calcule a proba-
bilidade de X estar entre 40 e 60 (inclusive ambos). Compare esse resultado com a probabilidade
obtida pelo teorema de Tchebychev.

12.6.3 Covariancia

Se X e Y sdo varidveis aleatérias numéricas, a covaridncia entre as duas € definda pela férmula

C(X,¥) = D" Pr((X = u) A (Y = v))(u — EX))v - &(Y))

A covariancia ¢ uma medida da dependéncia entre X e Y. A grosso modo, ela tende a ser positiva
quando é muito provavel que os valores de X e Y sejam ambos maiores ou ambos menores que suas
médias (caso em que o produto (u — E(X))(v — E(Y)) € positivo). Ela tende a ser negativa quando
X e Y tendem a variar em dire¢cdes opostas em relagdo a suas médias — quando um estd acima da
média, o outro provavelmente estd abaixo. Observe que V(X) é a mesma coisa que C(X, X).

E fécil provar que, se X e Y sdo independentes, entdo sua covariancia é zero. Prova-se também
que, para quaiquer varidveis aleatérias numéricas X e Y,

VX +Y)=VX)+VI)+2CX,Y)

Note que esta formula implica na férmula (12.17) quando X e Y sdo independentes.

Exercicio 12.15: Encontre duas varidveis aleatdrias X e Y que possuem covariincia nula mas ndo
sao independentes.
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12.6.4 Coeficiente de correlacao

O sinal de C(X, Y) revela o sentido geral da dependéncia entre X e Y, mas seu valor numérico é
dificil de interpretar. Por essa razao ¢ interessante definir o coeficiente de correlacdo

cxY) _ _cxy
VVX) V(Y) DX) DY)

Prova-se que este nimero estd sempre entre —1 e +1. Ele € zero se X e Y sao independentes, +1 se
cada varidvel é fungdo linear crescente da outra (isto €, se Y = aX + 8 com a > 0) e —1 se cada
variavel é funcdo linear descrecente da outra (¥ = aX + com a < 0). Um valor intermedidrio, por
exemplo 0, 50, significa que o valor de cada varidvel é parcialmente funcdo da outra, mas inclui
um termo que ndo depende dela. Neste caso diz-se que hd correlacdo entre X e Y (positiva ou
negativa, conforme o sinal do coeficiente).

KX, Y) =

12.7 Probabilidade condicional

Seja X a varidvel aleatéria cujo valor é o resultado do lancamento de um dado, e considere as
duas afirmacdes “X é par” e “X € impar”. Se ndo temos nenhuma outra informagdo sobre X,
como vimos, é razodvel atribuir a probabilidade 1/6 a cada um dos possiveis valores 1, 2, ..., 6, ¢
portanto

Pr(X € par) = PriX=2)+Pr(X=4)+Pr(X=6) = 1/2

Pr(X é impar) = Pr(X=1)+Pr(X=3)+Pr(X=5) = 1/2
Suponha agora que sabemos que o valor de X ndo € 3. Que probabilidade devemos atribuir a essas
duas afirmag¢des? Nao podemos simplesmente eliminar o termo Pr(X = 3) na segunda férmula,
pois a soma ndo seria 1. Como a probabilidade do valor ser 3 € zero, temos que corrigor a proba-
bilidade dos demais valores para que elas tenham soma 1. Ou seja, temos que supor Pr(X = 3) =0
e Pr(X = v) = 1/5 para os demais valores. Entdo teremos

Pr(X é par) = Pr(iX=2)+Pr(X=4)+Pr(X=6) = 3/5
Pr(X ¢ impar) = Pr(X =1)+Pr(X =5) = 2/5

Observe que a informacdo adicional “X # 3” afetou ndo apenas a probabilidade de X ser impar,
mas também a probabilidade de ele ser par.

Em casos como este, costuma-se usar a notacdo Pr(P|Q) para denotar a probabilidade condi-
cional da afirmacdo P, sabendo-se que (ou dado que) a afirmacdo Q € verdadeira. Verifica-se que
essa probabilidade pode ser calculada pela férmula

Pr(P A Q)
Pr(Q)

Aplicando esta férmula ao exemplo acima, a afirmacdo P seria “X € impar” e Q a afirmacdo
“X # 3”. Temos entdo que

Pr(P|Q) = (12.19)

Pr(PAQ) = Pr(X=1)+PrX =5) = 2/6
Pr(Q) = PriX=D)+Pr(X=2)+Pr(X =4 +Pr(X =5)+Pr(X =6) = 5/6
Pr(P|Q) = 2/6 = 2/5

5/6
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Exercicio 12.16: Seja X o valor obtido langando um dado. Calcule, pela férmula (12.19)

1. Pr(X é par|X # 3)
2. Pr(X é par|X € quadrado perfeito)
3. Pr(X € primo|X é maior que 2)

Exercicio 12.17: Seja X a soma dos valores obtidos no langamento de dois dados. Calcule, pela
formula (12.19)

1. Pr(X € par|os dois dados deram o mesmo resultado)
2. Pr(X é parlos dois dados deram resultados diferentes)

3. Pr(X = 6|os dois valores ndo sdao primos entre si)

A férmula da probabilidade condicional € também muito usada na forma inversa:
Pr(P A Q) = Pr(P|Q) Pr(Q) (12.20)

Ou seja, uma vez definida a probabilidade de P dado Q, e também a probabilidade de Q, a proba-
bilidade da afirmagdo “P e Q” € simplesmente o produto das duas.

Exercicio 12.18: Suponha que a probabilidade de algum hacker tentar violar seu computador
no préximo minuto é 10%, e que a probabilidade de tal tentativa ter sucesso € 80%. Qual € a
probabilidade de seu computador ser violado por algum hacker no préximo minuto? (Ignore a
possibilidade de haver mais de um ataque por minuto.)

Exercicio 12.19: Suponha que atiramos dois dados, um verde e um vermelho. Qual a probabilidade
de que o dado verde mostre o valor 2, e o dado vermelho mostre o valor 3? E qual é a probabilidade
de que um deles mostre o valor 2, e o outro 3? Agora suponha que os dois dados sdo idénticos,
a tal ponto que nao podemos dizer qual é um e qual € o outro. Qual é a probabilidade de que um
deles mostre 2, e o outro 3?

12.8 Inferéncia bayesiana

Combinando as férmulas (12.19) e (12.20), obtemos a equagdo

Pr(QIP) Pr(P)

Pr(P|Q) Pr(O) (12.21)

Esta féormula é conhecida como regra de Bayes ou teorema de Bayes, desenvolvida pelo ma-

temadtico inglés Thomas Bayes (x1702-1761) e, independentemente, pelo matematico francés

Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Ela € geralmente usada quando se quer obter a probabili-

dade Pr(P|Q) de uma possivel causa P, sabendo-se que uma consequéncia Q ocorreu, a partir da

probabilidade condicional inversa Pr(Q|P) (de que essa consequéncia produza essa causa). Este
raciocinio probabilistico € conhecido como inferéncia bayesiana ou dedugdo bayesiana.

Por exemplo, considere uma colecdo de caixas quadradas e redondas, cada uma contendo uma

bola que pode ser azul ou branca. Suponha que hd igual nimero de caixas de cada formato, sendo
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que hd bolas azuis em metade das caixas quadradas, mas em apenas 10% das caixas redondas.
Imagine que alguém escolheu uma caixa ao acaso, e encontrou nela uma bola azul. Qual a proba-
bilidade de que ele tenha escolhido uma caixa quadrada? E se a bola for branca?

Se ndo tivéssemos a informagdo sobre a bola, seria razodvel supor que a caixa era quadrada
com probabilidade 1/2. Porém, como bolas brancas sdo mais comuns nas caixas redondas, intui-
tivamente, a informacdo de que a bola era branca aumenta a probabilidade de que a caixa seja
redonda.

Para calcular essas probabilidades, vamos denotar por Q, R, A e B as afirmagdes “a caixa era

» o« »

quadrada”, “a caixa era redonda”, “a bola era azul” e “a bola era branca”, respectivamente. Pelo
enunciado do problema, temos

1 1
Pr(Q) = % Pr(R) = %
Pr(AlQ) = 15 Pr(B|Q) = &—
Pr(AIR) = Pr(BIR) =

10 10
O que se pede sdo as probabilidade condicionais Pr(Q|A) e Pr(Q|B). Para aplicar a férmula (12.19),
precisamos determinar Pr(B) e Pr(Q A B). Para chegar 14, temos que calcular as probabilidades de

todas as combinacdes vélidas dessas afirmacdes. Aplicando a férmula (12.20) temos

P(QAA) = P(AAQ) = PrAIQ)PH(Q) = 5-5 = 3
P(QAB) = P(BAQ) = Pi(BIQ)PH(Q) = 5-5 = 3
Pr(RAA) = Pr(AAR) = Pr(AIR)Pr(R) = 19_0.% = 9
Pr(RAB) = P(BAR) = Pi(BR)Pr(R) = -3
Dai tiramos
Pr(A) = Pr(>* Q) +Pr(?#R) = 1+x = =
Pr(B) = Pr(: Q) +Pr( U R) = 1+5 = &
portanto
Pr(Q|A) = Pr}%/\\;ﬁ) — Pr(AlL?()AEr(Q) - % — % ~ 0,833
Proip) = HGR - MEENO - L - 5 s 035

Observe que a informacdo adicional “a bola sorteada € azul” aumenta a probabilidade de que a
caixa escolhda seja quadrada, de 0,5 a 0, 833

Generalizando este exemplo, suponha que temos m afirmagdes,,exaustivas e mutuamente exclu-
sivas, Ay, As, ... A, chamadas antecedentes, cujos valores 16gicos podem influir na probabilidade
de outras n afirmacdes By, B, ... B,, chamadas consequentes, também exaustivas € mutuamente
exclusivas. As afirmacdes A; podem ser as alternativas possiveis para um evento-causa (no exem-
plo acima, a escolha da caixa, quadrada ou redonda), e as afirmagdes B; a possiveis consequéncias
do mesmo (a cor da bola). Suponha que atribuimos probabilidades Pr(A;) para cada antecedente
A;, sem levar em conta as afirmagdes B;; e temos também a probabilidade condicional Pr(B;|A;)
de cada consequente, dado o antecedente. Uma vez sabido que um determinado B; € verdadeiro, a
probabilidade de cada A; passa a ser

Pr(A;AB)  Pr(A;AB)  Pr(BjlA)Pr(A)
Pr(B;)) YL, Pr(B;AAY) X0, Pr(Bj|A) Pr(Ay)

Pr(Ai|B)) = (12.22)
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Note que para aplicar a formula (12.22) precisamos atribuir uma probabilidade Pr(A;) a cada ante-
cedente, independente de qual consequente € verdadeiro. O fator Pr(A;) nesta férmula € chamado
de probabilidade a priori do antecedente A;, enquanto que o resultado Pr(A;|B;) € sua probabili-
dade a posteriori.

A influéncia das probabilidades a priori Pr(A;) é uma caracteristica essencial da inferéncia
bayesiana. Elas podem ser vistas como “preconceitos” que temos a respeito das afirmagdes A;,
antes de olharmos para as evidéncias B;. A férmula, portanto, explicita quantitativamente a
constatacdo comum, de que nossos preconceitos sempre afetam nossa interpretagao dos fatos.

Exercicio 12.20: Suponha que ha duas gavetas em uma mesa de jogo. Uma delas contém um
dado “honesto”, que d4 cada valor de 1 a 6 com igual probabilidade 1/6; a outra contém um dado
“viciado”, que da o valor 6 com probabilidade 1/2, e os valores de 1 a 5 com probabilidade 1/10
cada.

1. Uma pessoa escolhe (sem vocé ver) um desses dois dados. Na falta de informacdes, vocé
atribui a probabilidade a priori 1/2 de que esse dado seja viciado. O dado é entdo langado e
o resultado € 6. Como fica a probabilidade de que o dado seja viciado?

2. Suponha agora que a pessoa seja um notdrio vigarista, de modo que, mesmo antes de lancar,
voceé dd 90% de chance de que ele tenha escolhido o dado viciado. Como fica essa probabi-
lidade depois que o dado foi langcado, com resultado 6?

3. Finalmente suponha que vocé confia na pessoa e portanto acredita que ela escolheu o dado

honesto, com 90% de probabilidade. Como fica sua confiang¢a nessa hipétese depois que o
dado deu 6?

Exercicio 12.21: Uma moeda € lancada 10 vezes seguidas, e o resultado é sempre cara. Talvez
a moeda seja normal, e esse resultado seja coincidéncia; ou talvez ela seja uma moeda anormal,
com cara dos dois lados. Suponha que a probabilidade a priori da moeda ser anormal é p. Qual
¢ a probabilidade a posteriori, depois desses 10 lances? Faca um grafico dessa probabilidade em
funcdo de p.

12.9 Teoria da informacao

Hoje em dia todos conhecem o conceito de bit e outras unidades derivadas, como byte (8 bits),
megabyte (10° ou 2?° bytes, conforme o contexto), gigabyte (10° ou 2°° bytes) etc. Em geral esses
conceitos sao usados para descrever tamanhos de arquivos, capacidade de memoria, taxas de trans-
missdo, etc. Porém € necessdrio distinguir entre a capacidade de armazenamento de informagdo
de tais sistemas, e a quantidade de informagdo contida neles em determinado momento. Este se-
gundo conceito € o centro da teoria da informagdo, desenvolvida principalmente pelo matematico
e engenheiro americano Claude Shannon (1916-2001), em meados do século 20.

12.9.1 Capacidade de informacao

Considere um sistema fisico (real ou imagindrio) que em qualquer momento pode assumir um
unico estado dentre uma colecao finita de estados possiveis; sendo que esse estado pode ser identi-
ficado com precisao por algum tipo de teste ou medida. Por exemplo, uma moeda sobre uma mesa,
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que pode estar na posi¢do ‘cara’ ou ‘coroa’; um dado de jogar, que pode estar virado com qualquer
face, entre 1 e 6, para cima; uma chave elétrica, que pode estar ‘desligada’ ou ‘ligada’; um fio
elétrico, que pode estar a zero volts ou a +5 volts; uma barra de ferro, que pode estar magnetizada
em dois sentidos diferentes; e assim por diante. Tal objeto € dito um sistema discreto.

Suponha que o sistema tem apenas dois estados possiveis (ou seja, € um sistema bindrio). Por
definigdo, a capacidade de informagdo de tal sistema é 1 bit. Se o sistema tem 2° estados possiveis,
sua capacidade € b bits. Observe que podemos numerar os estados de tal sistema em base 2 usando
b algarismos, cada qualOou I: — 0---00 = 0,0---01 = 1,0---10 = 2,0---11 = 3, ...,
1---11 = 2% — 1. Daf 0 nome “bit”, que é abreviacdo do inglés binary digit.

Mais geralmente, se o nimero de estados possiveis n, a capacidade de informacgdo é definida
como log,n = (Inn)/(In2), o logaritmo de n na base 2. Assim, por exemplo, a capacidade de
informacdo de um dado de jogar, em repouso sobre a mesa, € log, 6 = 2,5849625007 ... bits.
Note que, se n ndo é uma poténcia de 2, a capacidade em bits nao € um nimero inteiro (e, na
verdade, € um nuimero irracional). Note também que se o sistema tem apenas um estado possivel,
sua capacidade de armazenar informacdo € (como se pode esperar) zero bits.

Esta definicdo implica na seguinte propriedade:

Teorema 12.2: Se um sistema S consiste de dois sub-sistemas discretos A e B indepen-
dentes (no sentido de que cada estado possivel de A pode co-existir com qualquer estado
possivel de B, e vice-versa), entdo a capacidade de S é a soma das capacidades de A e de
B.

Exercicio 12.22: Determine a capacidade de informagao dos seguintes sistemas:

1. Um oddmetro (mostrador de quilometragem) de automével com 6 algarismos decimais.
2. Um dado em forma de octaedro, com faces numeradas de 1 a 8, em respouso sobre a mesa.

3. Uma cadeia de DNA com 100 elementos (nucleotideos), cada qual podendo ter quatro estru-
turas quimicas possiveis — adenosina (A), timina (T), guanina (G), ou citosina (C).

Exercicio 12.23: Determine a capacidade de informacdo dos seguintes sistemas, constituidos de 4
moedas, cada qual podendo ser de 5, 10, 25, ou 50 centavos, que somente podem ser distinguidas
pelo seu valor:

1. Uma pilha, em qualquer ordem.

2. Uma pilha, em ordem crescente de valor.

3. Uma cole¢do em um saco.

4. Uma pilha onde todas as moedas tem o mesmo valor.

Exercicio 12.24: Refaga o exercicio 12.23, supondo que todas as moedas de mesmo valor estio
marcadas com letras distintas entre ‘A’ e ‘D’. Assim, por exemplo, na alternativa 1, as moedas pode-
riam ser, na ordem, (10, D), (25, C), (10, B), (10, C) mas ndo poderiam ser (10, D), (25, C), (10, B), (10, D).

Exercicio 12.25: Qual é a capacidade de informag¢do de uma carta retirada de um baralho com
13 cartas? E de um baralho com 52 cartas? Se acrescentarmos um coringa ao baralho, de quanto
aumenta a capacidade, em cada caso?



12.9. TEORIA DA INFORMACAO 205

12.9.2 Quantidade de informacao

A capacidade de informacao de um sistema discreto diz apenas o limite mdximo de informacao que
pode ser armazenada nele. Porém, dependendo de como o sistema € usado, nem toda a capacidade
pode ser utilizada.

Por exemplo, considere uma lampada que, ao meio-dia, pode estar acesa ou apagada conforme
o sol tenha nascido ou ndo naquele dia. Embora a capacidade de informagao desse sistema seja
1 bit, intuitivamente a noticia de que essa lampada estd acesa ndo traz muita informacao. Por
outro lado, uma lampada que indica se estd chovendo ou nao fora do prédio parece fornecer mais
informacdo — muito embora sua capacidade de informacdo seja exatamente a mesma.

A diferenca entre estes dois exemplos estd na probabilidade que atribuimos aos dois estados
do sistema. No primeiro caso, é natural atribuir probabilidade bem préxima a 1 a afirmacdo “a
lampada estd acesa” ( menos que sejamos extremamente pessimistas!). Por isso, a noticia de que
essa informacdo € verdadeira ndo muda muito nosso estado de conhecimento. J4, no segundo
exemplo, faz sentido atribuir probabilidade bem menor que 1 a essa afirmacdo ( menos que esteja-
mos na Bolivia, onde nunca chove!).

Para tornar esta intuicdo mais precisa, suponha que X € uma varidvel aleatria que pode assumir
um certo valor v. A quantidade de informagdo trazida pela noticia “o valor de X é v’ €, por
definicao,

QX =v)= = —log, Pr(X =v)

1

% b =)
Este valor, como a capacidade de informacdo, é medido em bits, e nunca € negativo. Em particular,
se X pode assumir n valores distintos com igual probabilidade Pr(X = v) = 1/n, a quantidade de
informacao que recebemos quando ficamos sabendo o valor de X (qualquer valor de X) é exata-
mente Q(X = v) = log, n bits — ou seja, a capacidade da varidvel X.

Porém, se as probabilidades dos valores de X nao sdo iguais, a quantidade de informacao pode
ser menor ou maior, dependendo do valor. Por exemplo:

Exemplo 12.3: Suponha que um dado esta para ser lancado, e X é uma varidvel que vale 100 se o
resultado do dado € 1, e 200 caso contrério. Entdo as noticias “X = 100” e “X = 200" carregam as
seguintes quantidades de informacdo:

Il
X

1
Q(X =100) —log, Pr(X = 100) —logr— 2,5849625. ..

Q(X = 200) —log, Pr(X = 200) 0,2630344 ...

X

—logr=
082 6

Neste exemplo, observe que a noticia “X = 200 traz muito menos informa¢ao do que a noticia
“X = 1007, porque tem probabilidade maior — 5/6 em vez de 1/6.

12.9.3 Quantidade esperada de informacao

No exemplo 12.3, observe também que a noticia “X = 100 traz mais que 1 bit de informacdo —
muito embora a varidvel X tenha apenas dois valores possiveis, e portanto tenha apenas 1 bit de
capacidade.
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Este paradoxo € resolvido se considerarmos a quantidade esperada de informagdo, ou entropia,
da varidvel X. Ou seja, a quantia

H(X) = Z Pr(X = v)Q(X = v) = Z —Pr(X = v)log, Pr(X = v) (12.23)

v

Nesta férmula, o indice v do somatdrio assume todos os valores possiveis da varidvel X. Observe
que, como na féormula (12.12), cada termo desta soma € a quantidade de informacao trazida pela
noticia “X = v”, vezes a probabilidade de recebermos essa noticia. Pode-se verificar que #(X),
assim como cada termo Q(X = v), € um valor real ndo negativo.
No exemplo 12.3, a quantidade esperada de informacao que recebemos ao conhecer o valor de
Xé
HX) = Pr(X =100)Q(X = 100) + Pr(X = 200) Q(X = 200)

= élog2%+ glogzg

~ éZ, 5849625 ... + %0, 2630344 ...

~ 0,65002241...

Observe que, embora a noticia “X = 100” forneca mais de 2,5 bits de informacao, ela € muito
menos provavel que a noticia “X = 200", que fornece menos que 0,27 bits de informacao. Assim,
a quantidade esperada de informacdo que ganhamos ao saber o valor de X € cerca de 0,65 bits, ou
seja abaixo da capacidade de X (1 bit). Esta dltima observacdo é um resultado importante:

Teorema 12.3: Se uma varidvel aleatéria X pode assumir n valores distintos, entdo a
quantidade esperada de informacdo que ganhamos conhecendo o valor de X € no maximo
a capacidade de X, log, n; e € exatamente log, n apenas quando todos esses valores podem
ocorrer com igual probabilidade 1/n.

Devido a este teorema, a formula (12.23) é muito usada para medir a “uniformidade” da
distribui¢do de probabilidades de uma varidvel aleatéria X. O valor de 7{(X) varia entre O e log, n,
onde n € o nimero de valores possiveis de X. Quanto maior 7{(X), mais uniforme a distribuigao.
Na verdade, a férmula (12.23) pode ser usada com qualquer lista de n valores reais pyg, pi, ... Pn-1
nao negativos cuja soma € 1.

Observe que se X tem uma distribuicdo degenerada — com Pr(X = v) = 1 para um tnico valor
v, e zero para os demais valores — entdo 4 (X) € zero. Ou seja, se temos certeza de qual vai ser o
valor de X, nossa expectativa € que a revelagdo desse valor ndo vai nos trazer nenhuma informacao.



Capitulo 13

Introducao a Teoria de Grafos

13.1 Introducao

Informalmente, um grafo € um modelo matematico para representar uma colecao de objetos (cha-
mados vértices) que sdo ligados aos pares por outra cole¢do de objetos (chamados arcos ou ares-
tas). Em ilustracdes de grafos, os vértices sdo geralmente representados por pontos, circulos ou
caixas, e as arestas por linhas ligando os vértices. veja a figura 13.1. Em tais diagramas entende-se
que as posicdes dos vértices e a forma das linhas sdo irrelevantes; o grafo representa apenas a
topologia dos vértices e arestas, isto é, quem estd ligado a quem.

207
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A D

B C
Figura 13.1: Um grafo, desenhado de duas maneiras diferentes.

Grafos sdo extremamente uteis para modelar problemas em muitas dreas de aplicagdo. Por exem-
plo, a malha rodovidria de um estado pode ser representada por um grafo em que as cidades sdao
os vértices, e cada trecho de estrada entre cidades consecutivas € uma aresta. Um circuito elétrico
pode ser visto como um grafo onde os vértices sdo condutores metdlicos e as arestas sdo resis-
tores, capacitores, e outros componentes. Uma molécula pode ser abstraida por um grafo onde
os atomos sdo os vértices e as arestas sdo as ligacdes covalentes. Uma trelica metélica pode ser
entendida como um grafo onde as arestas sdo as barras e 0s vértices sdo as juntas.

Grafos s@o especialmente importantes em computagdo, para modelar conceitos tanto de hard-
ware (desde circuitos digitais até a internet mundial) quanto de software (como registros em bancos
de dados, blocos e médulos de programas, protocolos de transmissao de dados e muito mais).

O conceito abstrato de grafo e o estudo matemético de suas propriedades foi uma das muitas
contribuicdes do matemadtico suico Leonhard Euler (1707-1783). Um quebra-cabecas famoso na
época era encontrar um passeio que visitasse todas as pontes da cidade de Konigsberg (veja a
figura 13.2), passando uma tnica vez em cada ponte. Euler resumiu as propriedades essenciais do
mapa por um diagrama de pontos ligados por linhas. Apenas analisando esse diagrama abstrato,
ele provou que o tal passeio era impossivel. Este trabalho (publicado em 1736) é considerado o
primeiro artigo da teoria de grafos.

Figura 13.2: O problema das pontes de Konigsberg.
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A teoria matemadtica dos grafos foi desenvolvida gradualmente no século 19, quando surgiram
importantes aplicacdes em quimica e engenharia. Sua importancia cresceu muito no século 20,
com o surgimento das redes de telefonia, dos circuitos digitais e, por fim, dos computadores.

Exercicio 13.1: Desenhe o grafo cujos vértices sdo todos os nimeros inteiros de 2 a 30, sendo que
dois vértices estao ligados se, e somente se, um dos nimeros ¢ divisor do outro.

Exercicio 13.2: Escolha uma frase qualquer e desenhe o grafo onde cada vértice representa uma
palavra dessa frase, e dois vértices estdo ligados entre si se, e somente se, as duas palavras cor-
respondentes possuem pelo menos uma letra em comum. Assim, por exemplo, gato e cavalo
devem ser ligados porque tem as letras a e 0 em comum; enquanto que gato e peixe ndo devem
ser ligados.

13.2 Definicao formal

H4é muitas maneiras de definir o conceito de grafo. Qual delas ¢ melhor depende da aplicagdo. De
modo geral, neste capitulo adotaremos as seguintes defini¢des de grafo.

Um grafo G é uma tripla da forma (V G, &G, F G) onde V G e &G s@o conjuntos quaisquer,
chamados de vértices e arestas; e ¥ G € uma funcdo, chamada funcdo de incidéncia, que a cada
elemento e de & G associa um par F G(e) de vértices, que sdo chamados de extremos de e.

Esta definicdo geral tem duas versdes, dependendo da natureza dos pares F G(e). Em algumas
aplicacdes, cada aresta tem também uma orientacdo (ou direcdo) especifica, como a mao Unica
de certas vias urbanas. Nesse caso, define-se o par F G(e) como sendo um par ordenado (u, v) de
vértices, isto €, um elemento de YV G X YV G. O vértice u € considerado a origem da aresta e, e v
seu destino. Grafos que satisfazem esta defini¢do sdo ditos grafos orientados (ou dirigidos). Nas
ilustragdes de grafos dirigidos, o sentido de cada aresta é geralmente indicado por uma seta da
origem para o destino.

Quando a direcdo das arestas nao € importante, pode-se definir o par ¥ G(e) como um par ndo
ordenado, isto €, um conjunto da forma {u, v} onde u e v sdo elementos de YV G. Como {u,v} e
{v,u} sao o mesmo conjunto, neste modelo as arestas ndo tem direcdo definida, e ndo € possivel
dizer qual dos extremos de uma aresta € a origem e qual € o destino. Grafos definidos desta forma
sdo ditos ndo orientados (ou ndo dirigidos). Nas ilustragdes de grafos nao dirigidos, as arestas sdo
representadas por linhas sem setas. Veja a figura 13.3.

8
V1 a V4 O
\ Vi R a V4 Og

/

d d
Vs V3

i

Figura 13.3: Um grafo orientado (esq.) e um grafo nao orientado (dir.).
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Quando néo for especificado o contrario, deve-se entender que os grafos nao sao orientados.

13.2.1 Grafo nulo e sem arestas

Se vV G € vazio, dizemos que G é um grafo nulo. Nesse caso o conjunto de arestas & G é obrigato-
riamente vazio, e a funcdo de incidéncia também. Portanto, o grafo nulo € tinico. Muitos autores
ndo permitem, na definicdo de grafo, que o conjunto de vértices V G seja vazio, e portanto nao
admitem o conceito de grafo nulo.

Por outro lado, se o conjunto de vértices VG ndo € vazio, o conjunto de arestas &G pode ser
vazio ou nio.

13.2.2 Arestas paralelas e lacos

Pelas defini¢des acima, pode haver um nimero arbitrario de arestas com os mesmos extremos. Ou
seja podemos ter ¢’,¢” € EG com €’ # ¢’ mas F G(e¢') = F G(e”). Este modelo também permite
lagos, ou seja arestas e tais que ¥ G(e) = (u, u) (no caso orientado) ou ¥ G(e) = {u, u} = {u} para
algum u € VG.

Usaremos o termo grafo simples para significar um grafo sem lagos e sem arestas paralelas.
(Para alguns autores, alids, grafo significa “grafo simples” exclusivamente, € usam o termo multi-
grafo quando ha arestas paralelas.) Veja a figura 13.4.

A D A D
A

B C B C
Figura 13.4: Exemplos de grafos simples, dirigido (esq.) e nao dirigido (dir.).

Note que um grafo sem arestas paralelas (em particular, um grafo simples) pode ser modelado
como um par G = (V G, EG), onde V G € um conjunto qualquer, e &G é um conjunto de pares de
vértices. A funcdo de incidéncia pode entdo ser dispensada, pois seria a identidade sobre & G. No
caso orientado, & G seria uma relacao sobre YV G, isto €, um subconjunto de V G X V G. No caso
ndo orientado, & G seria um subconjunto do conjunto { {u, v} : u,v € VG}.

13.2.3 Grafos finitos e infinitos

Um grafo pode ter infinitos vértices e/ou infinitas arestas. Tais grafos infinitos tem aplica¢des na
matemadtica, mas os que ocorrem em computagcdo geralmente sio finitos em ambos os aspectos.
No restante deste capitulo vamos considerar apenas grafos finitos.

Exercicio 13.3: Qual defini¢do de grafo é mais apropriada para o problema das pontes de Konigs-
berg: grafo orientado ou néo orientado, simples ou nao?
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Exercicio 13.4: Seja V o conjunto dos inteiros entre 2 e 30, inclusive. Qual defini¢do de grafo
(orientado ou ndo, simples ou ndo, com ou sem lacos, etc.) melhor captura cada uma das seguintes
informagdes entre cada par de nimeros de V:

Um dos nimeros € maior que o outro.

Um dos nimeros € o dobro do outro, menos 2.

Um dos ndmeros € divisor do outro.

Um dos nimeros € divisor préprio do outro.

Os dois nimeros possuem um fator primo comum p.

AN O e

Os dois niimeros sdo relativamente primos entre si.

13.3 Conceitos fundamentais

H4 varios conceitos fundamentais que sdo validos e importantes para toda a teoria de grafos, qual-
quer que seja a definicdo adotada.

13.3.1 Incidéncia

Se um vértice v de um grafo G é um dos extremos de alguma aresta e de G, dizemos que e incide em
v, e vice-versa. Esta propriedade pode ser vista como uma relagdo entre o conjunto de arestas e o
conjunto de vértices, a relacdo de incidéncia do grafo. (Nao confundir com a funcdo de incidéncia,
definida na se¢@o 13.2, que leva cada aresta ao par dos seus extremos.)

Se o grafo € orientado, podemos dizer, mais especificamente, que uma aresta e com extremos
(u,v) sai (ou parte) do vértice u e entra (ou chega) no vértice v. Isto define duas relagdes de EG
para V G, a relagdo de saida e a relacdo de chegada.

13.3.2 Adjacéncia

Dois vértices u, v sdo ditos adjacentes ou vizinhos em um grafo G se e somente se existe uma aresta
de G cujos extremos sdo u e v. Esta relacdo (simétrica) entre vértices € a relacdo de adjacéncia
(ndo orientada) do grafo.

Se G é um grafo orientado, pode-se dizer que um vértice u domina ou atinge outro vértice v
se e somente se existe uma aresta de G com origem u e destino v. Esta relagdo € a relacdo de
adjacéncia orientada ou de domindncia do grafo G.

Observe que, se as arestas sdo definidas como pares ordenados de vértices (veja se¢io 13.2.2),
a relagdo de adjacéncia orientada é simplesmente o conjunto £ G; e a relagdo de adjacéncia nao
orientada € o fecho simétrico da mesma.

13.3.3 Grau do vértice

Em um grafo G, definimos o grau de um vértice v como o nimero de arestas de G incidentes a v.
Nesta definicdo, cada laco deve ser contado duas vezes. Denotaremos o grau por dg(v). (Nesta e

[IA

em outras notacdes, vamos omitir o subscrito “;”” quando o grafo estiver determinado no contexto.)
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Se o grafo G é orientado, podemos também definir o grau de entrada e o grau de saida de um
vértice v como o nimero de arestas que entram em v ou saem de v, respectivamente. Denotaremos
esses nimeros por d;(v) e d;(v), respectivamente. Note que cada laco é contado uma vez em
ambos os graus. Nesse caso, temos que dg(v) = d;(v) + d;(v).

Teorema 13.1: Em qualquer grafo G = (V G, G, F G), a soma dos graus de todos os
vértices € igual ao dobro do nimero de arestas. Isto é

Y., dev) = 218G

veVG

Prova:
Cada aresta (laco ou ndo) contribui duas unidades na soma dos graus.

Fim.

Para grafos orientados, 0 mesmo argumento permite concluir o seguinte:

Teorema 13.2: Em qualquer grafo orientado G = (& V,EG, ¥ G), a soma dos graus de
entrada (ou de saida) de todos os vértices € igual ao nimero de arestas. Isto é

Dz =) v =186

veV G veV G

Uma consequéncia do teorema 13.1 é

Corolario 13.3: Em todo grafo G = (V G, &G, F G), o numero de vértices de grau impar
é par.

Prova:

Sejam P o conjunto dos vértices de grau par e I o conjunto dos vértices de grau impar.

Entao
D dov) =) d(v) + Y da(v) = 2|8 G
veV G veP vel
logo
> dov) =218G| - ) de(v)
vel veP

O lado direito da equacdo acima € par. Como a soma de parcelas impares € par somente
se o numero de parcelas for par, concluimos que o |/| € par.

Fim.

Os simbolos Ag e dg sdo frequentemente usados para denotar o maior € o menor grau dos
vértices, respectivamente, de um grafo G.
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13.3.4 Grafos regulares

Um grafo G € regular se todos os seus vértices tem o mesmo grau. Em particular se o grau dos
vértices € r entdo G é chamado r-regular— regular de grau r. Veja a figura 13.5. Note que um
grafo G é r-regular se e somente se Ag = dg = r. Se o grafo G € orientado os graus de entrada e
saida devem ser iguais.

Figura 13.5: O grafo do cubo, um grafo simples 3-regular.

13.3.5 Grafos completos

Um grafo G é chamado completo se nao tem lagos e existe exatamente uma aresta entre cada par
de vértices. Note que um grafo completo é sempre um grafo simples e (n — 1) -regular.

Exercicio 13.5: Quantas arestas tem um grafo completo com n vértices?
Exercicio 13.6: Encontre um limite superior para o nimero de arestas de um grafo simples.
Exercicio 13.7: Quantas arestas possui um grafo k-regular com n vértices?

Exercicio 13.8: Desenhe todos os grafos nao orientados sem arestas paralelas com vértices {1, 2, 3,4, 5}
que sdo regulares de grau 2.

Exercicio 13.9: Desenhe todos os grafos orientados sem arestas paralelas com vértices {1, 2, 3,4}
que sdo regulares de grau 2.

Exercicio 13.10: Se G possui vértices vy, v, ..., V,, a sequéncia (dvi,d,,,...,d,,) é denominada
sequéncia de graus de G.

1. Existe um grafo com a seguinte sequéncia de graus: 3,3,3,3,5,6,6,6,6?

2. Existe um grafo com a seguinte sequéncia de graus: 1,1,3,3,3,3,5,6,8,9?

3. Existe um grafo simples com a sequéncia de graus do item 2?
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13.4 Percursos em grafos

13.4.1 Passeios, trilhas e caminhos

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia P = (v, ey, vy, ..., €, Vi), onde cada v; € um vértice
de G, cada e; € uma aresta de G, e os extremos de e; sdo v;,_; € v;. O inteiro k € o comprimento
do passeio, denotado por |P|. Quando o grafo € simples podemos definir o passeio apenas pela
sequéncia de seus vértices.

Em particular, um passeio pode ter apenas um vértice e nenhuma aresta, P = (vy). Tal passeio
€ dito trivial, e seu comprimento é zero.

Dizemos que o passeio P passa por, visita, ou atravessa cada uma das arestas {ey, e,, ..., e}.
Dizemos também que P visita os vértices {vg, vy, . .., Vi}, comeca no vértice vy, termina no vértice
Vi € passa por ou atravessa cada um dos vértices vy, va, . .., i—1. O vértice vy € o inicio do passeio,
Vi € o término, e {vy, v,..., Vi_1} S30 0s vértices intermedidrios ou internos do passeio.

Note que a mesma aresta e/ou o mesmo vértice podem ocorrer mais de uma vez; e que o
mesmo vértice pode ser a0 mesmo tempo inicio e/ou término e/ou vértice intermedidrio do passeio.
Portanto um passeio de comprimento k visita no maximo k + 1 vértices distintos, € tem no maximo
k — 1 vértices internos.

Se as arestas ey, e, ..., e, sdo todas distintas o passeio € chamado de trilha. Note que uma
trilha pode repetir vértices.

Um caminho em um grafo é um passeio que ndo repete vértices. E facil ver que um caminho
nao pode visitar mais de uma vez a mesma aresta, portanto todo caminho também € uma trilha.

Note que um caminho de comprimento k visita exatamente k + 1 vértices distintos e tem exata-
mente k — 1 vértices internos.

Exercicio 13.11: Um passeio trivial ¢ uma trilha? E um caminho?

13.4.2 Inversao e concatenacao e de passeios

Seja P = (vo,e1,V1,...,€, V) um passeio qualquer em um grafo G. O passeio inverso, que
denotaremos por Pl éa sequéncia dos mesmos vértices e arestas na ordem contrdria, isto é
(Vis €ks Vie15 €x—15 - - -, V1, €1, V0).

Sejam P = (vo, ey, Vi, ..., e, i) € Q = Wy, fi, Wi, ..., fi, wi) dois passeios em um grafo G, tais
que o término v; de P coincide com o inicio wy de Q. Nesse caso definimos a concatenagdo de P
com Q como sendo a sequéncia (vo, €1, Vi, . . . €k, Vi, f1s W1, - - - » frs Wi), que denotaremos por P - Q.
E facil ver que P - Q também é um passeio em G. Se o término de P ndo coincide com o inicio de
0, a concatenagdo P - Q nao é definida.

Exercicio 13.12: Qual € a relacao entre |P|, |Q], e |P - O|?
Exercicio 13.13: Se P - Q esta definido e € igual a P, o que podemos dizer sobre P e Q?
Exercicio 13.14: Se P - Q! est4 definido, o que podemos dizer sobre P e Q?

Exercicio 13.15: Seja G um grafo, e sejam u, v dois vértices quaisquer de G. Prove que existe um
passeio de u para v em G se e somente se existe um caminho de u para v em G.
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Exercicio 13.16: Prove a seguinte afirmacdo, ou mostre um contra exemplo: Se P e Q sdo caminhos
em um grafo G, e o término de P € igual ao inicio de Q, entdo a concatenaco P - Q € um caminho
em G.

13.4.3 Circuitos e ciclos

Dizemos que um passeio P = (vg, e1,V1,..., €, vx) com k > 1 € fechado se vy = vy, isto €, se ele
comega € termina no mesmo vértice.
Um circuito ou ciclo em um grafo G € um passeio fechado (vo, ey, vy, ..., €1, Vi1, €k Vi) cOM

k > 1 que ndo repete vértices nem arestas exceto vy = V.

Um circuito ou ciclo de comprimento k é chamado um k-ciclo ou k-circuito. Um grafo ciclo ou
grafo circuito € um grafo onde existe um circuito que passa por todos os vértices e todas as arestas.
Um grafo sem circuitos € chamado grafo aciclico.

Exercicio 13.17: Um passeio trivial é um passeio fechado? E um circuito?

Exercicio 13.18: Seja P um passeio fechado (vo, ey, v1,...,er, vi) com k > 1 tal que
(vo,e1,V1,...,€k1, k1) constitui um caminho. O passeio P é um circuito?
Exercicio 13.19: Seja P um passeio fechado (vg,eq,vi,...,er, Vi) com k > 1 que ndo repete

vértices exceto vy = vg. O passeio P € um circuito?
Exercicio 13.20: Um grafo ciclo é regular?

Exercicio 13.21: Prove que um grafo G possui uma trilha fechada se e somente se ele possui um
circuito.

Exercicio 13.22: Seja G um grafo onde todo vértice tem grau maior ou igual a 2. Prove que G tem
um circuito.

13.4.4 Passeios orientados

A defini¢do de passeio da sec@o 13.4.1 ndo leva em conta a orientagdo das arestas, e portanto é
geralmente usada em grafos ndo orientados. Se o grafo G € orientado, podemos definir passeio
orientado como sendo um passeio (vy, e, vy, ..., €, Vi) que respeita a orientagdo de cada aresta;
isto é, onde cada aresta e; tem origem v;_; e término v;. Os conceitos de trilha, caminho, e circuito
orientado sdo definidos da mesma forma.

Exercicio 13.23: Se P é um passeio orientado, o passeio inverso P~ pode ser orientado? E se P
for um circuito?

Exercicio 13.24: Seja G um grafo orientado, e sejam u, v dois vértices quaisquer de G. Prove que
existe um passeio orientado de u para v em G se e somente se existe um caminho orientado de u
paravemG.
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13.5 Subgrafos

Um grafo H é um subgrafo de outro grafo G se VH C VG, EH C G, e cada aresta de §H
tem os mesmos extremos em H e em G. Se G é orientado, H também precisa ser orientado e as
arestas precisam ter também a mesma orientagdo. Ou seja, ¥ H € a restricio ¥ G a EH. Veja a
figura 13.6. Dado o grafo G, cada subgrafo H é completamente determinado pelos conjuntos YV H
e EH. Se V H = VG o subgrafo H € chamado subgrafo gerador ou subgrafo espalhado.

A (@) b (b) b A (©) b

B C B C B C
Figura 13.6: (a) Um grafo. (b) Um dos seus subgrafos. (¢) Um subgrafo gerador.

Se X € um subconjunto de V G, define-se o subgrafo de G induzido por X, denotado por G[X],
como sendo o maior subgrafo de G cujo conjunto de vértices € X. Isto é, o subgrafo com esses
vértices cujas arestas sao todas as arestas de G que possuem ambos os extremos em X. Veja a
figura 13.7.

4 (@ b A (b

B C B C
Figura 13.7: (a)Um grafo G. (b) O subgrafo induzido G[X] onde X = {A,B,C,E} C VG.

Analogamente, se Y é um subconjunto de & G, o subgrafo de G induzido por Y, também deno-
tado por G[Y], é o menor subgrafo de G cujas arestas sdo Y. Isto é, o subgrafo que possui apenas
essas arestas e os vértices que sao extremos delas. Veja a figura 13.8(a).

Finalmente, se P = (vo, €1, V1, ...,V €,) € um passeio em um grafo G, definimos o subgrafo
induzido por P como sendo o subgrafo G[P] cujos vértices sdo exatamente {v{,Vv,,...,V,} € cujas
arestas sdo exatamente {ey, ..., e,}. Veja a figura 13.8(b).
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(@) D (b) b

B C B C

Figura 13.8: (a) O subgrafo induzido G[Y] onde G é o grafo da figura 13.7 e Y =
{(B,C),(B,E),(C,E),(D,E)} € &G. (d) O subgrafo induzido G[P] onde P é o passeio
(B,E,D,C,E).

13.5.1 Uniao e interseccao de subgrafos

As operagdes booleanas de conjuntos de unido e intersec¢ao podem ser estendidas para os subgra-
fos de um grafo. Por exemplo, se H e K sdo subgrafos de um mesmo grafo G, o grafo unido HU K
tem vértices V(HUK) = VHU VK e arestas E(H U K) = EH U §K; sendo que toda aresta
deste grafo tem os mesmos extremos no grafo H U K e no grafo G. A interseccdo H N K de dois
subgrafos H e K é definida de maneira andloga. Veja a figura 13.9. Estas definicoes valem para
grafos de qualquer tipo, orientados ou nao, simples ou nao.

P R SN O ©
E E E
B c B ‘c B c
L@, CIE
E E
B c B C

Figura 13.9: (a) Um grafo G. (b) Um dos seus subgrafos H. (¢) Um dos seus subgrafos
K. (d) O grafo HU K. (e) O grafo H N K.
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Exercicio 13.25: Sejam H ¢ K subgrafos de um grafo G. Prove que HUK ¢ HN K, como definidos
acima, sdo subgrafos de G. Em particular, prove que, no grafo resultante, os extremos de toda aresta
pertencem ao conjunto dos vértices.

Por outro lado, a operacdo de diferenca de conjuntos ndo tem uma adaptacdo natural para
grafos. Porém, se Y é subconjunto &G, denotamos por G \ Y o subgrafo de G que tem vértices
VG e arestas §G \ Y. Além disso, se X € um subconjunto de YV G, denotamos por G \ X os
subgrafo G[V G \ X]. Note que esta operacao retira de G todos os vértices em X e todas as arestas
que tem alguma ponta em X.

Exercicio 13.26: SejaY C £G. Proveque G\ Y # G['VG \ Y.

13.5.2 Grafos complementares

Dois grafos simples ndo orientados G e H sdo ditos complementares se eles tem 0 mesmo conjunto
de vértices V, e para qualquer par de vértices distintos u,v € V, a aresta {u, v} estdi em G se e
somente se ela ndo estd em H. No caso de grafos simples orientados, vale a mesma definicao,
com o par ordenado (u,v) em vez de {u, v}. Veja a figura 13.10. Dito de outra forma, dois grafos
simples G e H sd@o complementares se e somente se VG =VH, EHNEG=0,e EH U EG sdo
todos os pares de vértices distintos. O grafo complementar de um grafo simples G € chamado de
complemento de G e denotado por G. Observe que G U G é o grafo simples completo com vértices

VG.
(a) (b)

Vi V4 141 V4

Vs » Vg Vs / Vg

V2 V3 V2 V3

Figura 13.10: (a) Um grafo G. (b) O seu complemento G

Exercicio 13.27: Formule a seguinte afirmacdo em termos de grafos, e prove sua validade: “Em
qualquer grupo de 6 pessoas, existem trés que se conhecem mutuamente, ou trés que se desconhe-
cem mutuamente.”

13.6 Representacao matricial de grafos

13.6.1 Matriz de adjacéncia

A matriz de adjacéncia de um grafo finito G € simplesmente a representacdo matricial da sua
relacdo de adjacéncia. Ou seja, escolhida uma ordenacdo total vy, vy, ..., v, dos vértices de G,
construimos a matriz booleana M de n linhas e n colunas onde M;; € V se e somente se &G inclui
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uma aresta com extremos (v;, v;) no caso orientado, ou { Vi, V j} no caso nao orientado. Observe que,
neste segundo caso, a matriz serd simétrica (M;; = Mj; para quaisquer i e j).

Se as arestas de um grafo s@o definidas como pares de vértices (ordenados ou ndo), entdo o
grafo G é completamente determinado pela lista ordenada de vértices vy, vy,..., v, € pela cor-
respondente matriz de adjacéncia (orientada ou ndo). Na verdade, dada uma lista ordenada de
n vértices, qualquer matriz booleana n X n determina um grafo orientado com esses vértices; €
qualquer matriz simétrica determina um grafo nao orientado.

Se a definicao permite arestas multiplas, a matriz booleana de adjac€ncias nao é mais suficiente
para representar completamente o grafo. Para tal fim, podemos entretanto usar uma matriz M onde
cada elemento M;; € um niimero natural, especificamente o nimero de arestas com extremos (v;, v;)
ou {vi, v j}, conforme o caso. Porém, esta representacdo ainda ndo permite saber guais arestas ligam
esses dois vértices.

13.6.2 Matriz de incidéncia

A matriz de incidéncia de um grafo finito ndo orientado G € simplesmente a representagdo matricial
da suarelacdo de incidéncia. Ou seja, escolhida uma ordenacao total vy, vy, ..., v,_; dos vértices de
G e uma ordenacdo total ey, ey, ..., e, das arestas, construimos a matriz booleana M de n linhas
e m colunas onde M é V se, e somente se o vértice v; € um extremo da aresta ey.

Dadas as listas de vértices e arestas, a matriz de incidéncia determina completamente o grafo,
mesmo quando este possui lagos ou arestas paralelas.

Exercicio 13.28: Seja G um grafo ndo orientado sem lagos, e M sua matriz de incidéncia, cons-
truida a partir de enumeracdes dadas de seus vértices e arestas. Se considerarmos V=1¢F =0,
quanto vale a soma dos elementos da linha i de M? E a soma dos elementos da coluna k? E a soma
de todos os elementos? O que acontece se o grafo tiver lagos?

Se G € um grafo orientado, podemos construir duas matrizes de incidéncia. Na matriz de
entrada (ou chegada) M*, o elemento M7 € V se e somente se a aresta e, entra no vértice v;. A
matriz de saida M~ € definida de maneira andloga.

Em algumas aplicacdes, € conveniente combinar estas duas matrizes em uma tnica matriz M
cujos elementos sdo inteiros no conjunto {+1,0, —1}; sendo que M, € +1 se ¢, entra em v;, —1 se
ey sai de v;, e 0 se ¢; ndo incide em v;. Ou seja, My = M; — M, supondoque V = 1e F = 0.
Entretanto, esta representagdo somente pode ser usada se o grafo ndo tiver lagos.

13.7 Isomorfismos de grafos

Observe na figura 13.11 os grafos G, G, e G3 tem a mesma estrutura, diferindo apenas nos “no-
mes” dos vértices e das arestas, € na maneira como estdo desenhados; enquanto que o grafo Gy
tem uma estrutura diferente. (Por exemplo, G4 € o Ginico que tem um circuito de comprimento 4.)
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(Gl) (Gl)
Vs V4 u
w
Ve V3
V1 1%} X y Z
G G
p (G3) . 4 (Gy)
f
6
5
a b 1 2

Figura 13.11: (G)), (G»), (G3) grafos com mesma estrutura. (G4) grafo com estrutura
diferente de (G,), (G,) e (G3).

O conceito de “mesma estrutura” pode ser formalizado da seguinte maneira. Dizemos que dois
grafos G e H sdo isomorfos se existem bijecdes f : VG — VHe g : §EG — EH tais que um
vértice v é extremo de uma aresta e no grafo G se e somente se f(v) é extremo da aresta g(e) no
grafo H. No caso de grafos orientados, a direcao da aresta tem que ser preservada também: a aresta
e entra no (resp. sai do) vértice v em G se e somente se g(e) entra em (resp. sai de) f(v). Ou seja,
as funcdes f e g preservam as relacdes de incidéncias entre vértices e arestas. Se os grafos sdo
simples, € suficiente que exista uma funcdo bijetora f : VG — V H que preserva as adjacéncias
dos vértices. Se G e H sdo o mesmo grafo, dizemos que f é um automorfismo de G.

Escrevemos G = H para indicar que G e H sdo isomorfos. Quando isto ocorre, qualquer propri-
edade de G que pode ser definida apenas em termos de incidéncias também serd uma propriedade
de H. Por esta razdo, isomorfismo € um dos conceitos mais importantes da teoria dos grafos.

Exercicio 13.29: Os grafos abaixo sdo isomorfos? Relacione-os dois a dois. Demonstre que sao
isomorfos, se o forem; caso contrario justifique porque néo o sio.

1 2 a b

5 @ 4 (b) m o °

Dados dois grafos G e H, com VG = VH = n, verificar se G e H sdao isomorfos é um
problema dificil. Uma maneira € na forca bruta, ou seja analizar todas as n! bije¢des de VG
para YV H e verificar se alguma delas satisfaz a condi¢do de isomorfismo. Ha algoritmos mais
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eficientes, mas todos os métodos conhecidos podem demorar demais em certos casos, mesmo para
grafos relativamente pequenos.

E ficil provar (veja o exercicio 13.30) que o isomorfismo é uma relacio de equivaléncia entre
grafos. Uma classe de equivaléncia desta relagdo € o conjunto de todos os grafos que tem um
determinado diagrama (isto €, uma determinada estrutura) , independentemente dos “rétulos” dos
vértices e das arestas.

Por esse motivo, cada uma dessas classes é chamada de grafo ndo rotulado; e os grafos que
vimos até agora podem entdo ser chamados de grafos rotulados. Este conceito se aplica a qualquer
um dos tipos de grafos definidos na se¢do 13.2 (simples,orientado, etc.).

Pode-se verificar que todos os grafos simples completos com n vértices sao isomorfos entre si.
Portanto, para cada natural n, existe apenas um grafo ndo rotulado completo com n vértices, que é
geralmente denotado por K,,.

As figuras 13.12 e 13.13 mostram todos os grafos simples (rotulados) com vértices {1, 2, 3}, e
todos os grafos simples ndo rotulados com trés vértices, respectivamente. Observe que varios dos

grafos da figura 13.12 sdo isomorfos, e portanto correspondem ao mesmo diagrama da figura 13.13.

a
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Figura 13.12: Grafos rotulados com trés vértices.

A
A

-
|

Figura 13.13: Grafos ndo rotulados com trés vértices.
Exercicio 13.30: Prove que isomorfismo é uma relacio de equivaléncia entre grafos.

Exercicio 13.31: Prove que se G ¢ H ndo sao orientados e tem arestas paralelas, entdo G = H se e
somente se existe uma bije¢do entre V G e V' H que preserva adjacéncias: isto é, dois vértices u, v
sdo adjacentes em G se e somente f(u) e f(v) sdo adjacentes em H.

Exercicio 13.32: Prove que a afirmagao do exercicio 13.31 nao é verdade se G e G possuem arestas
paralelas.
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13.7.1 Contagem de grafos

Existem 2""~D/2 grafos (orientados) simples com n vértices dados. Para justificar esta férmula,
basta observar que cada um dos (;) = n(n — 1)/2 pares (ordenados) de vértices pode ser ou nao
aresta do grafo.

Se levarmos em conta isomorfismos — isto €, se contarmos grafos simples ndo rotulados com
n vértices — o nimero € bem menor. Veja a tabela 13.1.

Tabela 13.1: Numero de grafos simples com n vértices.

n 01 2 3 4 5 6 7
Rotulados 1 1 2 8 64 1.024 32768 2.097.152
Naorotulados |1 1 2 4 34 156 1.044 12.346

Um algoritmo que permite calcular o nimero de grafos simples ndo rotulados com n vértices (a
segunda linha da tabela 13.1) foi encontrada por George Pdlya em 1935 [?, ?], mas € bastante
complexa e foge do escopo deste livro.

13.8 Conexidade

13.8.1 Conexidade em grafos nao orientados

Seja G um grafo ndo orientado, Dizemos que um vértice u € V G estd conectado ou ligado em
G a um vértice v € VG se e somente se existe um passeio em G com inicio u e término v. Isto
equivale a dizer que existe um caminho em G de u para v (veja o exercicio 13.15)

Dizemos que um grafo é conexo se ele ndo € vazio e quaisquer dois de seus vértices sdo conec-
tados.

As componentes (conexas) de um grafo G sao os subgrafos conexos de G que sdo maximais na
relagdo “C” (“é subgrafo de”). Uma propriedade importante das componentes € a seguinte:

Teorema 13.4: Um subgrafo H de um grafo nao orientado G € uma componente conexa
de G se e somente se H € conexo, e toda aresta de &G que tem um extremo em VYV H estd
em & H (e portanto tem os dois extremos em V H).

Prova:

Para demonstrar a parte “somente se”, seja H uma componente conexa de G. Por defini¢ao,
H é conexo. Seja e uma aresta qualquer de &G que tem uma ponta u em YV H. Seja v a
outra ponta de e, e seja H o subgrafo de G com vértices VH' = VH U {v}e EH' =
EH U {e}. O grafo H’ é conexo, pois qualquer vértice w € <V H estd conectado a u, e u
estd conectado a v pela aresta e. Mas, pela defini¢do de componente, H é maximal dentre
os subgrafos conexos de G sob C. Portanto, como H C H’, devemos ter H = H’; ou seja
ecEHeveVG.

Para demonstrar a reciproca, suponha que H € um subgrafo conexo de G, e toda aresta de
&G que tem um extremo em V H estd em & H. Vamos mostrar que H ¢ maximal dentre
os subgrafos conexos de G. Seja H' um subgrafo conexo de G tal que H € H’. Vamos
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mostrar que H’ = H. Por definicdo de grafo conexo, H ndo é vazio. Seja portanto u
um vértice de H, e v um vértice qualquer de H’. Como H’ é conexo, existe um passeio
(vo,€1,Vv1,...,v,) em H' tal que vgp = u e v, = v. Como e; tem uma ponta (u) em V H,
ela estd em H e portanto a outra ponta v, estd em YV H. Desta forma, por inducdo em i,
provamos que v; estd em V' H para todo i, e portanto v estd em H. Concluimos assim que
YV H' =V H. Portanto, toda aresta e € & H' tem as duas pontas em YV H; pela hipétese, e
estd em & H, e concluimos que E H' = & H. Portanto H' = H, ou seja H é maximal.

Fim.

O teorema 13.4 implica que cada componente de um grafo G € essencialmente um grafo inde-
pendente, sem intersecao ou ligagdo com as outras componentes.

Observe que um grafo é conexo se e somente se ele tem exatamente uma componente conexa.
Em particular, o grafo vazio ndo € conexo. Alguns autores usam o termo desconexo para um grafo
com duas ou mais componentes. Um grafo sem arestas € dito fotalmente desconexo.

Seja e uma aresta de um grafo G. O grafo G \ {e} ou tem 0 mesmo nimero de componentes
conexas que G, ou tem uma componente a mais. No segundo, caso dizemos que a aresta e € uma
aresta de corte. Observe que, se retirarmos uma aresta de corte de um grafo conexo, obtemos um
grafo desconexo.

Exercicio 13.33: Prove que, em qualquer grafo nao orientado G, a relagdo “estd conectado a” é
uma relagéo de equivaléncia.

Exercicio 13.34: Sejam H e K dois subgrafos conexos de um grafo G. Demonstre que H U K é
conexo se e somente se VHN VK # 0.

Exercicio 13.35: Demonstre que um grafo G € conexo se € somente se existe um vertice u € VG
tal que todo vértice v € YV G esta ligado a u.

Exercicio 13.36: Seja G um grafo e u um vértice qualquer de G. Prove que a componente de G
que contém u € G[U], onde U é o conjunto de todos os vértices que estdo ligados a u em G.

Exercicio 13.37: Prove que uma aresta ¢ de um grafo G é uma aresta de corte se e somente se e
ndo pertence a nenhum ciclo de G.

13.8.2 Conexidade em grafos orientados

Um grafo orientado G € fortemente conexo se, para quaisquer dois vértices u,v € V, existe um
passeio orientado de u para v e de v para u. Isto equivale a dizer que existe um caminho orientado
de u para v e de v para u (veja o exercicio 13.24.)

Um subgrafo fortemente conexos de um grafo orientado G que nao estd contido em nenhum
outro subgrafo fortemente conexo de G €, por defini¢do, uma componente fortemente conexa de
G. Isto €, as componentes fortemente conexas de G sdo os subgrafos fortemente conexos de G que
sdo maximais sob “C”.

Ao contrério do que ocorre em grafos nao orientados, uma componente fortemente conexa H
de um grafo G nao € necessariamente “isolada” das outras componentes. Pode existir uma (ou
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mais) aresta e de G que ndo estd em & H mas tem origem ou destino em YV H. (Nesse caso € facil
provar que o outro extremo de e ndo esti em V H.)

Portanto, pode-se ver que as componentes fortemente conexas de um grafo orientado G nao
coincidem com as componentes conexas do grafo ndo orientado G’ que € obtido de G ignorando-
se as orientacOes das arestas. Em particular, se G’ € conexo, G pode ndo ser fortemente conexo.
Neste caso, diz-se que G € fracamente conexo.

13.9 Arvores

Uma drvore é um grafo conexo aciclico. Arvores sdo muito importantes, em computacio e em
outras dreas, e tem indmeras propriedades interessantes. Por exemplo, a maneira mais econdmica
de interligar um conjunto de computadores e switches por cabos é formando uma arvore.

Observe que uma arvore € necessariamente um grafo simples.

Teorema 13.5: Em uma drvore quaisquer dois vértices sao ligados por um tnico caminho.

Prova:

Sejam T uma arvore e u e v dois vértices de 7. Como T € conexo existe um caminho P
ligando o vértice u ao vértice v. Suponhamos, por contradi¢do, que este caminho nao é
unico, ou seja, existe um caminho Q, distinto de P ligando o vértice u ao vértice v. Como
os caminhos sdo distintos existe uma aresta e que ocorre em P e ndo em Q. Podemos
escrever entdo P = P; - (x,e,y) - P, onde x e y s@o os extremos de e. Considere agora o
subgrafo H de G que consiste de todos os vértices e arestas de P e de Q, exceto a aresta e.
A concatenagdo PII Q- Py "¢ um passeio que visita todos os vértices de H. Portanto H é
conexo. Logo existe um caminho R em H de x para y que ndo passa por e. A concatenacao
R - (y, e, x) € portanto um circuito em 7'. Isto contradiz a definicdo de arvore. Portanto
concluimos que o caminho P € unico.

Fim.

Outra propriedade de drvores que precisaremos mais adiante € a seguinte:

Corolario 13.6: Seja G uma arvore e e uma aresta de G. O grafo G \ {e} tem exatamente
duas componentes conexas.

Prova:

Sejam u e v os extremos de e, e seja H = G \ {e}. Pelo teorema 13.5, o inico caminho
entre ue vem G € (u, e, v). Portanto em H ndo existe caminho entre u e v, implicando que
H € desconexo.

Por outro lado, todo vértice x de G estd ligado a u por um um unico caminho P(x). Se
esse caminho ndo passa por e, entdo ele € um caminho em H. Se ele passa por e, entdao
P(x) = P'(x) - (v, e, u), e portanto P’(x) € um caminho de x para v em H. Concluimos que
todo vértice de H estd ligado em H ao vértice u ou ao vértice v. Portanto H tem exatamente
duas componentes conexas: a que contém u, € a que contém V.
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Fim.

Este corolario implica que toda aresta de uma arvore € uma aresta de corte.
Teorema 13.7: Seja G uma arvore com |['VG|=ne|§G|=mentdiom =n — 1.

Prova:

Vamos provar este teorema por inducao no nimero de vértices. Observe que, como um
grafo conexo ndo pode ser vazio, uma arvore tem pelo menos um vértice.

e Base: Se n = 1, entdo qualquer aresta de G seria um laco, e portanto formaria um
circuito. Portanto G tem zero arestas, e a afirmagao € verdadeira.

e Hipotese de indugdo: Para todo k < n, uma arvore com k vértices tem k — 1 arestas.

e Passo: Supondo que n > 2 e a hipétese de inducdo, vamos provar que toda arvore
G com n vértices tem n — 1 arestas. Como G € conexo, ele deve ter pelo menos
uma aresta e = (u,v). Considere o subgrafo H = G \ {e}. Pelo lema 13.6, H tem
exatamente duas componentes conexas, H; € H,. Sejam n; = |V Hi| e n, = |V H,|;
note que n; + n, = n, ny < n, € n, < n. Portanto, pela hipotese de indugdo, H,
tem n; — 1 arestas, e H, tem n, — 1 arestas. Logo o nimero de arestas de G é
m-D+m-D+1=n+n-1=n-1.

Fim.

Exercicio 13.38: Seja G um grafo, e 7 uma aresta de G tal que G \ {t} é uma arvore. Prove que G
tem exatamente um subgrafo-circuito (um subgrafo conexo néo vazio H com |& H| = |V H|.)

Exercicio 13.39: Suponha provado que um grafo com n vértices € uma arvore se e somente se ele
€ conexo e tem exatamente n — 1 arestas.

e a Prove que, se G € uma drvore e ¢ € uma aresta qualquer de G, entdo G \ {t} tem exatamente
duas componentes que sao arvores.

e b Prove que todo grafo 4rvore tem ou um vértice de grau 0, ou pelo menos dois vértices de
grau 1.

Exercicio 13.40: Sejam gi,..., g, (n > 2) inteiros positivos tais que .7 | g; = 2n — 2.

e a) Mostre que se n > 3 entdo existem i e jtaisque g; = 1 e gj > 2.

e b) Mostre por inducdo em n que existe alguma 4rvore com n vértices e com sequéncia de
graus (g1,...,&,) dada, ndo necessariamente ordenada.
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13.10 Grafos bipartidos

Seja G = (V G,EG,F G) um grafo. Uma biparticdo de <V G € um par nao ordenado de subcon-
juntos V- Ge V*Gde VG, taisque V-GUV G =VGeV GNV" G = 0 e toda aresta do
grafo tem um extremo em V- G e o outro em V* G. Um grafo G com uma biparticio V- G, V* G
é chamado um grafo bipartido.

Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido no qual todo vértice de V- G € adjacente a
todo vértice de V* G.

Verifica-se que uma condic¢do necessdria e suficiente para que um grafo G = (VG,EG, F G)
tenha uma biparticdo é que ele ndo possua ciclos de comprimento impar.

Pode-se verificar (veja o exercicio 13.41) que, para cada par de nimeros naturais m e n, existe
apenas um grafo nao rotulado bipartido completo cuja biparticdo tem m vértices em um conjunto
e n vértices no outro. Esse grafo ndo rotulado é geralmente denotado por K,,, ;.

Exercicio 13.41: Prove que dois grafos bipartidos completos G e H sdo isomorfos se e somente se
existirem biparticdes V™ G, V* G de Ge V™ H,V* H de H tais que |(V_ G| = |(V_ H| e |(VJr G| =
[V H.

Exercicio 13.42: Quando é que um grafo bipartido completo é regular?

13.11 Grafos eulerianos

Para mostrar que o problema das pontes de Konigsberg ndo tem solucdo, Euler primeiro modelou
o mapa da figura 13.2 por um grafo G nao orientado, onde cada vértice representava uma regiao de
terra firme (uma margem do rio ou uma ilha), e cada aresta representava uma ponte entre as duas
regides representadas pelos seus extremos (veja figura 13.14). Neste modelo, o problema pede um
passeio no grafo G que atravessa exatamente uma vez cada aresta de & G, ou seja, uma trilha que
atravessa por todas as arestas. Uma trilha com esta propriedade é chamada de trilha euleriana ou
trilha de Euler do grafo G. Se a trilha € fechada ela é chamada de tour euleriano ou tour de Euler.
Um grafo ¢ dito euleriano se ele contém um tour de Euler.
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D

Figura 13.14: Grafo das pontes de Konigsberg

No seu artigo de 1736, Euler fez mais do que resolver o problema da cidade de Konigsberg.
Ele encontrou uma condi¢@o necessdria e suficiente para que um grafo qualquer G tenha um tour
euleriano:

Teorema 13.8: Um grafo conexo tem um tour de Euler se e somente se ele ndo tem
vértices de grau impar.

A demonstragdo da parte “somente se” do teorema € o exercicio 13.44. A prova da parte “se”
do enunciado é mais trabalhosa e foge do escopo deste livro.

Outro quebra-cabecas cldssico que recai no mesmo problema de grafos é desenhar cada um dos
diagramas da figura 13.15 sem levantar o ldpis do papel e sem tragcar duas vezes a mesma linha.
Cada desenho pode ser modelado por um grafo G, onde os vértices s@o os extremos isolados de
linhas ou pontos onde trés ou mais linhas se encontram, e as arestas s@o as linhas ligando esses
pontos. Nesse caso, o que se pede é uma trilha euleriana, uma trilha (ndo necessariamente fechada)
que passa por todas as arestas de G. O seguinte teorema € um coroldrio do teorema de Euler:

Corolario 13.9: Um grafo conexo tem uma trilha de Euler se, e somente se, ele tem no
maximo dois vértices de grau impar.

(G1) (G2 h (G3)
V4 V3 d c X w
e 8
Vs
a b
V1 1% u 1%
f

Figura 13.15: (G) e (G,) grafos com trilhas eulerianas e (G3) grafo sem trilha euleriana.
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Exercicio 13.43: Para que valores de n um grafo completo com n vértices tem um tour de Euler?

Exercicio 13.44: Seja G um grafo conexo. Se G tem um tour de Euler entdo G ndo tem vértices de
grau impar.

Exercicio 13.45: Seja G = (V, E) um grafo simples conexo e que nao é euleriano. Foram propostos
os seguintes métodos para construir um grafo euleriano H que contém G como um subgrafo. Quais
dos métodos descritos abaixo constroem corretamente o grafo H? Justifique sucintamente.

a) Acrescente um novo vértice, ligando-o a cada vértice de grau impar de G através de uma
aresta.

b) Acrescente um novo vértice, ligando-o a cada vértice de G através de uma aresta.

c) Escolha um vértice arbitrario de G e acrescente novas arestas ligando este vértice a todos os
vértices de grau impar de G.

d) Duplique cada aresta de G.

e) Acrescente arestas a G até obter um grafo completo com |V/| vértices.

13.12 Grafos hamiltonianos

Considere o seguinte quebra-cabecgas: o Rei Artur precisa designar os assentos para seus 24 Ca-
valeiros em volta da Tédvola Redonda. Mas nem todos eles sdo amigos; e é importante que cada
cavaleiro seja colocado entre dois de seus amigos.

Podemos descrever as relagdes de amizade como um grafo simples G onde os vértices sdo os
Cavaleiros e existe uma aresta entre dois Cavaleiros se eles sdo amigos (e portanto podem sentar
lado a lado). Veja por exemplo a figura 13.16.

Tristan Artur Alymore

A NS Bedivere
— 75\
X

v,

A

Palamedes Brunar
Modred Dagonet
Lucan Degore

Lancelot "=/ S ‘4 \‘ Galahad

Gareth
Gawaine
Kay Guinglain

Lamorak
LaCotemal

Figura 13.16: O grafo de amizades dos Cavaleiros da Tavola Redonda.
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Pode-se ver que a solu¢do do quebra-cabecgas € um circuito nesse grafo G que passa por todos os
seus vértices; ou seja, um passeio fechado que passa exatamente uma vez em cada vértice. Veja a
figura 13.17.

Modred Artur Galahad
Alymore

Lancelot

Guinglain Gawaine

Brunar Percival

Degore Lionel

Dagonet Tristan

Ector Gareth

Kay Bedivere

Pellinore Blioberis

LaCotemal
Bors Lucan
Lamorak  Palamedes

Saphar

Figura 13.17: Uma solucdo para o problema do Rei Artur.

Um circuito com essas propriedades € chamado de circuito hamiltoniano do grafo G. Este nome
homenageia o matemaético irlandés William Rowland Hamilton (1805-1861). Em 1856 ele des-
creveu, em uma carta a um colega, um jogo para duas pessoas baseado no grafo G da figura 13.18,
derivado do dodecaedro. Nesse jogo, uma pessoa escolhe um caminho P qualquer de cinco vértices
no grafo G, e a outra deve encontrar um circuito em G que comega com P e passa por todos os
vértices.

Figura 13.18: O grafo G do jogo de Hamilton.
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Um grafo que possui pelo menos um circuito hamiltoniano é chamado de grafo hamiltoniano.
A figura 13.19 mostra alguns exemplos de grafos hamiltonianos (com os respectivos circuitos) e
de grafos nao hamiltonianos.

(@) (b)
c d 4 3
8 h
5 6
e f
a b 1 2
(c) (d) h
w Z
u % i ]
X y y
f

Figura 13.19: (a) e (b) grafos hamiltonianos e (c) e (d) grafos ndo hamiltonianos.

Ha vérios argumentos que podem ser usados para demonstrar que um grafo ndo é hamiltoni-
ano. Por exemplo, se G tem um vértice de grau 1, entdo G ndo € hamiltoniano. No exemplo da
figura 13.19(c), pode-se ver que qualquer passeio que visite os vértices u e v deve repetir a aresta
a, e portanto ndo pode ser um circuito. No exemplo da figura 13.19(d), pode-se observar que os
cinco vértices brancos e os seis vértices pretos formam uma biparticdo V- G, V* G de G. Como
os dois conjuntos tem cardinalidades diferentes, podemos concluir que nao ha circuito que passe
por todos os vértices.

Um grafo completo K, sempre tem um circuito hamiltoniano se n > 3. Uma condig¢@o suficiente
para que um grafo G seja hamiltoniano é que |V G| > 3 e cada vértice tenha grau pelo menos
|V G| /2. Entretanto, esta condi¢do ndo € necessdria. A demonstracdo deste teorema (e muitas
outras condi¢des necessdrias ou suficientes para um grafo ser hamiltoniano) pode ser encontrada
em textos de teoria de grafos [?, ?].

Em contraste com os grafos eulerianos, ndo se conhece nenhum algoritmo eficiente para en-
contrar um circuito hamiltoniano em um grafo G dado. Na verdade, ndo se conhece nenhuma
condi¢do necessdria e suficiente para saber se um grafo é hamiltoniano que seja facil de testar.

Um caminho que visita todos os vértices de um grafo G é chamado caminho hamiltoniano de
G.
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Exercicio 13.46: Um cofre tem uma fechadura elétrica acionada por trés chaves, cada uma das
quais pode estar em duas posi¢cdes indicadas por ‘0’ e ‘1°. A porta abre somente se as tr€s chaves
estiverem em uma combinagio secreta especifica, por exemplo ‘011°. Um ladrdao que ndo conhece
o segredo quer tentar todas as combinagdes mexendo em apenas uma chave de cada vez, no menor
tempo possivel. Modele o problema em um grafo e encontre uma solu¢io para o mesmo. Facga o
mesmo para um cofre com quatro chaves.

Exercicio 13.47: Um poliedro é um sélido geométrico limitado por poligonos planos. A todo
poliedro K corresponde um grafo G tal que Y G € o conjunto dos vértices (cantos) de K, EG é o
conjunto das arestas (quinas) de P e as pontas de cada aresta sdo as mesmas em G e em K. Os po-
liedros platonicos sdo poliedros cujas faces, vértices, arestas e angulos sdo todos iguais. Existem
apenas cinco poliedros platdnicos: o tetraedro, o cubo, o octaedro, o icosaedro, e o dodecaedro
regulares. Desenhe os grafos desses poliedros e determine quais deles possuem um circuito hamil-
toniano,

Exercicio 13.48: Dé exemplos de:

1. Um grafo euleriano que ndo € hamiltoniano.

2. Um grafo hamiltoniano que nio é euleriano.

Exercicio 13.49: Demonstre que se G é um grafo bipartido com um nimero impar de vértices,
entdo G ndo é um grafo hamiltoniano.

Exercicio 13.50: Considere um tabuleiro de xadrez. Um cavalo pode, através de seus movimentos
no jogo de xadrez, passar por todas as casas do tabuleiro e retornar a casa de onde partiu? Responda
esta questao considerando um “tabuleiro” 4 x 4,5 x 5,7 x 7, 8 X 8. Sugestdo: O exercicio 13.49
podera auxiliar em alguns desses casos.

Exercicio 13.51: Prove, por inducdo, que o n-cubo é um grafo hamiltoniano.

13.13 Grafos planares

Um quebra-cabecas cldssico pede para ligar trés casas a trés centrais de servico — agua, esgoto e
internet banda-larga — sem que nenhuma dessas ligacdes cruze qualquer outra. Veja a figura 13.20.
O problema pede para desenhar um grafo G (neste caso, o grafo completo bipartido K33) no
plano, de modo que nenhuma aresta cruze outra aresta ou passe por um vértice que nao € seu
extremo. Um desenho deste tipo é chamado de representagdo planar do grafo G. Se G pode ser
desenhado desta forma, dizemos que ele é um grafo planar.
Nem todo grafo é planar. A figura 13.21 mostra exemplos de grafos planares e nao planares.



232 CAPITULO 13. INTRODUCAO A TEORIA DE GRAFOS

Figura 13.20: O problema das trés casas e trés servicos.

1 2 a £ b
D
6 3 A s
C
S (@ ¢4 d (b) ¢

Figura 13.21: (a) Um grafo nao planar. (b) Um grafo planar.

Uma representacio planar de um grafo divide o plano em uma ou mais regides, separadas
pelos desenhos dos vértices e arestas. Essas regides sdo chamadas de faces da representagdo. Na
figura 13.21(b) ha cinco faces (A,B,C,D,E). Note que uma dessas regides — a face externa E —
tem tamanho infinito, as demais tem tamanho finito.

A teoria dos grafos planares € bastante extensa e necessita de conhecimentos de topologia
do espago R? que fogem ao escopo deste livro. Portanto indicaremos apenas alguns resultados
importantes sobre este tema, sem demonstracao.

Teorema 13.10: Seja G uma representacio planar de um grafo G. Uma aresta e de G

pertence a um circuito se, € somente se, ela separa duas faces distintas de G.

Corolario 13.11: Um grafo é uma arvore se e somente se ele tem uma representaciao
planar com uma unica face.

13.13.1 A férmula de Euler para grafos planares

Um mesmo grafo planar G pode ter vdrias representacdes planares bem diferentes. Na figura 13.22,
por exemplo, no primeiro desenho as faces A, B,C,D tem 3, 3, 5 e 5 lados, respectivamente,
enquanto que no segundo as faces A’, B’, C’, D’ tem 3, 3, 4 e 6 lados, respectivamente.
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2 3 2 3

Figura 13.22: Duas representacdes planares do mesmo grafo.

No entanto, Euler descobriu que toda representacdo planar de um mesmo grafo G tem o mesmo
nimero de faces. Este resultado foi expresso pelo seguinte teorema:

Teorema 13.12:[Férmula de Euler] Seja G uma representacio planar de um grafo simples
e conexo G. Seja f o nimero de faces de G. Entio f = e —v + 2, onde v = [V G| e
e =|EG|.

Prova:

Vamos provar usando inducdo no nimero de faces de G. Se f = 1 entdo, pelo teo-
rema 13.11, G € uma arvore. Nesse caso, pelo teorema 13.7, temos e = v — 1. Portanto o
enunciado vale para f = 1.

Suponhamos agora que f € um inteiro maior ou igual a 2 e que a afirmacgao € verdadeira
para todas as representacoes planares de grafos simples com o ndmero de faces menor que
f. Seja G uma representacio de um grafo conexo e planar G com f faces. Escolha uma
aresta a de G que ndo seja uma aresta de corte. Logo a pertence a algum circuito de G
(veja o exercicio 13.37) e pelo teorema 13.10, ela separa duas faces distintas de G. Entdo
retirando a aresta a de G obtemos uma representacio G’ do subgrafo G — a. Observe que
G — a é conexo e que G’ tem f’ = f — 1 faces, pois as duas faces de G separadas por a
tornam-se uma face em G’. Sejam v = ve ¢’ = ¢ — 1 o nimero de vértices e arestas do
grafo G — a. Por hipétese de indug@o temos que

ff=e—-Vv+2
ou seja
(f-D=((-1)—-v+2
e portanto
f=e—v+2
Fim.

Uma consequéncia da formula de Euler € que um grafo planar ndao pode ter muitas arestas.
Mais precisamente:
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Corolario 13.13: Seja G um grafo planar, simples e conexo, com pelo menos trés vértices.
Entdo [EG| <3|V G| - 6.

O corolério 13.13 permite concluir que o grafo completo K5 nao € planar, pois para ele temos
'VKs|=5,|EKs| =10,e10>3-5-6=09.

Corolario 13.14: Seja G um grafo planar, simples e conexo, com pelo menos trés vértices.
Se G ndo possui ciclos de comprimento 3, entdo |[EG| < 2|V G| — 4.

Este coroldrio permite concluir que K33 ndo € planar, pois ele ndo tem ciclos de comprimento
3, tem |(V K3,3| =0, |8 K3,3| =9,e9 >2-6-4 = 8. Observe que este resultado mostra que o
problema das trés casas e trés servigos nao tem solucao.

13.13.2 O teorema de Kuratowski

A defini¢do de grafo planar usa o conceito de curvas desenhadas no plano R?, e portanto sai do
dominio da matemadtica discreta (grafos) para o dominio da matemadtica continua (geometria e
topologia do plano). Entretanto, em 1930, o matemdtico polonés Kasimierz Kuratowski (1896—
1980) descobriu que € possivel caracterizar os grafos planares apenas em termos discretos.

Para apresentar esse resultado precisamos do conceito de subdivisdo de um grafo. Dizemos
que um grafo simples H é uma subdivisdo de outro grafo simples G se VG C YV H, e para cada
aresta e € § G existe um caminho C, em H ligando os extremos e; sendo que toda aresta de EH e
todo vértice de YV H \ V G ocorre em exatamente um destes caminhos. (Ou seja, se e somente se
H pode ser obtido de G inserindo-se zero ou mais vértices novos ao longo de cada aresta.) Veja a
figura 13.23.

G H
1 4 1 7 8 4
5 5 ¢ 6
2 3 2 3

Figura 13.23: Um grafo G e uma subdivisao H de G.

Teorema 13.15:[Teorema de Kuratowski] Um grafo G € planar se e somente se ele nao
contém um subgrafo que seja isomorfo a uma subdivisdo do Ks ou do K3 3.

Exemplo 13.1: A figura 13.24(a) mostra o chamado grafo de Petersen (estudado pelo matematico
dinamarqués Julius Petersen, 1839-1910) que denotaremos por P. Seja H o subgrafo de P formado
pelos vértices e arestas cheias, que estd redesenhado na figura 13.24(b). Neste desenho é facil ver
que H é isomorfo a uma subdivisdo do grafo completo K3 3 ilustrado na figura 13.24(c). Note, por
exemplo, que o caminho (e, a, f) de H corresponde a aresta (1,4) de K3 3.



13.13. GRAFOS PLANARES 235

(@)
A
ALY
[
r
D c
©) (d)
F D J F D J
C
A
G
E I H E I H

Figura 13.24: (a) o grafo de Petersen. (b,c) O subgrafo G \ {B} desenhado de duas
maneiras diferentes. (d) um grafo K33 que subdividido dd G \ {B}.

Exercicio 13.52: Assinale com V ou F as afirmacdes que sdo verdadeiras ou falsas respectiva-
mente:

e todo subgrafo de um grafo planar € planar.
e todo subgrafo de um grafo nio-planar é nao-planar.
e todo grafo que contém um grafo planar (como subgrafo) é planar.

e todo grafo que contém um grafo ndo-planar (como subgrafo) é ndo-planar.
Exercicio 13.53: Para que valores de n, K, é planar?

Exercicio 13.54: Para quais valores de r e s (r < s) o grafo bipartido completo K, ; é planar?

13.13.3 Grafo dual

Seja G uma representagio planar de um grafo G, e seja H um grafo definido da seguinte maneira:
e Os vértices de H sdo as faces de G
e As arestas de H sao as arestas de G;

e Uma aresta e tem extremos nos vértices A e B em H se e somente se ela € parte da fronteira
entre as faces A e Bem G.
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Verfica-se que H também é um grafo planar, e tem uma representacio planar H tal que cada vértice
de H esté dentro da face correspondente de G, e vice-versa; e que uma aresta ¢’ em H cruza uma
aresta ¢’ de G se, e somente se, ¢’ = e”. Veja a figura 13.25. Neste caso, diz-se que G e H sao
representagoes planares duais, e que G e H sdo grafos duais.

1 a 4 1 4 A | e | B
A
--_“
A ..
’ d
e B : s b /
c ; 5.
2 c 3 o2 - C
S
co

Figura 13.25: Uma representaco planar G de um grafo G (esq.) e sua representacio
planar dual H (dir.).

Para cada aﬁrmagéo sobre uma representacdo planar G ha uma afirmagio equivalente sobre a
representagao dual A, onde os conceitos de face e vértice trocam de papéis. Por exemplo, dizer que
G possui um vértice de grau 5 equivale a dizer que A possui uma face com cinco lados (Ievando
em conta que uma mesma aresta pode contribuir com dois lados). Aplicando esta correspondéncia
a teoremas ja provados podemos obter outros teoremas, as vezes nada ébvios, que ndo precisam
ser demonstrados.

13.14 Coloracao de grafos

13.14.1 Coloracao de mapas

E costume em mapas pintar os paises (estados, municipios, etc) com cores variadas, de tal forma
que estados que tem fronteira comum tenham cores diferentes — a fim de tornar as fronteiras
mais visiveis. Uma questdao antiga é quantas cores diferentes sdo necessdrias para esse fim. A
experiéncia sugere que trés cores sao insuficientes, mas quatro cores bastam (desde que cada pais
seja um unico territério continuo). Serd que existe algum mapa que precisa de cinco (ou mais)
cores?

Em 1852 esta questdo foi colocada como um problema matemaético pelo aluno inglés Francis
Guthrie (1831-1899), e foi amplamente divulgada pelo seu professor Augustus De Morgan. Em
1879, o matemdtico inglés Alfred Kempe (1849-1922) publicou uma demonstracao de que quatro
cores eram suficientes. Porém, em 1890 foi observado que havia uma falha na demonstragdo de
Kempe. Uma demonstracdo correta foi obtida apenas em 1976, por Kenneth Appel e Wolfgang
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Haken. Essa demonstragdo causou bastante controvérsia, pois os autores reduziram o problema a
2000 casos separados, e utilizaram um programa de computador para enumerar e verificar todos
esses casos. Por esse motivo muitos matematicos se recusaram a considerar a demonstragao valida,
e ela foi publicada somente em 1989. Em 1996 Robertson, Sanders, Seymour e Thomas consegui-
ram simplificar a demonstra¢do reduzindo a lista para “apenas” 633 casos. (Hoje demonstracdes
usando computador tornaram-se ferramentas importantes em matemadtica.)

Um mapa de paises pode ser visto como uma representagdo planar G de um grafo G: cada
vértice de G é um ponto do mapa onde trés ou mais paises tem fronteira comum, e cada aresta é
um trecho de fronteira entre dois paises ligando dois desse pontos. Na representagdo dual H de G,
cada vértice € um pais e existe uma aresta ligando dois paises se, € somente se, eles tem um trecho
de fronteira em comum. Portanto, o resultado de Appel e Haken pode ser reformulado como segue

Teorema 13.16:[Teorema das quatro cores] Se H é um grafo planar é sempre possivel
colorir seus vértices com quatro cores, de modo que quaisquer dois vértices adjcentes
tenham cores distintas.

13.14.2 Coloracao de grafos em geral

O problema das quatro cores € um caso particular de uma questdao mais geral sobre grafos ar-
bitrdrios (ndo necessariamente planares).

Definimos uma k-coloragdo de um grafo simples G como uma atribui¢ao de k cores aos vértices
de tal forma que vértices adjacentes ndo tem a mesma cor. O nimero cromdtico de G é o menor
numero k de cores tal que G tem uma k-coloragao. Denotaremos por y(G) o nimero cromatico de
um grafo G.

E fécil ver que o nimero cromdtico de G é 2 se e somente se G é bipartido, e que o nimero
cromético do grafo completo K, é n. O teorema das quatro cores diz que o nimero cromdtico de
um grafo planar € no maximo 4.

Ainda ndo se conhece um algoritmo eficiente para determinar o nimero cromatico de um grafo
simples G arbitrdrio. Entretanto, existe um teorema que limita esse ndmero:

Teorema 13.17: Seja G um grafo simples e A o maior dos graus de seus vértices. O
nimero cromdtico de G € no maximo A + 1.

Exercicio 13.55: Qual é o nimero cromatico do grafo ciclo com cinco vértices (Cs)? E do grafo
ciclo com n vértices (C,) em geral?

Exercicio 13.56: Qual é o nimero cromdtico do grafo completo bipartido K, 4, para p, g > 1?

Exercicio 13.57: Seja G um grafo com pelo menos uma aresta. Prove que G é um grafo bipartido
se, e somente se, o nimero cromatico de G € dois.

Exercicio 13.58: Seja G um grafo planar com n vértices. Prove, usando indugao, que os vértices
de G podem ser pintados com 6 cores.

Exercicio 13.59: Prove o teorema 13.17 usando inducdo no niimero de vértices do grafo.
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Capitulo 14

Cardinalidade de conjuntos

No capitulo 2 definimos informalmente a cardinalidade de conjuntos finitos, mas s6 agora temos
condi¢cdes de dar uma defini¢do mais precisa de cardinalidade, inclusive para conjuntos infinitos.

Definicao 14.1: Sejam A e B dois conjuntos. Se existir uma fun¢do bijetora f : A — B,
entdo dizemos que A e B tem a mesma cardinalidade. Denotaremos este fato por A ~ B.

13 2 Z
~

Pode-se provar que ¢ uma relacdo de equivaléncia. As classes de equivaléncia da relacdo
“~” s@0 chamadas de cardinalidades ou niimeros cardinais. A cardinalidade de um conjunto A é
geralmente denotada por |A| ou #A. Portanto temos que A ~ B se e somente se |[A| = |B].

Exercicio 14.1: Prove que ~ é uma relacdo de equivaléncia.

239
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14.1 Conjuntos finitos

Para cada nimero natural n definimos 7, = {i € N : i < n}. Por exemplo, Is = {0,1,2,3,4}. Um
conjunto A € dito finito se existe um nimero natural n tal que A ~ I,. Neste caso, dizemos que n €
o numero de elementos de A.

E ficil ver que dois conjuntos finitos tem a mesma cardinalidade se e somente se eles tem o
mesmo nimero de elementos. Portanto a cardinalidade de um conjunto finito pode ser identificada
com seu nimero de elementos.

Observe que, de acordo com a defini¢do, o conjunto vazio @ € finito e || = 0.

Exercicio 14.2: Prove que

e para todo nimero natural m e n, se I,, ~ I, entdo m = n.
(Sugestao: use indugdo em n.)

e se A é finito, entdo existe exatamente um nimero natural tal que I, ~ A.

14.2 Conjuntos infinitos

Para certos conjuntos A, ndo existe uma bijecdo de A para I,, para nenhum n € N. Exemplos
incluem o préprio conjunto N, bem como Z, Q e R. Dizemos que estes conjuntos sao infinitos.

Poderiamos supor que, como no caso dos conjuntos finitos, os subconjuntos proprios de um
conjunto infinito A tem cardinalidades estritamente menores que |A|. Porém, os exemplos abaixo
mostram que isso ndo € verdade:

Exemplo 14.1: Seja E C N o conjunto dos niimeros naturais pares, {2k : k € N}. Considere a
funcao f : N — E definida por f(n) = 2n. A fun¢do f é uma bije¢do do conjunto dos naturais no
conjunto dos nimeros pares. Portanto N ~ E e portanto a cardinalidade de N é a mesma que E.

Ou seja, é possivel retirar elementos de um conjunto infinito sem alterar sua cardinalidade. Verifica-
se que esta € uma propriedade geral de conjuntos infinitos. Inclusive, muitos autores usam esta
propriedade como defini¢do, dizendo que um conjunto A € infinito se e somente se ele tem um
subconjunto préprio B tal que A ~ B.

O exemplo acima foi enunciado pelo matematico alemdo David Hilbert (1862—1943) na forma
de uma anedota: um hotel com infinitos quartos, todos ocupados, de repente recebe infinitos novos
hospedes, e precisa arrumar quartos para eles.

Dois outros exemplos importantes sdo os seguintes:

Exemplo 14.2: Considere a funcao f : N — Z definida por

n+1
2

_{k se n é par (n = 2k) (14.1)

fn) = (_l)n{ —(k+1) senéimpar (n=2k+1)

A tabela abaixo ilustra a funcio f

n|[0 12 34 56 7.
fam|0 -1 1 -2 2 -3 3 —4...

Esta funcdo € uma bije¢do de N para Z, e portanto N ~ Z.
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Exemplo 14.3: Considere a fungdo f : N X N — N definida pela férmula

_(w+v)(u+v+1)

fu,v) = 3

(14.2)

A tabela abaixo ilustra a funcdo f. Ela associa a cada par (1, v) um niimero natural na sequéncia,
segundo diagonais sucessivas:

v
0O 1 2 3 4
00 1 3 6 10
12 4 7 11
u 205 8 12
31 9 13 .
4114

Verifica-se que esta funcdo é uma bije¢do de N x N para N, e portanto N X N ~ N.

Exemplo 14.4: Considere a funcdo f : [0,1] — [1,3] definida por f(x) = 2x + 1. Verifica-se
que esta fungdo é uma bijecao do intervalo [0, 1] para o intervalo [1, 3], e portanto concluimos que
[0, 1] ~ [1, 3]. Por raciocinio andlogo, podemos concluir que todos os intervalos fechados [a, b] de
numeros reais tem a mesma cardinalidade.

Podemos demonstrar também que
Teorema 14.1: Para todo inteiro positivo n, N* ~ N .

A demonstragdo pode ser feita por inducdo em n, usando a funcio f do exemplo 14.3, e a bijecdo
g entre os conjuntos N" e (N"~!) x N, definida por

gl(ai,ay,...,a,) = (a1, a0, ...,a,-1),a,)
para toda énupla (ay, as, . .., a,) em N".
Exercicio 14.3: Demonstre o teorema 14.1.

Outro resultado importante € o seguinte:

Teorema 14.2: Seja X um conjunto finito ndo vazio, e X* o conjunto de todas as sequéncias
finitas de elementos de X, isto é X* = U, X¥. Entdo X* ~ N.

Prova:

Seja m = |X|. Note que |X"| = m". Seja f, uma bijecdo qualquer do conjunto X" para o

conjunto {0, 1,...,m" — 1}. Considere a fun¢do g : X* — N, definida por
n—1
g(x) = [ mk) + fu(X)
k=0
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para todo n € N e toda sequéncia x € X". Em particular,

se x € X" entdo g(x) = fy(x) =0;

se x € X' entdo g(x) = 1 + fi(x) e{l,....,1+(m-1)};

sex€X?® entdog(x)=1+m+ fo(x) e{lem .. 1+m+m -1
sexeX® entdog(x)=1+m+m?>+ fz(x) € 1+m+m2,...,1+m+m2+(m3—1)};

e assim por diante. Pode-se ver que a funcdo g é uma bijecdo de X* para N, e portanto
X" ~N.

Fim.

Observe que este teorema ndo se aplica ao conjunto das sequéncias infinitas sobre um conjunto
finito X. Um contra-exemplo serd visto na se¢do 14.4.

14.3 Conjuntos enumeraveis e contaveis

Um conjunto € dito enumerdvel se ele tem a mesma cardinalidade dos nimeros naturais. Dizemos
que um conjunto € contdvel se ele € finito ou enumeravel.

Observe que um conjunto A é enumeravel se, e somente se € possivel listar os elementos do
conjunto como uma sequéncia infinita ay, a, as, .. .; isto é, podemos indexa-los pelos nimeros
naturais.

Exemplo 14.5: O conjunto N X {i}, para qualquer i € N, € enumeravel. Para provar esta afirmacao,
considere a fungdo f : N — N x {i} tal que f(j) = (j, i) paratodo j € N, que ¢ trivialmente bijetora.

Exemplo 14.6: Todo subconjunto A de N € contdvel. Se A € finito, ele € contdvel. Se A ndo é finito,
considere a func¢do bijetora f : A — N onde f(a) € nimero de elementos de A que sdo menores
que a, para todo a € A.

Exemplo 14.7: Se B € um conjunto contével, todo subconjunto C C B € contdvel. Para provar este
fato, considere uma bijecdo f de N para B. Seja A o subconjunto f~!(C) de N. Pelo exemplo 14.6,
A é contdvel. A restricdo de f a A € uma bijecdo de A para C, e portanto C também ¢é contdvel.

Exercicio 14.4: Prove que Z X N e Z X Z sdo enumeraveis.

Conjuntos contdveis podem ser combinados de diversas maneiras e ainda continuam contaveis.
Pode-se provar que a unido de dois conjuntos contdveis € um conjunto contdvel. Por inducdo, o
mesmo vale para a unido de qualquer nimero finito de conjuntos contdveis. Mais ainda:

Teorema 14.3: Seja X um conjunto enumerdvel cujos elementos sdo conjuntos enu-
meraveis, disjuntos dois a dois. A unido de todos os elementos de X é enumeravel.

Prova:

Como X é enumerdvel, podemos indexar seus elementos com ndmeros naturais, Xy, Xj,
.... Como cada conjunto X; € enumeravel, podemos também indexar seus elementos com
numeros naturais, X; g, X, - - . -
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Seja entdo Y a unido de todos esses conjuntos, ¥ = U;nX;, € considere a funcdo g :
NxN — Y tal que g(i, j) = x; ; para quaisquer i e j em N. Esta fungdo € uma bijecao, pois
para todo elemento y de Y existe um tnico i tal que y € X;, e um unico j tal que y = x; ;.
Portanto ¥ ~ N X N, ou seja ¥ ~ N pelo exemplo 14.3.

Fim.

Usando este resultado, pode-se provar que, se X € um conjunto contdvel cujos elementos sdo con-
juntos contdveis (ndo necessariamente disjuntos), a unido de todos os elementos de X é contdvel.

Exercicio 14.5: Prove que o conjunto Q dos niimeros racionais é contdvel. (Dica: todo nimero
racional pode ser escrito de maneira tinica como uma fragfo m/n onde m ¢ inteiro e n é um inteiro
positivo, relativamente primo com m.)

Exercicio 14.6: Prove todo conjunto infinito tem um subconjunto enumeravel.

Exercicio 14.7: Prove que, se A € infinito, entdo para qualquer n € N existe um subconjunto de A
com cardinalidade n.

Exercicio 14.8: Prove que um conjunto A é contdvel se e somente se existe uma funcio de N para
A sobrejetora em A (ndo necessariamente injetora).

Exercicio 14.9: Seja X um conjunto contdvel. Prove que, para todo ndmero natural n, X" é um
conjunto contavel.

14.4 Cardinalidade dos nameros reais

Em vista dos exemplos acima, poderiamos ser levados a acreditar que todos os conjuntos infinitos
tém a mesma cardinalidade, ou seja, que existe apenas um tipo de “infinito”. Essa conjetura foi
derrubada pelo matemdtico Georg Cantor em 1879, que mostrou que os conjuntos N e R tem
cardinalidades diferentes. Este fato decorre do seguinte teorema:

Teorema 14.4: O intervalo aberto (0,1) = {x € R: 0 < x < 1} nfo é contavel.

Prova:

O conjunto (0, 1) ndo € finito, portanto precisamos demonstrar apenas que ele nao é enu-
meravel. Seja f uma fungdo qualquer de N para (0, 1) Para cada nimero real f(i), consi-
dere uma representacdo decimal infinita a; = 0, aja;ap . .. do mesmo. Temos entdo uma
lista infinita de sequéncias infinitas de algarismos

f(O) ag = 0,agap1ap; ...
f(l) = a = 0,apanap...
f(2) = a, = 0,axaax...
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Observe que alguns nimeros reais tem duas representacdes distintas deste tipo, uma delas
terminando com uma sequéncia infinita de zeros, e a outra com uma sequéncia infinita de
noves. Por exemplo, o nimero 1/4 pode ser escrito como 0,250000... ou 0,249999....
Isto ocorre se, e somente se, 0 ndmero € uma fragdo da forma m/10", com m e n inteiros,
m# 0en > 0. Se f(i) € um destes nimeros, escolhemos para a; qualquer das duas
representacdes, arbitrariamente. Todos os outros nimeros reais tem uma, € apenas uma,
representacao decimal.

Observe também que as sequéncias 0,000000. .. e 0,999999. .. representam 0s ndmeros
0 e 1, respectivamente, e portanto ndo estdao no intervalo aberto (0, 1). Porém, exceto por
esses dois casos, toda representagdo decimal infinita que comeca com 0, ... representa
algum ndmero real no intervalo (0, 1).

Considere agora a representacao decimal infinita b = 0, bpb b, ... onde

b, = 4 sea,-,-i4
e 5 Seaii:4

A representacgdo infinita b ndo aparece na lista acima, pois ela difere de cada a; na posi¢ao
i depois da virgula. Como b usa apenas algarismos 4 e 5 depois da virgula, o nimero real
b* que ela representa ndo € nem 0 nem 1, e portanto estd no intervalo aberto (0, 1). Uma
vez que b ndo termina nem em infinitos zeros nem em infinitos noves, o ndmero »* tem
apenas essa representacdo, e portanto ele € diferente do nimero real f(i), para todo i em
N.

Concluimos que nenhuma funcao f de N para (0, 1) pode ser sobrejetora. Logo (0, 1) ndo
€ enumeravel.

Fim.

A técnica usada nesta demonstracdo para encontrar o contra exemplo b* € conhecida como
método da diagonalizacdo (ou método da diagonalizacdo de Cantor). Este método é muito usado
em légica matemadtica e na teoria da computagao.

Naio ¢ dificil encontrar uma bijecdo entre o intervalo aberto (0, 1) e o conjunto dos nimeros re-
ais R (Veja exercicio 14.10). Portanto, em vista do teorema 14.4 a cardinalidade de R € estritamente
maior que a cardinalidade de N. Na verdade, pode-se demonstrar [?] que

IP(N)| = [R] (14.3)
Exercicio 14.10: Prove que (0, 1) ~ R.

Exercicio 14.11: Seja ¥ o conjunto de todas as fungdes de N para o conjunto {1,2}. Usando a
técnica de diagonalizagdo de Cantor, prove que o conjunto # ndo é enumeravel.

14.5 Comparacao de cardinalidades

Sejam A e C conjuntos. Definimos a relagdo C domina A e escrevemos A < C se existe um
conjunto B tal que A ~ Be B C C. Em outras palavras, A < C se e somente se existe uma funcao
injetora de A para C.
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Exemplo 14.8: Seja C o conjunto dos nimeros primos, ¢ M o conjunto dos quadrados perfeitos,
{n2 :neN } Observe que a funcdo f de C para M definida por f(p) = p* é uma funcdo injetora.
Portanto, concluimos que C < M.

Em particular, para quaisquer conjuntos A, B tais que A € B, a fun¢do identidade /4 é uma
funcio injetora de A para B; portanto concluimos que A € B implica A < B. Em particular, A < A
para qualquer conjunto A; ou seja, < € uma relacdo reflexiva. Prova-se também que, se A < B e
B < C, entdo A < C; isto é, < é transitiva. (Veja exercicio 14.12)

Finalmente, prova-se que, se A < Be B < A, entdio A ~ B (isto é, A e B tem a mesma
cardinalidade). Porém, a demonstracdo deste fato (devida a Cantor, Schroder e Bernstein) [?]
foge do escopo deste livro. Outro resultado cuja prova ndo cabe aqui € que, dados quaisquer dois
conjuntos A e B, pelo menos uma das condigdes A < Be B < A deve ser verdadeira.

Pode-se verificar também (veja exercicio 14.13) que se A ~ A’, B ~ B’, e A < B, entao
A’ < B’. Portanto a relagdo < entre conjuntos depende apenas de suas cardinalidades, e ndo dos
conjuntos em si. Podemos entdo substituir < por uma relag¢do entre cardinalidades. Em vista das
propriedades acima, esta ¢ uma relagdao de ordem total, que denotaremos por <. Ou seja, dizemos
a cardinalidade de A é menor ou igual a de C, e escrevemos |A| < |B|, se e somente se A < B.

Se |A| < |B|, mas |A| # |B|, dizemos que a cardinalidade de A € estritamente menor que a
cardinalidade de B, e denotamos esse fato por |A| < |B].

Para conjuntos finitos, a relacdo de ordem < entre cardinalidades coincide com a relacdo <
entre ndmeros naturais. E ficil ver também que a cardinalidade de um conjunto finito é sempre
maior que a cardinalidade de qualquer subconjunto préprio. Ou seja, para qualquer conjunto finito
A e qualquer conjunto B, temos B C A — |B| < |A|.

Exercicio 14.12: Prove que, se A < Be B< C,entao A < C.

Exercicio 14.13: Prove que se A ~A’, B~ B’ e A< B,entio A’ < B'.

14.5.1 Teorema de Cantor

Cantor mostrou também o seguinte resultado importante:
Teorema 14.5: Para todo conjunto A, |A| < [P(A)|.

Dito de outra forma, todo conjunto — finito ou infinito — tem mais subconjuntos do que
elementos. Este resultado € 6bvio para conjuntos finitos, pois se |A| = n entdo |[P(A)| = 2" (vide
secdo 2.8) e 2" > n para todo natural n. A contribuicdo de Cantor foi mostrar que o resultado vale
também para conjuntos infinitos.

Prova:

Sejam A um conjunto e f uma funcio qualquer de A para P(A), ou seja, uma funcdo f que
a cada elemento a € A associa um subconjunto f(a) € A. Vamos mostrar que f ndo pode
ser uma bijecao de A para P(A).

Observe que o elemento a pode pertencer ou nao ao subconjunto f(a). Considere agora o
seguinte conjunto:
X={aceA:a¢ f(a)}
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Observe que X € um subconjunto de A, logo X € P(A). Porém, para todo a € A, temos
f(a) # X, poisse a € f(a)entdoa ¢ X, esea ¢ f(a) entdo a € X. Portanto f ndo é
sobrejetora em P(A).

Concluimos que, para qualquer conjunto A, ndo existe nenhuma bije¢do de A para P(A);
ou seja, estes dois conjuntos nao tem a mesma cardinalidade.

Por outro lado, observe que existe uma bijecao de qualquer conjunto A para o conjunto
A’ ={{a} : a € A}, que é um subconjunto de P(A). Isto mostra que |A| < |[P(A)|. Juntando
estes dois resultados, concluimos que |A| < [P(A)|.

Fim.
Em particular, a cardinalidade de P(IV) € estritamente maior que a de N.

14.5.2 A hipétese do continuo

Depois de mostrar que |[P(N)| = |R|, Cantor conjecturou em 1878 que ndo € possivel definir um
conjunto com cardinalidade entre |N| e |[R| — isto €, estritamente maior que N mas estritamente
menor que R. Esta conjetura ficou conhecida como a hipdtese do continuo, e ficou aberta até 1963,
quando Paul Cohen (baseado em um teorema provado por Kurt Godel em 1939) mostrou que, com
os axiomas usuais da teoria dos conjuntos, ndo € possivel demonstrar nem essa afirmacdo nem sua
negacdo. Ou seja, pode-se supor que tais conjuntos existem, ou que nao existem — e, nos dois
casos, nunca se chegard a uma contradicao.

14.6 Cardinalidade e Computabilidade

Os conceitos de cardinalidade de conjuntos infinitos permitem responder a questdo: “toda funcao
pode ser computada?”’. Para isto observamos que qualquer programa de computador, em qualquer
linguagem, pode ser visto como uma sequéncia finita de caracteres, tirados de um conjunto finito
de caracteres validos. Entdo, pelo teorema 14.2,

Teorema 14.6: O conjunto de todos os programas em uma dada linguagem de programacao
€ contdvel.

Por outro lado, temos também o seguinte fato:
Teorema 14.7: O conjunto ¥ de todas as funcdes de N para N ndo € enumeravel.

Prova:

Seja § o intervalo (0,1) = {xeR:0<x<1}. Como visto na demonstracdo do teo-
rema 14.4, todo ndmero a nesse conjunto pode ser representado na notagdo decimal por
uma sequéncia infinita 0.a;a, . ..a, ... onde cada a; € um algarismo (um inteiro) entre 0
e 9. Seja f a funcdo com dominio S definida da seguinte maneira: para cada a € S,
f(a) = f, é a func@o de N para N que associa cada natural n com o digito a, de a. Note
que f, € um elemento de ¥ .
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A fungdo f € injetora; pois, se f, = f,, cada digito decimal de x € igual ao digito decimal
correspondente de y, portanto x = y. Portanto f é uma bijecdo entre S e o conjunto

G =Img(f) cF.

Pelo teorema 14.4, S nao é enumerdvel. Concluimos que ¥ tem um subconjunto que nao
¢ enumerdvel. Portanto pelo exercicio 14.7, ¥ ndo € enumerdvel.

Fim.

Diz-se que uma funcido f : N — N € computdvel em uma dada linguagem se existe um
programa nessa linguagem que, para todo x € N, devolve f(x) quando seu dado de entrada € x.

Seja C o conjunto de todas as funcdes computdveis de uma dada linguagem. O teorema 14.6
mostra que |C| < [N|. Por outro lado o teorema 14.7 mostra que |¥| > |N|. Logo, concluimos que
existem funcoes de N para N que ndo sdo computdveis.
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de ndameros reais, 27
inversa
de implicagdo, veja proposicao inversa
de relagdo, veja relagdo inversa
involugdo, veja fungdo, involucio
iteracdo
de conjungdo, 158
de disjungao, 158
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de disjunc¢ao exclusiva, 158
de interseccao, 158

de operagdo associativa, 158
de unido, 158

vazia, 158

Java (linguagem), 141
jogo, 229
jogos de azar, 188

Konigsberg, 208, 210, 226
Kempe, Alfred Bray, 236
Knuth

Donald Erwin, 175
Kuratowski, Kasimierz, 234

l6gica, 15, 17-18, 29-57, 59-74
classica, 17
de predicados, 47-57
proposicional, veja calculo proposicional
relacdo com probabilidade, 192
lampada, 191, 205
ladrdo, 230
Laplace, Pierre-Simon, 201
laptop, 32
laranja, 171, 176
lei
da adic¢do, 43
da associatividade, 41
da comutatividade, 40
da contrapositiva, 41
da distributividade, 41
da dominacao, 40
da idempoténcia, 40
da identidade, 40
da implicagdo, 41
da reducgdo ao absurdo, 41, 44
da simplificagdo, 43
de De Morgan, 41, 51
do modus ponens, 43
do modus tollens, 43
silogismo disjuntivo, 43
silogismo hipotético, 43
Leibniz, Gottfried Wilhelm, 182
leis de absor¢ao, 42
lema, 60
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letra, 209
limitante
de somatdria, veja somatdria, majoracao
inferior
de sequéncia, 167
superior
de sequéncia, 166
linguagem natural
interpretagdo, 51-53
lista, veja sequéncia finita
logaritmo, 150, 154-158
como fungdo, veja fun¢do logaritmo
Londres, 29
Lucas, Edouard, 61

maximo, 120-121, 123
de dois nimeros, 66
divisor comum, 17
média
aritmética, 64, 68, 167
geométrica, 167
métodos de demonstracio, veja demonstragao,
método
modulo
um inteiro, veja inteiro, congruéncia
uma relagdo, 124
multiplo, 60, 65, 70
definicao, 60
minimo, 120-121, 123
de dois nimeros, 66
mae, 52
macga, 171, 176
macaco, 29, 51, 54
majoracao
de somatdria, veja somatdria, majoracao
malha vidria, 208
malote, 35
mamifero, 15, 29
mapa, 236
matriz
booleana, 103
composi¢do, 103
conjuncao, 104
disjuncao, 104
interseccao, 104
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produto, 103
uniao, 104

de relagdo, 103

quadrada, 73
maximal, 122-123
meninos e meninas, 174
Mersenne, Marin, 61
mesa

redonda, 165
minimal, 122—-123
minoragao

de somatdria, veja somatdria, majoracao
modus ponens, 43, veja lei do modus ponens
modus tollens, veja lei do modus tollens
moeda, 190, 193, 203, 204

falsa, 84, 88
Moivre, Abraham de, 174
molécula, 208
montanha russa, 174
Montevidéu, 30
morcego, 15, 29
Morgan, veja De Morgan
mostrador de quilometragem, 204
multiconjunto, 139-140, 180
multiplicidade, veja multiconjunto

N (niimeros naturais), veja nimero natural
nimero
impar, veja inteiro impar, 82, 88
de Fibonacci, 160
definicdo, 88
férmula, 88
limite superior, 88
operagodes, 88
poténcia, 88
produto, 88
somatoria, 88
de fibonacci, 163
de Mersenne, 61
divisor, 78
em bindrio, 88
harmonico, 150, 151, 154, 156
impar
de zeros, 162
inteiro, 64, 88, 240
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conjunto (Z), 20
parti¢do, 25
irracional, 64, 72, 73
natural, 76, 240
conjunto (N), 20
par, veja inteiro par, 88, 240
pitagorico, veja tripla pitagdrica
primo, veja primo, 86, 88, 159
racional, 63, 64, 126
conjunto (Q), 20
real, 73
conjunto (R), 20
particao, 28
ndmero par, 33
ndmero primo, 17
nimeros
cubos, 186
divisibilidade, 185, 186
quadrados, 186
negacao, veja operador negacdo, 53, 56
de quantificador, 50
negacao dupla, 40
Newton, Isaac, 177
nome, 172
nota, 81
notacdo decimal, 123
nucleotideo, 204

octaedro, 204, 231
odometro, 204
operagio
aritmética, 17
operador
associativo, 36, 41
bicondicional, veja operador equivaléncia
comutativo, 40
condicional, veja operador implicacio
conjuncdo, 65
em probabilidade, 190
conjuncao (“e”, A), 31-32, 35-44, 46, 47
de implicagdo, 101
diferenca, 63
de grafos, veja grafo, subgrafo, diferenca
disjuncao, 65
em probabilidade, 189, 190
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disjuncdo (“ou”, V), 32, 34-44, 46, 47
disjuncdo exclusiva, 49
em probabilidade, 189
disjuncdo exclusiva («<»), 35
disjuncdo exclusiva (&), 35-42, 44, 47
disjuncdo exclusiva (“ou exclusivo”, @), 41
distributivo, 41
dual (®), 47
elemento neutro, veja elemento neutro
equivaléncia, 60, 68
equivaléncia (&), 34-35
equivaléncia (“se e somente se”, <), 41
equivaléncia (“sse”, <), 35, 36, 38—42, 44,
47
genérico (©), 47
idempoténcia, 40
implica (“se”, —), 33-44, 47
implicagdo
prova, veja prova de implicagcdo
intersecc¢do, 63
de grafos, veja grafo, subgrafo, intersec¢do
l6gico, 30-36
ndo-e (“nand”, A), 38, 47
nao-e (“nor”, A), 42
ndo-ou (“nor”, V), 38, 42, 47
negacao
em probabilidade, 189
negacao (“ndo”, —), 32, 34, 35, 37-39, 41—
44, 47
precedéncia, 35-36
unido, 63
de grafos, veja grafo, subgrafo, uniao
ordenacio, 135

Péter

Roézsa, 161
Pdlya, George, 82, 222
palavra, veja sequéncia finita, 209
papagaio, 54
par ordenado, 116, 141

definicao, 26
Paradoxo

de Russel, 20

do Barbeiro, 20
paradoxo
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do barbeiro, 37
do hotel infinito, 240
dos cavalos, 81
parafuso, 190, 191, 198
parte
de parti¢ao, 25
parti¢do, 146
de conjunto, veja conjunto, parti¢ao
de um conjunto, 125-127
rotulada, 179-180
Pascal, Blaise, 177
PBO, veja indugdo, boa ordenagdo
Peano, Giuseppe, 76
pentagono
construgdo, 15
perfeito, 52
Permutacgao
circular, 180
com elementos indistinguiveis, 181
permutagao, 111, 135-136, 172174
com casal, 173
composi¢do, 135, 136
das faces de um dado, 136
de letras, 172
de termos em somatoria, 146
definicao, 135, 172
desarranjo, veja desarranjo
do conjunto vazio, 173
dos lados de uma tampa, 136
inversa, 135
sem elemento fixo, veja desarranjo
€ (pertence), 19
¢ (ndo pertence), 19
pertinéncia
em conjunto, 19
pessoa conhecida, 218
Petersen, Julius, 234
PIC, veja indugdo completa
PIF, veja inducao completa
PIM, veja indugao, defini¢ao
Pitdgoras
teorema de, 16
placa de carro, 172
poco de petrdleo, 194
poligono
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convexo, 80

diagonais, 80

soma de angulos, 80
poliedro

definicao, 231

platonico, 231

polindmio

caracteristico, 163
ponte

de Konigsberg, 208, 210, 226
ponto, 16

poset, veja conjunto parcialmente ordenado
> (possui), 19
% (ndo possui), 19
postulado, veja axioma
poténcia
de 2,78
de bindémio, 177
de conjunto, veja conjunto poténcia
de func¢do, veja fungdo, poténcia de
Poténcia cadente, 175
24, veja conjunto poténcia
P(A), veja conjunto poténcia
pratos, 165
preconceito, 203
predicado, 47, 60
premissa, 33
presidente, 94
primo, 61, 69-73
definicao, 60
principio
aditivo
da contagem, 183

da boa ordenacao, veja inducao, boa ordenacdo

da complementaridade, 189
da contagem
aditivo, veja principio aditivo da conta-
gem
subtrativo, veja principio subtrativo da con-
tagem
da exaustao, 189
da exclusao mutua, 189
da inclusao e exclusao, 185-186, 190
da independéncia, 190, 191
da inducdo completa, veja indugcdo completa
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da inducdo forte, veja inducdo completa subjetividade, 189
da inducdo matematica, veja inducdo, definicdo  teorema de Bayes, veja inferéncia bayesiana
das casas de pombos, veja principio dos es- varidvel aleatdria, veja varidvel aleatoria
caninhos problema
das gavetas, veja principio dos escaninhos das quatro cores, veja grafo, coloracdo de
do pombal, veja principio dos escaninhos faces
dos escaninhos, 84 produtéria, 157-158, 162—-163
multiplicativo analogia com somatdria, 158
da contagem, 171-172 basica, 157
subtrativo de constante, 157
da contagem, 184 de exponenciais, 158
principio da independéncia, 193 de poténcias, 157
principio de progressao aritmética, 157, 158
subtrativo definicao, 157
da contagem, 185 férmula, 157
probabilidade, 187-206 majoragdo, 158
a posteriori, veja inferéncia bayesiana, pro- manipulagdo, 158
babilidade a posteriori vazia, 157
a priori, veja inferéncia bayesiana, probabi- via logaritmos, 158
lidade a priori produtdrio, veja produtéria
como percentagem, 188 produto
condicional, 200-201 cartesiano, 124, 129
definicao, 200 produto cartesiano, 26-27, 93, 241
nversao, 201 énupla, 26
justificativa, 200 de n conjuntos, 26
da conjungdo, 190, 191 de dois conjuntos, 26
da disjuncdo, 190, 191 definicao, 26
definicao, 188 iterado, 26
distribuicdo, 192 par ordenado, 26
definicao, 192 tamanho, 26
degenerada, 206 progressao
entropia, veja entropia aritmética, 161
uniforme, 188, 190, 206 definicao, 160
em jogos de azar, 188 incremento, 160
férmula de Bayes, veja inferéncia bayesiana passo, 160
inferéncia bayesiana, veja inferéncia baye- termo inicial, 160
siana geométrica, 163
justificativa, 187 definicdo, 160
principio da complementaridade, 189 razdo, 160
principio da exaustao, 189 termo inicial, 160
principio da exclusdo mutua, 189 proposi¢ao
principio da inclusdo e exclusdo, 190 aberta, 47-55
principio da independéncia, 190, 191 atdmica, 30
principio de exclusdo e inclusdo, 192 auto-referente, 37

relagdo com logica, 192 contraditdria, veja contradi¢ido
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contrapositiva, 34, 37
definicao, 29-30
fechada, 47, 55
inversa, 34, 37
mais forte, 34
mais fraca, 34
possivel, 32
reciproca, 34, 37
simples, 30
tautoldgica, veja tautologia
transformacao, 38
viavel, 32

prova, 17, veja demonstracao
de equivaléncia, 67
de implicacdo

contrapositiva, 63
por absurdo, 64

por vacuidade, 101
qualidades, 61

Python, 141

Q (numeros racionais), veja nimero racional

qudadrupla, veja €nupla, 110
quintupla, veja énupla
quadrado perfeito, 66, 69, 71, 94
quando, veja operador implica
quantificador

de existéncia dnica, 49

em conjunto vazio, 50

escopo, 56

existencial, 48-50, 53, 70

multiplo, 69

universal, 48, 50, 53

suspensao, 69

quebra-cabecas, 227, 228, 231
queijo, 56

R (nimeros reais), veja nimero real

régua e compasso, 15

rétulo, 135

raiz quadrada, 93
como funcdo, veja funcio raiz quadrada
como relacao, 130

rato, 56

razdo aurea, 163
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reciproca, veja proposi¢ao reciproca
reciproco
de um ndmero, 88
recho, 105
recorréncia, 160-167
aditiva, 161-162
resolucao, 161
linear
homogénea, 163
nao homogénea, 165
termo independente, 165
majoragdo, 166—167
minoragdo, 166—167
multiplicativa, 162—-163
resolugdo, 161-166
rede, 224
reduc¢do ao absurdo, 41, 44, veja prova,implicacdo
por absurdo
refutacdo, veja conjectura refutada
regra de inferéncia, 15
relagdo, 93-113, 115-127
anti-simétrica, 100, 101, 105, 115, 116, 118,
170
aproximadamente igual, 127
bindria, 93
completa, 124
composic¢ao, 102, 112, 113, 132, 135
associatividade, 100
com identidade, 98
com inversa, 98
de poténcias, 100
defini¢do, 96, 97
distibutiva sobre uniao, 100
dominio, 97
e inclusdo, 99
e interseccao, 100
em forma matricial, 103
imagem, 97
inversa da, 99
nio-comutatividade, 97
notagao alternativa, 98
poténcia, 99
repetida, veja poténcia
composi¢ao (o), 96—-100
conjuncdo de, 104
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contém (2), 96
contém estritamente (D), 96
contagem, veja contagem de relagdes
contido, 115, 117, 123, 124
contido (©), 94
contradominio, veja relagdo, imagem
de adjacéncia, 221
de equivaléncia, 124-127, 132, 221, 223
classe, veja classe de equivaléncia
definicao, 124
entre pares, 126, 127
de ordem, 115-123, 245
alfabética, 117, 121
definicao, 115
entre pares, 116, 117
estrita, 116, 117
lexicogréfica, 117
parcial, 118
restri¢do, 116
subcadeia, 116
total, 117, 118, 120, 135
unido, 116
definicao, 93
dentro de, 116, 117
diagrama, 93
de Hasse, 119
disjuncao de, 104
divide, 120
divisivel, 123
divisibilidade, 115
dominio, 94, 95
entre nameros, 17
fecho, veja fecho
fecho simétrico, 211
funcao, veja fungdo
identidade, 95, 101, 124
igual (=), 96
igualdade, 95
imagem, 94, 95
de conjunto, 131
imagem inversa, 96
de conjunto, 131
intersec¢do de, 104

inversa, 95-96, 101, 111, 121, 131, 134,

135
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poténcia, veja relagdo, poténcia negativa

irreflexiva, 100, 101, 105, 116, 170
maior, 116

maior ou igual, 121

menor, 94, 116

menor (<), 94, 96

menor ou igual, 115, 117, 121
menor ou igual (<), 94

menor que, 117

n-aria, 110-113

i-ésimo dominio, 110

defini¢do, 110

grau, 110

juncdo, 111-113

ordem, 110

permutacdo de componentes, 111
projecao, 110, 111

restricao, 111

paralela, 124

pertence (€), 94, 96

possui (3), 96

poténcia, 100, 102, 107, 109

negativa, 100

raiz quadrada, 130
reflexiva, 100, 101, 105, 108, 115, 118, 124,

170

representacao matricial, 103—105
restricdo, 95, 115, 131
simétrica, 100, 101, 105, 124, 170
sobre, 94
tipos, 100-105
transitiva, 100-102, 115, 116, 118, 119, 124
uniao de, 104
vazia, 95
repeticdo, veja iteracao
representante
de classe de equivaléncia, 125
restricao
de relagdo, veja relagdo, restri¢cao
retérica, 15
reta, 16
dividindo plano, 77, 161
paralela, 16, 124
perpendicular, 16
reuniao, 33
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Rio de Janeiro, 29
Robertson, Neil, 61, 236
roleta, 184

ruminante, 53

Russel, Bertrand, 20

séptupla, veja €énupla

série, veja somatoria infinita
Socrates, 15

séxtupla, veja €énupla

sintese de operadores, 4546
Sanders, Daniel, 61

Sanders, Daniel P., 236
Schroder, Ernst, 245

se e somente se, veja operador eqivaléncia

selos, 80
seno, 130
sentencga declarativa, 29
sequéncia, 242
indice, 140, 159
inicial, 140-142, 159
bi-infinita, 159
comprimento, 141
de bits, 121, 123
elemento, 159
indice, 140, 159
valor, 140, 159
finita, 140-142
comprimento, 141
concatenacdo, 141, 142
defini¢do, 140

repeticdo de termos, 140
sem ‘e’ repetidos, 164
termo, 140, 159
indice, 140, 159
geral, 159
valor, 140, 159
trivial, 26, 141
vazia, 26, 117, 141
comprimento, 141
concatenacao, 142
vs. conjunto, 141
Seymour, Paul, 61
Seymour, Paul D., 236
Shannon, Claude, 203
sigma (X), veja somatoéria
silogismo
disjuntivo, 43
hipotético, 43
sistema binario, 204
sistema completo, 46
soma, veja somatoria
somatoria, 143-157, 161-162
indice, 143, 144, 149
indice final
infinito, 156
associatividade, 146
basica, 145
comutatividade, 146
de impares, 144
de constante, 145
de cubos, 81

notacao (-, -,...), 140
notacdo [-,-,...], 141
notacao (-, -,...), 141
vazia, veja sequéncia vazia
igualdade, 140
infinita, 159-167
indice inicial, 159
completando, 160
definicdo, 159
dos primos, 159
por férmula, 159
n-ésimo termo, 141
notacao x,, 140
ordem dos termos, 140

de exponencial, 145, 147, 148
de fracoes, 148

de numeros de Fibonacci, 148
de PG, 78

de poténcias, 145-147, 154

de poténcias crescentes, 147, 148

de poténcias de 2, 145, 147
de primos, 144, 145
de progessdo geométrica, 151
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de progressao aritmética, 145, 148, 157, 158
de progressao geométrica, 145, 147, 148,

156, 157
de quadrados, 147
de senos, 148
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decomposi¢do de dominio, 146
defini¢do, 143
distributividade, 146, 150
divergente, 194
dominio, 144
férmula, 145
fator comum, 146
fatoragao, 150
indice final, 144
indice inicial, 144
infinita, 156-157
dos inversos, 194
limitante, veja somatdria, majoracao
multipla, 149-150
definicdo, 149
troca de ordem, 149, 150
majoragdo, 151-156
pelo maior termo, 151
por inducdo, 151
por integral, 153—-154
por somatdria infinita, 156
termo a termo, 151, 154
manipulagdo, 145-148
minoragdo, veja somatdria, majoracao
por integral, 155-156
notagdo, 143
ordem dos termos, 146
produto, 150
propriedades, 145
telescopica, 146—-148
termo, 143
troca de indice, 145, 146, 149
troca de dominio, 146, 149
vazia, 144
somatorio, veja somatdria
Stirling, James, 174
sub-conjunto, veja inclusao
definicao, 21
préprio
definicdo, 21
sub-palavra, 120
subcadeia, 142
subconjunto, 63
subsequéncia, 142, 159
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Tavola Redonda, 228
tabela-verdade, 31-35, 3842, 44-46
tabuleiro, 165
tampa de caixa, 136
tanque, 35
tatu, 161, 164
tautologia, 38—40, 43, 50
taxa de juros, 29, 30
Tchebychev, Pafnuti, 198
teorema, 16, 60
da infinidade de primos, 72
de Bayes, veja inferéncia bayesiana
de Cantor, 243244
de Euler
para grafos planares, 232
para tours em grafos, 227
de Fermat, veja conjetura de Fermat
de Kuratowski, 234
de Pdlya, 222
do deserto de primos, 71
teoria
da computabilidade, 17
da informacao, 17, veja informacgao
da probabilidade, 17
de conjuntos, 17
dos conjuntos, 19-28
dos grafos, veja grafo
tese, 33
tetraedro, 231
Thomas, Robin, 61, 236
tijolos, 31
torre
de xadrez, 174
trangulo equiangulo, 52
trelica, 208
triangulo, 16
congruéncia, 16
retangulo, 16
tripla, veja énupla, 110
troca, veja permutacao
troco, 81

unido, veja conjunto
de grafos, veja grafo, subgrafo, unido
U, veja conjunto, uniao
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U, veja conjunto universal
urna, 78

vacuidade, 50
valor absoluto, 73
valor 16gico, 30
falso, 158
verdadeiro, 158
valor-verdade, 30

varidveis independentes, veja varidvel aleatdria,

independéncia
variavel, 17
aleatéria, 192-200
continua, 192
discreta, 192
amarrada, 55, 60
l6gica, 31
livre, 55, 60
variavel aleatoria

coeficiente de correlacdo, veja correlagao

correlagdo, 200
covariancia, 199

definida por férmula, 192, 195

desvio padrao, 198-199
defini¢do, 198

teorema de Tchebychev, 198
esperancga, veja variavel aleatdria, valor es-

perado
independéncia, 193

média, veja varidvel aleatoria, valor espe-

rado
mediana, 196
moda, 197

teorema de Tchebychev, 198
valor esperado, 193—195
com distribuicdo uniforme, 194

funcdo afim, 195

funcdo linear, veja funcao afim
funcdo nao linear, 195

infinito, 194
soma, 195

valor médio, veja varidvel aleatéria, valor

esperado

valor mais provdvel, veja moda

variancia, 197-200

defini¢do, 197
funcdo afim, 198
infinita, 197
justificativa, 197
sinal, 197
soma, 198
vetorial
valor esperado, 195
variavel aleatOria
vetorial, 195
Venn, John, 23
voto, 37

xadrez, 174, 231

Z (nimeros inteiros), veja nimero inteiro

zebra, 53
Zermelo, Ernest, 19
zooldgico, 29
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