Capitulo 5.6 )
INDUCAO MATEMATICA
COMPLETA (ou FORTE)



Indu¢do Matemdtica Forte (ou Completa)

Principio da Inducao Matematica Forte

>
4

>

A inducdo matemdtica normal é contemplada pela induc3o forte.

Indu¢do normal 1: Provar que vale para n+ 1 assumindo que vale
para n

Inducdo normal 2: Provar que vale para n assumindo que vale para
n—1

Induc3o forte: Provar que vale para n assumindo que vale para todo
valor menor que n



Ndmeros F,, de Fibonacci

Nimeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

’FOZO; F1:1
> Fp = Foo1+Fpo, YVn2>2

Limite superior: F, < 2", ¥Yn>0
» Caso base: F[p=0<1=2% F=1<2!
» H.l.: Fixe n > 2 e suponha F <25, VO< k<n

» P.l.: Vamos provar que F, < 2".
> Fo=Fp14Fpp <2t 4202=3.2"2 < 4.272 = 2n



Ndmeros F,, de Fibonacci

Numeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

>F0:O; F1:1
>Fn: n—1+Fn—27 VnZQ

Limite inferior: F, > (1.6")/3, ¥n >0
» Caso base: F; =1>16'/3; [,=1>1.6%/3
» H.l.: Fixe n >3 e suponha F, > 1.65/3, V1< k<n
» P.l.: Vamos provar que F, > 1.6"/3.
> Fy = FordFrs > 16713416723 =
> — 26-(1.6)"2/3 > 256-(1.6)"2/3 = 1.6"/3



Ndmeros F,, de Fibonacci

Nimeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...

’FOZO; F1=1
>Fn: n71+Fn72; Vn > 2

Limite superior: F, < 1.618", ¥Vn >0

> Proporcdo Aurea: x = (1 +1/5)/2 =1618 — x> =x+ 1.
Caso base: Fp, =0<1=1.618° F =1<1.618'
H.l.: Fixe n > 2 e suponha F, < 1.618%, Y0 < k < n
P.l.: Vamos provar que F, < 1.618".
F,=F,_1+F,_»<1.618""14+1618"2 =
= (2.618) - 1.618"2 = (1.618)? - 1.618"2 = 1.618"

vvyyVvyyvyy



Ndmeros F,, de Fibonacci

Nimeros de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...
> FOZO; F1:1
>Fn: n—1+Fn—2; Vn > 2

Limite inferior: F, > (1.618")/3, V¥n >0
> Proporcdo Aurea: x = (1 +1/5)/2=1618 — x> =x+ 1.
» Caso base: F; =1 >1.618!/3; F, =1 > 1.618%/3
» H.l.: Fixe n > 3 e suponha F, > 1.618X/3, V1< k<n
» P.l.: Vamos provar que F, > 1.618"/3.
> Fy = Fo1+Fpo > 1.618"1/341.618"2/3 —
> — (2.618)-1.618"2/3 = (1.618)2-1.618"2/3 = 1.618"/3
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Numeros F,, de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...
>”:0:0; F1:1; Fn: n—1+Fn—2a VnZ2
> Proporcio Aurea: x2 — x —1 =0 = raizes o, § = (1 +/5)/2.
» Provar por indugdo que: F(n) = F’(n), onde

Fwy = @8 L [(16VE) (1o VB
 a—-f 5 2 2
Prova por Inducao Forte
> BASE: F/(0)=0e F'(1)=1. OK
» Hipotese de Indugdo: Fixe n > 2 e suponha valer para todo valor
k=0,...,n—1.

» Passo da Indug¢ao: Vamos provar que vale para n.
> F(n) = F(n—-1)+ F(n—2) = F'(n—1)+ F'(n—2). Logo:

a”*1 _ ﬂnfl + a"*2 _ ﬁn72 04”*2(04 + 1) _ ﬁn72(ﬂ + 1)

F(n) = P = P

> F(n) = (@72 0? = 9772 )f(a— ) = F(n)



Numeros F, de Fibonacci: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...
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Exercicios de prova passada

Prove que Vn >700: n < (1.01)". Dica: (1.01)?3! < 10 < (1.01)%%.
> Base: 696 < 700 < 103 < (1.01)3232 = (1.01)%% < 1.017%
» H.I: Fixe n > 700 e assuma valer para todo inteiro 700 < k < n.
> Pl.:
1.01" = 1.01-(1.01"1) > 1.01-(n—1) = n+0.01- (n — 100) > n
Prove que Vn > 96 : n?> < (1.1)". Dica: (1.1)2 <10 < (1.1)*.
> Base: (96)? < (100)? = 10* < (1.1)*%* = (1.1)%
» H.I: Fixe n > 96 e assuma valer para todo inteiro 96 < k < n.
> Pl.:
1.1"=11-(1.1""Y) > 11-(n—1)2=n?>+0.1-(n*> —22n+10) > n?
Prove que Vn >100: n'® < 27 Dica: 103 <21 e (1.01)¥ < 2.
> Base: 100 = 10%° < 10%° = (1000)%° < 102410 = 2100
» H.I: Fixe n > 100 e assuma valer para todo inteiro 100 < k < n.
> Pl:2"=2.2""1>2(n—1)0 > (1.01)*(n - 1)1° =
» = (1.01n—1.01)} = (n+0.01 - (n — 101))1° > n*0



Exercicios de prova passada
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Exercicios de prova passada
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Exercicios de prova passada

Prove que, para todo inteiro n > 2, o complemento da intersecao de
n conjuntos quaisquer Ay, Ag, ..., A, é igual a unido dos complementos
desses n conjuntos.

Prova por indug3o forte (apesar da indugdo normal ser suficiente)
» Base n=2: A;NA;, = A;UA, (OK por De Morgan)
» H.I: Fixe n > 2 e assuma valer para todo inteiro 2 < k < n.
» P.l.: Vamos provar que vale para n
AN...NA_1NA, = AiN...NA,_1 UA, = AiU...UA,_1UA,




Exercicios de prova passada

Prove que, para todo inteiro n > 2, o complemento da uniao de n
conjuntos quaisquer Ay, ..., A, é igual a intersecao dos complementos
desses n conjuntos.

Prova por indugdo forte (apesar da indugdo normal ser suficiente)
> Base n=2: AjUA;, = A; N A, (OK por De Morgan)
» H.I: Fixe n > 2 e assuma valer para todo inteiro 2 < k < n.
» P.l.: Vamos provar que vale para n
AU...UA,_1UA, = AAU...UA_1NA, = AN...NA,_1NA,




Capitulo 6
RELACOES



Relacbes - Exercicio 6.1

Exercicio 6.1:

Seja A o conjunto de todas as pessoas vivas hoje. Seja R o conjunto de
todos os pares (p, g) € A x A tais que a pessoa p é filha ou filho da
pessoa q. Descreva os conjuntos Dom(R), Img(R), Dom(R) N Img(R)
e Dom(R) U Img(R).

Solugdo
» Dom(R) = conjunto das pessoas vivas com pai ou mie vivos.

» Img(R) = conjunto das pessoas vivas com um filho vivo.

» Dom(R)N Img(R) = conjunto das pessoas vivas com pai ou mie
vivos e um filho vivo.

» Dom(R)U Img(R) = conjunto das pessoas vivas com pai, mae ou
um filho vivos.



Relacdes - Exercicio 6.2

Exercicio 6.2:
Seja R a relagdo que consiste de todos os pares (x, y) de nimeros reais
tais que (x2 — 2)2 + y2 = 1. Determine Dom(R) e Img(R)).
Solugdo
> (x3-2)2=1-y? = 1-y?>0 = y?€[0,1]] = ye[-1,1].
> Img(R) = [-1,1]

> (x2-2)=4/1-y? = x=44/24 /12

> yel[-1,1] = /1-y2€[0,1] = 2++/1-y2€]L,3]
> — /2+/1-)2€[1,V3] = xe[-V3,-1]U[1,V3]
» Dom(R) = [-V/3,—-1]U[1,V3]



Relacdes - Exercicio 6.3

Exercicio 6.3:
Seja A o conjunto dos inteiros entre 0 e 10, inclusive. Seja R a relacdo
com todos os pares da forma (x, x? — 5) que estdo em A x A. Determine
Dom(R) e Img(R)).
Solucao

» (0,0-05), (1,1 -5), (2,4-5)

> (3a9 - 5) = (374)

» (4,16 —5), (5,25—5), ..., (10,100 — 5)

> x2_5>0 = x2>5 — x>3

> x2-5<10 = x*<15 = x<3

> R={(3,4)} = Dom(R)={3}elmg(R)={4}



Relacdes - Exercicio 6.4

Exercicio 6.4:
Prove que, para qualquer relagdo R, a imagem Img(R) é vazia se e
somente se o dominio Dom(R) é vazio.

Solugao
» R=0 = PHa,b)eR = Img(R)=10
> R#£D = J(a,b)e R = Fb:beImg(R) = Img(R) #0
» Conclusio: Img(R)=0 < R=10
> Analogamente: Dom(R) =0 <= R =10
» Portanto: Img(R) =0 <= R =0 <= Dom(R) =10



Definicao de restricao de uma relacao

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A] URI[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstra¢do-P1: seja (x,y) € R

» (x,¥) € RIANB] < x€ ANB AN ye ANB «—

> — xceAANXEBANYyeEANyYyeEB =

> < (x,y) € RIA] A (x,y) € R[B] <= (x,y) € RIA|NR[B]
> O



Definicdo de restricao de uma relacdo

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B|
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A] U RI[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstra¢do-P2: seja (x,y) € R

> (x,y) € RIAJUR[B] <= (x,y) € R[A] V (x,y) € R[B] <=

> — (x€cAAy€eA) V (xeB ANyeB) <

> — (xeAVvxeB)A(yeAVyeB)A(-V-)A(-V-)=
> — xc AUB ANye AUB < (x,y) € R[AUB]



Definicdo de restricao de uma relacao

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacdes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A] URI[B]
P3: R[A— B] C R[A| — R[B]

Demonstracao-P2: contraexemplo para igualdade
> R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, A={1}, B={2}
> RIAI={(1,1)}, R[Bl={(2,2)}, RIAJUR[B] ={(1,1),(2,2)}
> RIAUB] ={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}
> [



Definicdo de restricao de uma relacdo

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B|
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A]UR[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstragdo-P3: seja (x,y) € R

> (x,y)eR[A-B] <= x€cA-B ANyeA-B =
> — (x€A) A (x€B) AN (yeA) AN(yéB) =
> = ((x,y) € RIA) A ((x,y) & RIB]) <

> < (x,y) € RIA|— R[B] O



Definicao de restricao de uma relacao

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relacoes restritas
P1: R[AN B] = R[A] N R[B]
P2: R[AU B] 2 R[A]URI[B]
P3: R[A— B] C R[A] — R[B]

Demonstracao-P3: contraexemplo para igualdade
» R=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}, A={1,2}, B=1{2,3}
> RIAI={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}, R[B]={(2,2),(3,3)}
> RIAl - R[B] ={(1,1),(1,2),(2,1)}
» A-B={1} = R[A-B]={(1,1)} O



Definicdo de restricao de uma relacdo

Seja R uma relagdo. Para conjuntos quaisquer A e B, definimos R[A, B]
como sendo a restricdo de R a A e B: ou seja, R[A,B] = RN (A x B).
Por simplicidade, seja R[A] = R[A, A].

Propriedades das relagdes restritas

P1:
P2:
P3:
P1++:
P2++:
P3+-+:

R[AN B] = R[A| N R[B]
R[AU B] 2 R[A]UR[B]
R[A — B] C R[A] — R[B]
R[ANB, XNY] = R[A,X] N R[B,Y]
R[AUB, XUY] 2 R[A X] U R[B,Y]

>
R[A—B, X — Y] C RIAX]-R[B,Y]



Exercicio 6.7:

Seja R o conjunto de todos os pares (x,x?) onde x é um niimero inteiro.
Seja S o conjunto de todos os pares (3y, y) onde y é um niimero natural.
Descreva as relacbes RoS e SoR.

Solugdo

» (x,y)€SoR < 3z:(x,z) e RA(z,y) €S =

> = x2=z=3y < y=x*/3 & x=3a3(acl) =

> SoR=1{(3a,33%): acZ}

> [

» (x,y) ERoS < FzeN:(x,2) e SA(z,y) e R =

> = x=3zAy=2* &= y=x?/9 & x=3a3(aeN) =
» RoS=1{(3a,a%): ac N}

> [



Algumas propriedades sobre Existenciais

> (Hx:P(x)/\Q(x)) — (HX:P(X))/\(HX’:Q(X’))

> (ax;P(x)vo(x)) = (EIX:P(X))\/(EIX’:Q(X’))

> (EIX:P(X))/\(Vx’:P(x’)%Q(x’)) — (EIX:P(X)/\Q(X))



Exercicio 6.8:
Sejam R, S, T relagdes quaisquer. Prove que:

» (RNS)oT € RoT N SoT
» (RUS)oT = RoT U SoT
» (R-=S)oT 2 RoT — SoT

Solugdo
» (x,y)€(RNS)o T 3z:(x,2) e TA(z,y) eRNS &
> o 3z:(x,z2) e TA(z,y) e RA(z,y) €S =
> = (Fz:(x,2) € TA(z,y) e R)AN(FZ : (x,2/) e TA(Z,y) € S) &
> & (x,y) ERoTA(x,y) €ESoT &
> & (x,y))ERoT N SoT O

Contraexemplo da igualdade
> T={(x,2),(x,2)}, R=A{(z,y)}, S ={(Z,y)} =
> = RNS=0=(RNS)oT =19
> RoT={(x,y)}eSoT={(x,¥)} = RoT N SoT={(x,y)}



Exercicio 6.8:
Sejam R, S, T relagdes quaisquer. Prove que:

» (RNS)oT C RoT N SoT
» (RUS)oT = RoT U SoT
» (R-—S)oT 2 RoT — SoT

Solucdo

> (x,y)€(RUS)oT & 3z:(x,2) e TA(z,y) e RUS &
» & 3z:(x,2) e TA((z,y) e RV (z,y)€S) &

> o3z ((x,2) e TA(z,y) e R)V((x,2) e TA(z,y) €S) &

> & 3z:((x,z2) € TA(z,y) e R)VIZ : ((x,2/) e TA(Z,y) €S) &
> S (x,y) ERoTV(x,y)€SoT &

> )

< (x,y)€RoT U SoT O



Exercicio 6.8:
Sejam R, S, T relagdes quaisquer. Prove que:

» (RNS)oT € RoT N SoT
» (RUS)oT = RoT U SoT
» (R-=S)oT 2 RoT — SoT

Solugdo

> (x,¥y)ERoT — SoT &

> S (x,y) ERoTA(Xx,y)ESoT &

> & 3z:((x,z2) € TA(z,y) € R)ANVZ . (x,2/) e T = (Z,y) ¢ S) =
> =dz:(x,z) e TA(z,y) e RA(z,y) ¢S &

> &3z:(x,2) e TA(z,y) e R—S < (x,y) € (R—S)oT

Contraexemplo da igualdade
> T={(x.2),(x2)} R={(z )} S={(Z.))} =
> = R-S={(zy)} = (R-5)oT={(x)}
> RoT={(x,y)} eSoT={(x,y)} = RoT — SoT =10



Exercicio 6.9:
Seja n > 1 um numero natural e A o conjunto dos inteiros entre 1 e n,
inclusive. Note que o conjunto A x A tem n? pares. Encontre duas

relacdes R e S sobre A, cada uma com no maximo 2n pares, tal que
R o S seja o conjunto A x A.

Solucao

> S = {(1,1),(2,1),(3,1),...,(n, 1)}

> R = {(1,1),(1,2),(1,3),....(1,n)}

> Vx,yeA: (x,1)eSe(l,y)eR = (x,y)€RoS



Inversa da Composta

Lema (inversa da composta)
Dadas relagdes R e S, temos que

(SoR)™ = R1oS™!

Prova:

> (x.y) €(SoR)L <= (y.x)€SoR «
> — 3Jz:(y,z) R N(z,x) €S —

> «— Jz:(x,2) €SI A(z,y) ER! =
> — (x,y) e R 10571



Associatividade da Composicao de Relacoes

Lema
Dadas relacdes R, S e T, temos que:

To(SoR) = (ToS)oR

Prova - Exercicio 6.13

» (a,d)€To(SoR) < Fc:(a,c) e SoRA(c,d)e T =
» Jc:(3b:(a,b) e RA(b,c) €S)NA(c,d) e T —

» Jb: dc:(a,b) € RA(b,c) e SA(c,d) €T <

» Jb:(a,b) e RA(b,d) e ToS < (a,d)€(ToS)oR




Poténcia de uma Relacao R

Definicao recursiva
Rl=ReVYmeN m>1 R™l =R"cR

Exemplo:

Seja R a relagdo em N tal que (x,y) € R <= y =x+ 1. Ou seja,

R ={(0,1), (1,2), (2,3),...}.

Descreva R™ para m > 1 qualquer

> VxeN:(x,x+1)eRe(x+1,x+2)€R < (x,x+2)€R?
> VxeN:(x,x+1)eRe(x+1,x+3)€eR? — (x,x+3)eR®
> VxeN:(x,x+1)eRe(x+1,x+4)eR® < (x,x+4)eR*
> ...

> R™ = {(x,x+m) : x €N}



Poténcia de uma Relacao R

Definicdo recursiva
Rl=ReVmeN, m>1. R""l =R"o R

Exemplo:

Seja R a relacdo em N tal que (x,y) €R <= y=x+1V y=x+2.
Ou seja, R={(x,x+1), (x,x+2) : xe N}

Ou seja, R ={(0,1), (0,2), (1,2), (1,3), (2,3), (2,4),...}.

Descreva R™ para m > 1 qualquer

> R2={(x,x+2),(x,x +3),(x,x+4) : xeN}
> R3={(x,x+3),(x,x +4),(x,x+5),(x,x +6) : x €N}
> R*={(x,x+4),...,(x,x+8) : xeN}

> ...

> R™ = {(x,x+m),....,(x,x+2m) : x €N}



Poténcia de uma Relacao R

Definicao recursiva
Rl=ReVmeN, m>1. R"1=R"oR

Exercicio 6.16
Prove que, para toda relacdo R e quaisquer m e n inteiros positivos:

R™o R" = R™+N,
Solucdo
» Prova por indugao em n.
» Caso base: n=1 = R"oR! = R"oR = R™1 OK
» HI: Fixe n > 1 e assuma que vale para todo n’ < n. Ou seja, para
todol<n<n:R™"oR" = R™",
Pl: Vamos provar que vale para n.
> R"oR" = R"o(R"'oR) = (R"oR" HoR =
> = RMtr-loR = RmMtn

v



Relaggo Rem A - RCAXxA- Dom(R)UImg(R)C A

> Reflexiva sobre A: Vae€ A: (a a)eRr Todos os lagos

» Irreflexiva: $a:(a,a) €R Nenhum laco

> Simétrica: (x,y ) € R = (y,x) € R Vaievolta

> Antissimétrica:  (x,y) € R,x #y = (y,x) € R Vai, ndo volta
> Transitiva: (x,¥y)eR A (y,z)ER = (x,2) €R

Exemplos: A= {1,2,3,4}
> R = {(1,1), (1,2), (2.1), (2,2), (3,3), (3,4), (4,1), (4,4)}
> R = {(1,1), (1,2), (2,1)}
> Ry = {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3), (1,4), (4,1), (4,4)}

=@ @D
.
@0, O (® @O



Relaggo Rem A - RCAXxA- Dom(R)UImg(R)C A

> Reflexiva sobre A: Vae€ A: (a a)eRr Todos os lagos

» Irreflexiva: $a:(a,a) €R Nenhum laco

> Simétrica: (x,y ) € R = (y,x) € R Vaievolta

> Antissimétrica:  (x,y) € R,x #y = (y,x) € R Vai, ndo volta
> Transitiva: (x,¥y)eR A (y,z)ER = (x,2) €R

Exemplos: A= {1,2,3,4}
> Ry = {(231)7 (371)a (372)a (471)a (472)7 (473)}

> Ry —
{(1,1), (1,2), (L.3), (L4), (2.2), (2.3), (2.4), (3.3), (3.4), (4,4)}

> Re = {(3’4)}

>



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.17
Prove que uma relacdo R € irreflexiva se e somente se ela € disjunta de /I
onde A= Dom(R) ou A= Img(R).
Lembretes:
> /o = {(a,a): a€ A} (relagdo Identidade do conjunto A)

> R éirreflexiva se e s6 se $a: (a,a) € R.

Solugdo
> R éirreflexiva <= fla: (a,a) € R <
> < fac Dom(R):(a,a) € R <= RN Ipomr) =0
> ...
> < Pacimg(R):(a,a) € R <= RN ljmgr) =0



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.18

Prove que uma relacdo R é simétrica se e somente se ela é igual a sua
inversa.

Lembretes:
> R7! = {(y,x): (x,y) € R} (relagdo Inversa de R)
» R é simétrica se e s6 se V(x,y) € R: (y,x) € R.

Solucdo
» R ésimétrica < Y(x,y) € R: (y,x) € R <=
<~ V(x,y)€ER: (x,y) ERT'<<—= RCR! <

>

> ...

> — VY(y,x)ER1: (y,x) ER+= R !CR <
>

>

~— R=R1



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.19
Prove que uma relagdo R é antissimétrica e irreflexiva se e somente se ela
é disjunta de sua inversa.

Lembretes:
> Ae B sdo disjuntos se e sé se ANB =)
> Rt = {(y,x): (x,y) € R} (relagdo Inversa de R)
> R é antissimétricaseesése Vx £y : (x,y) € R= (y,x) € R.

Solucao
» R é antissimétrica e irreflexiva <= V(x,y) € R: (y,x) ¢ R —
> = V(x,y)ER: (x,y) R 1< RNR1 =10



6.3. Propriedades de Relacoes

Exercicio 6.20
Seja R uma relagdo simétrica e transitiva sobre um conjunto A. Prove

que, se para todo x € A, existe um y € A tal que xRy, entao R é
reflexiva.

Lembretes:
> xRy <= (x,y)€R
> R ésimétrica se e s6 se V(x,y) € R: (y,x) € R.
> R é transitiva se e s6 se V(x,y),(y,z) € R: (x,z) € R.
» R é reflexiva sobre Ase esése Vac A: (a,a) € R.

Solucdo
» Seja R uma relacdo simétrica e transitiva tal que Vx € A: Jy : xRy.
Seja x um elemento qualquer de A. Logo existe y tal que (x,y) € R.

Como R é transitiva: (x,y) € RA(y,x) € R < (x,x) € R.

>
> R ésimétrica: (y,x) € R.

>

» Como Vx € A: (x,x) € R, entdo R é reflexiva.



Exercicio Lista 2
Mostre que se R é uma relacio reflexiva e transitiva, entio RN R~ é
uma reflexiva, simétrica e transitiva.

Solugdo

v

x € Dom(RNR™Y) = (x,x) e R= (x,x) e R7l =
= (x,x) e RNR™! = RN R é reflexiva
(x,y) ERNR = (x,y) € R= (y,x) € R}
(x,y) ERNR = (x,y) e R = (y,x) €R
y)ERNR = (y,x) e RNR™L = RN R ! ésimétrica
(x,y),(y,z) E RNR = (x,y),(y,z) € R= (x,2) € R.
(x,¥),(v;2) ERONRT = (x,5),(y,2) eR' =

(x;

= (z,y),(y, )GRZ}(ZX)ERZ}(XZ)ERI
(x,¥),(y,z2) ERNR™I = (x,z) e RNR™I=RN R & transitiva

vVvyVvvVyVvYVYyYyVvyy



Exercicio Lista 2
Sejam A um conjunto e R C A X A. Sejaainda S=R?>=RoR:

S={(a,d')| 3" € A(a,da") € RA(",d') € R}.

Prove ou dé um contra-exemplo:
(a) R é reflexiva, simétrica e transitiva = S também o é.
(b) S é reflexiva, simétrica e transitiva = R também o é.

Solugdo (b): Contraexemplo

» R={(1,2), (2,1)} = S={(1,1), (2,2)} =
» — S é reflexiva, simétrica e transitiva, mas R n3o é reflexiva.

e g &



Exercicio Lista 2
Sejam A um conjunto e R C A x A. Seja ainda S = R> = Ro R:

S={(a,d')| 3" € A (a,da") e RA(",d) € R}.

Prove ou dé um contra-exemplo:
(a) R é reflexiva, simétrica e transitiva = S também o é.
(b) S é reflexiva, simétrica e transitiva = R também o é.

Solugdo (a):
> aeA= (a,a) e R =
> —> (a,a) € RA(a,a) € R = (a,a) € S = S é reflexiva.
> (a,c) € S = Fb:(a,b),(b,c) e R =
» — (¢, b),(b,a) € R = (c,a) € S = S é simétrica.
> (a,c),(c,e) € S = 3b,d : (a,b),(b,c),(c,d),(d,e) e R =
» —> (a,¢),(c,e) € R = (a,e) € S = S é transitiva.



6.3.1. Composicao e Transitividade

Exercicio 6.21

Demonstre a afirmacdo, ou encontre um contraexemplo: “Se R* C R,
entdo R é transitiva’.

Lembretes:
» Teorema 6.3: R é transitiva <= RoR=R?>CR
» Teorema 6.4: R é transitiva «<— R" C R,Vn>1

Solugdo: contraexemplo
> k= {(172)’ (273)7 (371)}
> R?=1{(1,3), (2,1), (3,2)}
> RP={(1,1), (2,2), (3,3)}
> R = {(1v2)7 (273)v (3v1)}
» R*= R, mas R n3o é transitiva
> [



6.3.1. Composicao e Transitividade

Exercicio 6.21"
Demonstre a afirmac3o, ou encontre um contraexemplo: “Se R® C R,
entdo R é transitiva’.

Lembretes:
» Teorema 6.3: R é transitiva <= RoR=R?>CR
» Teorema 6.4: R é transitiva <— R" C R,VYn>1

Solucdo: contraexemplo

> R= {(172)’ (2 ) ( )’ ( 71)}
> R = {(173)7 ( ) (37 1)7 (472)}
> R = {(1,4), (2,1), (3,2), (4,3)}
> R = {(L 1)7 ( ) (3’3)7 (474)}
> R ={(1,2), (2.3), (3,4), (4.1)}
» R5 =R, mas R n3o é transitiva [



6.3.1. Composicao e Transitividade

Exercicio 6.21"
Demonstre a afirmac3o, ou encontre um contraexemplo: “Se R® C R,

entdo R é transitiva”.

Lembretes:
» Teorema 6.3: R é transitiva <= RoR=R?>CR
» Teorema 6.4: R é transitiva «<— R" C R,Vn>1

Solugdo: contraexemplo
> R=1{(1,2), (2,1)}
> R?=1{(1,1), (2,2)}
> R3=1{(1,2), (2,1)}
» R3 =R, mas R nio é transitiva [
> pois (1,2) e Re(2,1)e R, mas (1,1) € Re (2,2) ¢ R
> [



6.4. Representacdo de Relacdes usando Matrizes
Notagdes > (somatdrio) e [] (produtdrio)

Sejam xq, X2, . . ., X, numeros reais.
n
E Xk = X1+Xo+Xx34+...+X,
k=1
n
HXk = X3 - X2 - X3 ... Xp
k=1

Notagcdes A e \/

Sejam 51, S,...,S, sentencas légicas (com valor F ou V).

\/ s
k=1

S1VSVSV...VS,

SINSASIAN...NS,

As
k=1



6.4. Representacdo de Relacdes usando Matrizes
Notagdes () e |

Sejam G, Gy, ..., C, conjuntos.

s
o

= GUGUGU...UC,

x
Il
—

= GnGnNnGnNn...NnG,

DL
o

i
I

Notagcdes A e \/

Sejam 51, S,...,S, sentencas légicas (com valor F ou V).

\/ s
k=1

S1VSVSV...VS,

SINSASIAN...NS,

As
k=1



Fecho Reflexivo

Exemplo: A={1,2,3,4,5}
> R = {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5)}
>

> Ia = {(151)7(272)5(373)7(4a4)7(575)}
» Fecho Reflexivode R = R U Ix



Fecho Simétrico

Exemplo: A={1,2,3,4,5}

> R = {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5)}
>

> R = {(2,1), (3,2), (4,3), (5,4))
» Fecho Simétricode R = R U Rt

R R R R
09906



Fecho Transitivo

Exemplo: A={1,2,3,4,5}
> R = {(1,2), (2.3), (3,4), (4,5)}

R* = {(17 3)’ (274)7 (3’ 5)}

| 4
>
> R = {(1,4),(2,5)}
| 4
>

Fecho Transitivo R* = R U R? U R® U R*




Fecho Transitivo

Teorema 6.6: Relacdo S transitiva: RCS — R*CS

Dada uma relacdo R, toda relagdo transitiva S que contém R também
contém o fecho transitivo R* de R.

Prova:
» Relacdes R e S taisque R C S e S € transitiva.
» Teorema 6.2: RCS — R"CS", Vn>1.
» Teorema 6.4: S transitiva =— S"C S, Vn> 1.
» Logo R" C S,vn>1.
» R* = RRUR?UR3U... CS5. O



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.22

Exercicio 6.22:

Encontre os fechos reflexivo, simétrico e transitivo das seguintes relagcdes:

> A={ab,c}e R ={(aa)(a b)(bc)(cb)}
> A=1{0,1,2,3} e Ry = {(0,1),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,0)}.

Solucdo:
> Reflexivo = Ry U {(b,b),(c,c)}
> Simétrico = R U {(b,a)
> Transitivo Rf = Ri U {(a,c),(b,b),(c,c)}
| 4
>
> Reflexivo = Ry U {(0,0),(3,3)}
> Simétrico = R, U {(1,0),(2,1),(0,2),(0,3)}
> Transitivo R = R, U {(0,2),(0,0),(1,0),(2,1),(3,1),(3,2)}



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.23

Exercicio 6.23:
SeJamA {1,2,3,4,5} e

= {(1,3),( ,4),(3,1),(3,5),(4,3),(5,1),(5,2),(5,4)}. Encontre as
potenuas R2, R3, R*, R®, R e o fecho transitivo R*.

Soluc3o:

R*={(1,1),(1,5).(2,3).(3.3),(3.1).(3,2).(3.4),(4.1),(4.5).(5.3).(5.4)}

R® ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,5).,(3,1),(3,3).(3.4).(3.5),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(51),(53).(55)}

)

4) (3,1-2-3-4-5),(4,1-3-4-5),(5,1-2-3-4-5) }
-4-5),(3,1-2-3-4-5),(4,1-2-3-4-5),(5,1-2-3-4-5)}
1L 5) 21- -5), (3.1-...-5), (41-...-5), (5.1-...-5)}

> R = R1uR2uR3uR“UR5UR6 = R6 = AxA

> (1,3),(3,5),(5,2),(2.4), (4,3),(3,1) €

» Ciclo com todos os elementosde A — R* = Ax A




Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.24

Exercicio 6.24:

Seja A=1{0,1,2,3,4,5}. Encontre a menor relagdo contendo a relagdo

R={(1,2),(1,4),(3,3), (4,1)} que &

(a) Simétrica e reflexiva sobre A.

(b) Reflexiva sobre A e transitiva.

(c) Simétrica e transitiva.

(d) Reflexiva sobre A, simétrica e transitiva.

Solugdo:

(a) RU{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(5,5), (2, 1)}

(b) RU{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(5,5),(4,2)}

(c) RU{(2,1),(1,1),(2,2),(4,4),(4,2),(2,4)}

(d) RU{(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(5,5),(2,1),(4,2), (2, 4)}



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.25

Exercicio 6.25:

Sejam R; e R, relagBes sobre o conjunto A, tais que Ry C R».
» S; e S, fechos reflexivos de Ry e R,. Prove que §; C Ss.
» S e S, fechos simétricos de Ry e Ry. Prove que $; C S,.
> S; e S, fechos transitivos de Ry e R>. Prove que S5; C Ss.

Solucdo:

» REF: RiCR, — RIULCRUIp = 5CS. O

> SIM:
RICR = RI'CR' = RUR'CRUR' = S/ CS;.
O

» TRRRICR, = R/CR},Vn>1 = RIUR?}U R}...C
RAZURU R}... = Rf CR;. O



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.26

Sejam R; e R, relagdes sobre o conjunto A, e R = R UR>.
» S;, S, e S fechos reflexivos de Ry, R, e R. Prove S U S, = S.
» 51, S, e S fechos simétricos de Ry, R» e R. Prove 5 U S, = S.

» 51, S, e S fechos transitivos de Ry, R, e R. Prove S;US, C S.
Encontre um exemplo em que n3o é igual.

Solucdo:
» REF: S:(R1UR2)UIA:(R1UIA)U(R2UIA):5~1U52‘ O

> SIM:
S=(RIUR)U(RIUR) ™ = (RIUR)U(R;'URy ) = SUS,. O

> TR RJURY C (RLUR)", Vn>1 — R} UR; C (RLURy)".
> Exemplo: Ry ={(1,2)}, R ={(2,3)} =
> = RIURy ={(1,2),(2,3)} #{(1,2),(2,3),(1,3)} = (RiURy)".



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.27

Sejam R; e Ry relagdes sobre o conjunto A, e R = Ry N Rs.
» Si, S, e S fechos reflexivos de Ry, R, e R. Prove S =51 S,.

» 51, S, e S fechos simétricos de Ry, R e R. Prove S C §: N S,.
Mostre um exemplo em que n3o é igual.

» 51, S, e S fechos transitivos de Ry, R e R. Prove S C 5: N Ss.
Mostre um exemplo em que n3o é igual.

Solucdo:
» REF: S=(RiNR)Ulha=(RiUL)N(RRUI)=5NS. O
> SIM: S=(RINR)U(RINR) P =(RiNR)URR ' NRY) =

SNSN(RUR)N(RURY). O

> R ={(1.2)} Re={(21)} = R=0.5 =5 ={(1,2),(2,1)}
> TR: (RINR)"CRINRY, ¥Yn>1 = (RINR)* C R UR;.
> Exemplo: Ry ={(1,2),(2,4)}, R, ={(1,3),(3,4)} =
> — (RINR)*=0+#{(1,4)} = Ry NR;.



Fechos de uma Relacao - Exercicio 6.28

Exercicio 6.28:

Seja R a relagdo sobre o conjunto dos nimeros inteiros positivos tal que
aRb se e somente se existe um ndmero primo p tal que a = pb. Qual é o
fecho reflexivo de R? Qual € o fecho transitivo de R? Qual é o fecho
transitivo e reflexivo?

Solugdo:

> REF: S = RU Iy«, onde N* =N — {0}. Ou seja,
aSb se e sé se a = pb para p primo ou igual a p = 1.
TR: aR*bseesdsea>b>0eaé miltiplo de b.
TR+REF: aR**bseesésea> b >0e aé miltiplo de b
Exemplo: 300R100, 100R50,50R10,10R2 = 100R*2

Mais formalmente:

aR"b <= 4 primos p1,...,pp: a= pip2...Ppn b. Pelo Teorema
Fudamental da Aritmética, todo nimero> 1 pode ser decomposto
em um produto de niimeros primos e por R* = RUR?UR3 . ...

vvyyVvyyvVvyy



Capitulo 7.1
ORDENS PARCIAIS



Ordens Parciais - Exercicio 7.1

Exercicio 7.1:

Seja R a relagdo sobre o conjunto dos nimeros inteiros positivos

(Z* = N*) tal que aRb se e somente se existe um inteiro positivo k tal
que a = k - b. Prove que R é uma relacdo de ordem.

Solucdo:

» REF: 2 = 1.3, VaeZt < aRa — (a,a)e R. U

> AntiSIM: aRb A a# b — a=kbparak>2 — b<a —
(b,a)¢R. O

» TR:aRb A bRc = a=k -b AN b=ky-ccom ki, ko € Z*
— a=kk-c = aRc < (a,c)e R 0.



Ordens Parciais - Exercicio 7.2

Exercicio 7.2:

Seja A o conjunto dos inteiros de 0 a 9 e seja R a relagdo sobre A tal que
aRb se e somente se a é par e b é impar, ou ambos s3o pares e a < b, ou
ambos sdo impares e a > b. Esta é uma relacdo de ordem?




Ordens Parciais - Exercicio 7.2

Exercicio 7.2:

Seja A o conjunto dos inteiros de 0 a 9 e seja R a relacdo sobre A tal que
aRb se e somente se a é par e b é impar, ou ambos sio pares e a < b, ou
ambos s3o impares e a > b. Esta é uma relacdo de ordem?

Solucdo: SIM
» REF:a<a AN a>a < aRa VaceZ. O
> AntiSIM:
i aRb,a pare bimpar — (b,a)¢ R O
i aRb,a,bparesea<b — bLa = (b,a)¢R. O
iii aRb,a,bimparesea>b — b}ta = (b,a)¢R. O
TR: aRb N bRc:
a,b,cparesea<b<c — a,cparesea<c — aRc

>
>
» a, b pares, cimpare a<b = aparecimpar =— aRc
» apar, b,c imparese b < c = aparecimpar — aRc
>

a,b,c imparesea>b>c = a,cimparesea>c — aRc



Ordens Parciais - Exercicio 7.3

Exercicio 7.3:

Considere a relacdo R sobre os pares ordenados de inteiros Z x 7Z tal que
(a, b)R(c,d) <= (a < ¢) V (b < d) para quaisquer inteiros a, b, c e d.
Esta é uma relacdo de ordem?

Solucio: NAO

» Contraexemplo:

> a=d=1leb=c=2 = (1,2)R(2,1), poisa<c
> a=d=2eb=c=1 = (2,1)R(1,2), pois b< d
>

Portanto R n3o é antissimétrica. Logo R n3o é uma relacdo de
ordem.



Ordens Parciais - Exercicio 7.3b

Exercicio 7.3b:

Considere a relacdo R sobre os pares ordenados de inteiros Z x 7Z tal que
(a,b)R(c,d) < (a < c)A(b < d) para quaisquer inteiros a, b, ¢ e d.
Esta é uma relacdo de ordem?

Solucdo: SIM
> REF:a<a A b< b = (a,b)R(a,b), Va,beZ. O
> AntiSIM: (a, b)R(c,d) A(c,d)R(a,b) —
a<c ANb<dAc<aANnd<b — a=c AN b=d —
(a,b) =(c,d). O
> TR: (a,b)R(c,d) A (c,d)R(x,y) — a<c<x A b<d<y
— a<x A b<y = (a,b)R(x,y). O



Ordens Parciais - Exercicio 7.4

Exercicio 7.4:

Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto B (R C B x B). Prove
que, para todo subconjunto A de B (A C B), a restricdo R" de Ra A é
uma relagdo de ordem sobre A.

Solucdo:
> Lembrete: xR'y <= xRy A x,y €A
> REF:a€e A — a€eB — (a,a)€eR = (a,a)eR. O
> AntiSIM: xR'y — xRy = (y,x)¢ R = (y,x)¢R. O

» TR: xR'y N yR'z — x,y,z€ A AN xRy AN yRz —
x,ZEA N xRz — xR'z. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.5

Exercicio 7.5:

Para quaisquer relacdes de ordem R e S sobre um conjunto A, a relacdo
RU S é sempre uma relacdo de ordem sobre A? E a relagdo RN S7
Prove suas respostas.

Soluggo: NAO para RU S
» Contraexemplo: A= {1,2,3}, R ={(1,1),(1,2),(2,2),(3,3)} e
5=1(1,1),(2,2),(2,3),(3,3)} = R e S sdo ordens parciais.
» No entanto, {(1,2),(2,3)} CRUS, mas (1,3) ¢ RUS.

Solucdo: SIM para RN'S
» REF: (a,a) € R A (a,a)€ S, Vaec A = (a,a)e RNS. O
> AntiSIM: (x,y) e RNS Ax#y = (y,x) 4R A (y,x) €S
= (y,x)¢RNS. O
> TR: (x,y) € RNS A (y,z) e RNS = (x,2)€ER A (x,2) €S
— (x,z) €RNS. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.6

Exercicio 7.6:

Seja A o conjunto de todos os arquivos em um sistema de arquivos e seja
R a relacdo sobre A tal que aRb se e somente se o arquivo a contém uma
cépia do conteldo do arquivo b, possivelmente com informagdes
adicionais antes do inicio de b ou depois do fim de b. A relagdo R é uma
relacdo de ordem?

Solucdo: SIM

» REF: Arquivo a contém a — (a,a) € R. [

> AntiSIM: (a,b) € R ANa# b = arquivo a tem cdpia do arquivo b
e possui dados extras antes ou depois de sua cépia interna de b —
b ndo tem cépia de a = (b,a) ¢ R. O

> TR: (a,b) € R A (b,c) € R = atem cdpia de b e b tem cdpia
de c = atemcépiadec — (a,c)e R. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.7

Exercicio 7.7:

Seja A um conjunto de caixas e seja R a relacdo sobre A tal que aRb se e
somente se a caixa a cabe dentro da caixa b. Prove que R é uma relacao
de ordem estrita.

Solucdo:
» |IRREF: Caixa a nfo cabeem a — (a,a) ¢ R. U
> AntiSIM: (a,b) € R = caixa a cabe em b = caixa b n&o cabe
ema — (b,a)¢g R. O

» TR: (a,b) € R A (b,c) € R = caixa a cabe em b e caixa b cabe
em ¢ = caixa a cabe na caixac = (a,c)e R. O



Ordens Parciais - Exercicio 7.8

Exercicio 7.8:
A ordem estrita sobre um conjunto de caixas definida no exercicio 7.7 é

uma ordem total?

Solucdo: NAO
» Podem existir duas caixas a e b tais que a n3o cabe em b e também
b n3o cabe em a.
» Por exemplo, caixas com medidas 1 x 1 x5 e 2 x 2 x 2.



Ordens Parciais - Exercicio 7.9

Exercicio 7.9:

Seja R uma relagdo de ordem total sobre um conjunto B (R C B x B).
Prove que, para todo subconjunto A de B (A C B), a restricdo R’ de R a
A também é uma relagdo de ordem total sobre A. (Veja o exercicio 7.4.)

Exercicio 7.4:

Seja R uma relac3o de ordem tetal sobre um conjunto B (R C B x B).
Prove que, para todo subconjunto A de B (A C B), a restricdo R’ de R a
A também é uma relacdo de ordem tetal sobre A.

Solucdo Ex. 7.9:

> Lembrete: xR'y <= xRy A x,y €A

» No Exercicio 7.4, provamos que R’ é uma relacdo de ordem. Falta
provar que ¢é total.

> x,ye A — x,y€B = xRy V yRx = xR'y vV yR'x. 0O



Exercicio 7.10:
Seja R uma relagcdo sobre um conjunto A e seja S a relacdo
complementar, S = (A x A) — R. Prove ou mostre um contraexemplo:

(i) R é de ordem se e s6 se S é de ordem estrita. (F)
(i) R é de ordem total se e s6 se S é de ordem estrita total. (V)

v

Contraexemplo (i): A= {1,2}, 1R1, 2R2, 152 e 251.
R é ordem, mas S n3o é antissimétrica (ndo é ordem estrita)

v

Prova (ii): R é reflexiva se e somente se S ¢ irreflexiva. Ok.
Suponha que R é uma ordem total e x, y,z € A sdo distintos.
x,y € A = xRy V yRx (pois R ¢ total)

— (xRy AyRx) V (yRx A xRYy) (pois R é antissimétrica)
— (x8y AySx) V (y8x A xSy) = S é total e antissimétrica
xSy N\ ySz = zRy N yRx — zRx —> x5z =—> S transitiva.

vVvyVvyvVvyVvyYyvyy

Argumento andlogo para: S é de ordem estrita = R é de ordem.



Conjunto A* de k-uplas sobre um alfabeto A

Definicao k-upla
» k-upla = generalizacdo de Par Ordenado para k ordenadas.
» pares (duplas k=2), triplas (k=3), quidruplas (k=4), quintuplas
(k=5), ...
» Ex1: Triplas pitagéricas (3,4,5), (5,12,13), (6,8,10).
> Ex2: Pontos (x,y,z) da esfera de raio 1: x* + y? + z% < 1.

Definicio A = Ax Ax...x A (k vezes)

Dado conjunto A , definimos A¥ o conjunto das k-uplas (ordenadas) com
elementos de A.

» Ex1: R3: pontos do espaco tridimensional.
> Ex2: {C,K}5 = conjunto dos possiveis resultados ao langar uma
moeda 5 vezes, para C (cara) e K (coroa) = {(C,C,C,C,C),

(C,C,C,CK), (C.C,C.K.C), (C.C.CKK), (C.CK,C,C).... }



Conjunto A* de palavras sobre um conjunto A

Definicdo A* (A estrela)

Dado conjunto A (alfabeto), definimos A* (A estrela) como o conjunto
das sequéncias (palavras) finitas de elementos de A (a ordem importa).

> Exl: A={a}, A*=/{e, a,aa, aaa, aaaa,...}.
> Ex2: A={a, b}, A* ={¢,a, b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, ...}

Chamaremos os elementos de A de letras e os elementos de A* de
palavras. O tamanho de uma palavra u é o seu nimero de letras. A
palavra vazia, denotada por € ou (), tem tamanho 0.

Concatenacio:

Dadas duas palavras u e v, a concatenacdo de u e v, escrita uv é a
palavra obtida ao se escrever as letras de u seguidas das letras de v.

» Exemplo: Alfabeto A= {a, b}, u=abe v = ba.
» uv = abba, vu = baab, uuvv = ababbaba

» baa é prefixo de vu; aba é sufixo de vuvv.



Ordem Lexicografica R* de uma relagao R

E uma Rela¢do de Ordem (R*) sobre o conjunto A* de palavras sobre um
alfabeto A (dada uma relacdo de ordem R sobre os elementos de A). Nio
confundir com fecho transitivo R*. Exemplo: diciondrio.

Ordem lexicografica R* de uma relacao R

Dada uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A, seja R* (ordem
lexicografica induzida por R) a relagdo sobre A* tal que uR"v se e s6
se:

(i) u é prefixo de v; ou
(i) u=wau' e v=wbv/, onde w é o maior prefixo comum entre u e v,
os sufixos v, v/ € A* e as letras a, b € A satisfazem aRb.

Exemplo: Dicionario
» A={a,b,c,...} e R a relagdo natural das letras: aRbRcRdR...
» cR"aR"aa R" amar R" amo R* amor R" amora R* b R” ba.



Ordem Lexicografica R* de uma relagao R

E uma Rela¢do de Ordem (R*) sobre o conjunto A* de palavras sobre um
alfabeto A (dada uma relac3o de ordem R sobre os elementos de A). Nio
confundir com fecho transitivo R*. Exemplo: diciondrio.

Ordem lexicografica R* de uma relacao R

Dada uma relagdo de ordem R sobre um conjunto A, seja R* (ordem
lexicografica induzida por R) a relagdo sobre A* tal que:

(L1) Para toda palavra u € A*: eR"u.

(L2) Para toda palavra u € A*: u#¢e¢ = uRe.

(L3) w e v palavras ndo vazias: uR"v se e s se (u; # vy A s Rvp)V
V(up =wvi AU'R*V'), onde u; e vq sdo as letras iniciais de u e v, e
u' e v/ s30 o0 que resta de u e v retirando-se estes elementos iniciais.

Exemplo: Diciondrio

> A={a b,c,...} e R a relacdo natural das letras: aRbRcRdR...
» cR"aR"aa R" amar R" amo R* amor R" amora R* b R” ba.



Ordens Parciais - Exercicio 7.11

Exercicio 7.11:
Seja R uma relacdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R é reflexiva.

Prova:

> Seja u € A* uma palavra qualquer. Queremos provar que uR*u por
inducdo no tamanho n de wu.

» Caso base: n =0 = u=¢ = uR*u. (Ok)
» H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra de tam < n.

» P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u de tamanho n,
entdo uR*u.

> Seja u; a letra inicial de u e seja v’ a palavra que resta de u
retirando-se este elemento inicial.

» Por induc3o, temos que v’ R*u’, pois u’ tem tamanho n—1 < n.

» Portanto, pela definicdo recursiva, uR*u.



Ordens Parciais - Exercicio 7.12

Exercicio 7.12:
Seja R uma relagdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R é antissimétrica.

Prova: por Inducao

>

>
>
>

v

Provar por indu¢do no tam n de u que uR*v = vR*u, V v # u.
Caso base: n=0 = u=¢. Por definicdo vR*=. (Ok)
H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra u de tam < n.

P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u tem tamanho n,
v # u e uR*v, entdo v.R*u.

Sejam up e v as letras iniciais de u e v e sejam v’ e v/ as palavras
que restam de u e v retirando-se estas letras iniciais.

» Por definicdo (u1 # vi AurRvi) V (11 = v AU'R*Y').

v

Se uy # vi, entdo uy Rvi = viRuy = vR*u, pois R é antissimétrica.
Se u; = vy, entdo V'R*V = VIRV — vR*u.



Ordens Parciais - Exercicio 7.13

Exercicio 7.13:
Seja R uma relagdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R é transitiva.

Prova: por Inducao
» Provar por indugdo no tam n de u que uR*v A vR*w = uR*w.
» Caso base: n=0 = u =¢. Por definigdo uR*w. (Ok).
» H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra v de tam < n.
>

P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u tem tamanho n,
uR*v e vR*w, entdo uR*w.

v

Sejam w1, vi e wy as letras iniciais de u, v e w e sejam v/, v/ e w'
as palavras que restam de u, v e w retirando-se estas letras iniciais.

Se u; # wyq, entdo u3 Rwy e portanto uR*w (OK)
Suponha ent3o u; = wy. Portanto vi = u;.
Logo v'R*v' e v'R*w'. Por H.I: v'R*w’ (pois v’ tem tam. n-1)

vvyVvyy

Pela definicdo recursiva de R*, temos: uR*w.



Ordens Parciais - Exercicio 7.14

Exercicio 7.14:
Seja R uma relagao de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a
ordem lexicografica R* induzida por R ¢é total se e s6 se R ¢é total.

Prova (ida)

» Contrapositiva: (P — Q) <= (-Q — —P)

» Suponha que R n3o é total.

> Entdo existem letras a, b € A tais que aRb e bRa.
» Portanto as palavras a, b € A* de uma letra apenas
>
>

também satisfazem aR*b e hR*a.
Logo R* ndo é total.



Ordens Parciais - Exercicio 7.14

Exercicio 7.14:
Seja R uma relacdo de ordem parcial sobre um conjunto A. Prove que a

ordem lexicografica R* induzida por R é total se e s6 se R é total.

Prova (volta): por Indugido

» Palavras distintas u, v € A* com tam. u < tam. v.
Provar por indugdo no tam n de u que uR*v V vR*u.

>

» Caso base: n=0 = u=c¢. Logo uR*v, por definicdo. (Ok)
» H.l.: Fixe n > 1 e suponha valer para toda palavra v de tam < n.
>

P.l.: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se u tem tamanho n,
entdo uR*v ou vR*u para todo v € A*.

» Sejam u; e vq as letras iniciais de u e v e sejam v’ e v/ as palavras
que restam de u e v retirando-se estas letras iniciais.

> u; #vi = uRvy V viRuy (pois R total) = uR*v V vR*w.

v

Portanto suponha u; = vi. Logo pela H.l.: v'R*v' v V' R*u'.

» Logo, por definicdo, uR*v V vR*u.



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.15

Exercicio 7.15:
Seja A o conjunto dos inteiros entre 1 e 20, inclusive. Seja R a relac3o

sobre A tal que xRy se e somente se x divide y. Construa o diagrama de
Hasse de R.

20 -
Lo Divisores de 20 ®180
® 936
10. 4 90 @ .69
§ <18 12
o 20 ®
. 2 45 30@ o
5 ;
o 60 @ o 10 . o,
1 12 15 o .
20 L4
30e ( Ny ®
) 3 2
® 5
10, 6 4 .
15T < I o Divisores de 180
§ 1
® .3 2
5

Divisores de 60



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.15

Exercicio 7.15:
Seja A o conjunto dos inteiros entre 1 e 20, inclusive. Seja R a relacdo

sobre A tal que xRy se e somente se x divide y. Construa o diagrama de

Hasse de R.

Todos os inteiros de 1a 20 _16'.

15

* 0
©




Diagrama de Hasse - Exercicio 7.16

Exercicio 7.16:

Uma subpalavra de uma palavra x é uma sequéncia de letras que
aparecem em posi¢des consecutivas em x, na mesma ordem. Por
exemplo, ‘nan’ é uma subpalavra de ‘banana’, mas ‘bn’' e ‘nab’ n3o sdo.
Seja A o conjunto de todas as subpalavras de ‘banana’ e seja '’ a
relacdo sobre A tal que x C y se e somente se x é subpalavra de y.

(a) Prove que ‘" é uma relagdo de ordem.

Solucdo:
» ‘' é reflexiva, pois toda palavra é subpalavra de si mesma.
> ‘' é antissimétrica, pois, se x C y (x é subpalavra de y) e x £ y,
ent3o y é maior que x e portanto y n3o pode ser subpalavra de x
(yzx).
> ‘[’ é transitiva, pois, se x C y e y C z, entdo x é subpalavrade y e
y é subpalavra de z, e portanto x é subpalavra de z (x C z).



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.16
(b) Construa o diagrama de Hasse de ‘C'.

anana

/N

banan anana

NS

bana anan ana
S >

ban ana nan
Ja \\\\\\\'a ;::><::; na
L\a><n



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.16

(b") Construa o diagrama de Hasse de ‘' sobre as subpalavras de
“comida”.

comida

/\

comid omida

/NN

comi omid mida

/NN

com omi mid ida

VAVAVAVYAN
/\/\/\/\/\



Diagrama de Hasse - Exercicio 7.17

Exercicio 7.17:
Descreva o diagrama de Hasse de uma ordem total sobre um conjunto
finito A.

Solucdo:
A = {1,2,3,4,5}. Relacdo '<’ sobre A
Conclusao: O diagrama de Hasse de uma Ordem Total é uma linha reta.




Minimos e Maximos - Exercicio 7.20

Exercicio 7.20:
Prove que todo conjunto ordenado tem no méximo um elemento minimo
e um elemento maximo.

Solugdo:
» Provar por contradi¢cao que ndo pode haver 2 minimos.
Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto A qualquer.

Suponha que existam dois minimos a e b distintos em A.

>

>

» Pela definicio de minimo: Vx € A: aRx e bRx.

» Portanto aRb e bRa. Contradigdo, pois R é antissimétrica.
| 4

Argumento andlogo para o maximo.



Minimos e Maximos - Exercicio 7.21

Exercicio 7.21:
Prove que um conjunto finito B n3o vazio totalmente ordenado tem
exatamente um elemento minimo e um elemento maximo.

Solugdo: por inducao

>

vvyyvyy

vvyVvyVvVyy

Seja R uma relagdo de ordem total sobre o conjunto B.

Vamos provar por indu¢do no tamanho n de B.

Caso base: n=1 = o (inico elemento de B é minimo. (Ok)
H.I: Fixe n > 1 e assuma valer para todo conjunto de tamanho < n.

P.I: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se B tem tamanho n,
entdo B tem elemento minimo sob a relacdo R.

Seja b € B. Por H.l., B — {b} tem elemento minimo m sob R.
R é total = mRb ou bRm. Se mRb, entdo m é minimo de B.
Suponha entdo bRm. Como ¥ x € B — {b} : mRx,

entdo V x € B — {b} : bRx por transitividade.

Como bRb (pois R é reflexiva em B), entdo b é minimo em B sob R.



Notacdo a <gi b para uma relacdo de ordem R

Notacao <g
Dada uma relacao de ordem parcial R, existem trés modos de
representar pares de R:

» (a,b) € R;ou
» aRb; ou
> 3 SR b.

Muitas vezes, dizemos que <g é a prépria relagao de ordem.

Exemplo:
» Reflexiva em A: x <g x, Vx € A.
> Antissimétrica: Se x <g y e x # y, entdo yZLrx.
» Antissimétrica: Se x <gy ey <g x, entdo x = y .

» Transitiva: Se x <g y e y <g z, entdo x <g z.



Notacoes <g, >r, <r € >r

[eN

> <gr
>R

a propria relacdo de ordem R

[eN

> a relacdo de ordem inversa R~ de R
> < é arelagdo de ordem estrita associada a R
>

>r é a relacdo de ordem estrita associada a R™*

Definicoes:
> x >r y se e somente se y <g X.
> x <gpyseesomentesex<gpyex#y.
> x >pyseesomentesex >gpyex#£y.
> R é total se e somente se x <g y ou x >g y, Vx,y.

Exemplo: R relacdo de continéncia C
» < é a propria relacdo de ordem C.
>R

[N

> a relagdo de ordem D.
> < é arelagdo de ordem estrita
>

c.
>R € a relagdo de ordem estrita 2



Exercicio 7.23:
Encontre um conjunto A e uma relagdo de ordem R sobre A tal que
existe um Unico elemento minimal em A sob R, mas que n~ao é minimo.

Solugdo:
Conjunto A = Z U {«a}. Relagdo R sobre A tal que x <z y se e somente
sexeyestioemZ,oux=aeyecZey>0,oux=y=aq.

coe {000 oee
O



Minimais e Maximais - Exercicio 7.24

Exercicio 7.24:

Prove que um conjunto finito ordenado nao vazio tem pelo menos um
elemento minimal e um elemento maximal.

Solucdo: por inducdo

>
>
>

vy

vvyyvyy

Seja R uma relagdo de ordem sobre um conjunto finito B.
Vamos provar por indu¢do no tamanho n de B.

Caso base: n=1 = o Unico elemento de B é minimal e
maximal. (Ok)

H.I: Fixe n > 1 e assuma valer para todo conjunto de tamanho < n.

P.I: Vamos provar que vale para n. Ou seja, se B tem tamanho n,
entdo B tem elemento minimal e maxinal sob a relacdo R.

Seja b€ B. Por H.I,, B — {b} tem minimal m e maximal M sob R.
Por definicdo, Vx € B — {b} : x€rm e MZgx.

Se bZrm = m é minimal em B. Se b <g m = b é minimal em B.
Se MZgrb = M é maximal em B. Se M <g b = b é maximal em B.



Minimais e Maximais - Exercicio 7.25

Seja A= {3,6,9,...} o conjunto dos miltiplos positivos de 3 e seja R a

relagcdo sobre A tal que x <g y se e s se todos os algarismos decimais de
X aparecem em y na mesma sequéncia. Por exemplo, 262 <g 12682, mas
262%12268. Ache os minimais de A sob R. Existe algum maximal?

Solucdo:

>
>

vVvyvVvyvVvyVvyVvyYvyy

Nado hda maximal. Todo x miltiplo de 3 é sequéncia de 10 - x.

Minimais pertencem a A: miiltiplos de 3. Ndo tem sequéncia
miultipla de 3 em sua sequéncia de algarismos, além dele mesmo.

3,6,9,12,15,18,21,24,27,42,45,48,51,54,57,72,75,78,81,84,87
111, 114, 117, 141, 144, 147, 171, 174, 177,

222, 225, 228, 252, 255, 258, 282, 285, 288,

411, 414, 417, 441, 444, 447, 471, 474, 477,

522, 525, 528, 552, 555, 558, 582, 585, 588,

711, 714, 717, 741, 744, 747, 771, 774, 777,

822, 825, 828, 852, 855, 858, 882, 885, 888,

Nao ha minimais com 4 algarismos ou mais. PROVE.



Minimais e Maximais - Exercicio 7.25

Seja A=1{3,6,9,...} o conjunto dos miiltiplos positivos de 3 e seja R a
relacdo sobre A tal que x <g y se e s6 se todos os algarismos decimais de
X aparecem em y na mesma sequéncia. Por exemplo, 262 <g 12682, mas
262%r12268. Ache os minimais de A sob R. Existe algum maximal?

Solucdo:

> 1 algarismo: deve ser multiplo de trés: 3, 6 € 9.

» 2 algarismos: N3o pode ter algarismo miltiplo de 3: um resto 1 e
outro resto 2 na divisdo por 3.

» 3 algarismos: Nao pode ter algarismo muiiltiplo de 3, ndo pode ter
um com resto 1 e outro resto 2 na divisao por 3: todos tem resto 1
ou resto 2.

> > 4 algarismos: terd uma sequéncia de tamanho 1, 2 ou 3 de um
ndmero multiplo de 3.



Minimais e Maximais - Exercicio 7.28

Exercicio 7.28:

Seja A o conjunto das sequéncias de 4 bits (algarismos 0 ou 1), exceto a
sequéncia 0000, e seja R a relagdo de ordem parcial tal que x <gp y se e
s6 se cada bit de x é menor ou igual ao bit correspondente de y. Assim,
por exemplo, 0100 < 1100, mas 1001XR0101. Quais s3o os elementos
minimos, maximos, minimais e maximais de A sob R?

Maximo e Maximal
Ex. 7.19

1101
P
5954
1




Minimais e Maximais - Exercicio 7.28

Exercicio 7.28:

Seja A o conjunto das sequéncias de 4 bits (algarismos 0 ou 1), exceto a
sequéncia 0000, e seja R a relagdo de ordem parcial tal que x <gp y se e
s6 se cada bit de x é menor ou igual ao bit correspondente de y. Assim,
por exemplo, 0100 < 1100, mas 1001XR0101. Quais s3o os elementos
minimos, maximos, minimais e maximais de A sob R?

Maximo e Maximal

1101
P
5954
1

\\\Minimais



_ Capitulo 7.2 X
RELACOES DE EQUIVALENCIA



Notacao x =g y para Relacao de Equivaléncia R

Nota¢do x =g y p/ Relagdo de Equivaléncia R

> x é equivalente a y médulo R
> x=py <= x=y mod R <= xRy < (x,y) € R.
> x#Zry <= x#Zy mod R < xRy < (x,y) ¢ R.

Contraste com ordens parciais

> x<py, X>rYy, X<RY, X>RY.

Exemplo divisibilidade (Teoria dos Niimeros)
» Divisibilidade / Congruéncia
> x =y mod z <= x — y é miltiplo de z.
» x =y mod z <= x e y tem 0 mesmo resto na divisdo por z.
> 11=20 mod 3 e 40=49 mod 3



Relacoes de Equivaléncia - Teorema 7.1

Teorema 7.1:
Seja R uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto A n3o vazio.
seguintes afirmagdes sdo equivalentes.

> a=pb = [ar=[blr < [arNI[blr#0

Prova: 1 = 2

» Suponha a =z b. Logo b= a.

c € [alr Ly c=gpa =% c=xb 2 c € [b]r

>
> Logo [alr C [bl.
> cc[blr Lh c=pb =5 c=gpa = c € lalr
> Logo [b]r C [a]r.

>

Portanto [a]gr = [b]&-



Relacoes de Equivaléncia - Teorema 7.1

Teorema 7.1:
Seja R uma relag¢do de equivaléncia sobre um conjunto A n3o vazio. As

seguintes afirmacgdes sdo equivalentes.
> a=p b <— [a]R = [b]R <~ [a]Rﬁ [b]R 75(2)

Prova: 2 = 3
» Suponha [a]g = [b]gr. Como (a, a) € [a]r, entdo (a, a) € [b]r.
» Portanto [a]g N [b]g ndo é vazio.



Relacoes de Equivaléncia - Teorema 7.1

Teorema 7.1:
Seja R uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto A n3o vazio. As
seguintes afirmacdes sdo equivalentes.

> a=pb << [alr=[blr <= [arN[blr #D

Prova: 3 = 1
» Suponha que [a]g N [b]g ndo é vazio.
» Seja ¢ € [a]r N [b]r. Logo c =gr ae c=x b.
» Por simetria, a = c.
» Por transitividade, a =g b.



Relacoes de Equivaléncia - Teorema 7.2

Teorema 7.2:

Seja P uma particdo do conjunto A. A relacdo R tal que a =g b se e s6
se a e b estdo em uma mesma parte (bloco) de P é uma relacdo de
equivaléncia, e suas classes de equivaléncias sdo as partes (blocos) da
particdo P.

Prova:
» REF: a e a pertencem ao mesmo bloco, pois sdo iguais. Logo a = a
» SIM: a=;z b=— ae b estio no mesmo bloco — b =f a.
» TR:a=r b N b=grc — a, be c estdo no mesmo bloco —
a=rec.
» Lembrar que os blocos de uma particdo sdo disjuntos (intersecdo
vazia).



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.29

Exercicio 7.29:
Seja S={(x,y) e RxR:x—y € Q}. Prove que S é uma relacio de
equivaléncia.

Solucdo:

’REF:X—XZOEQg(X,X)ES
PSIM:(X,y)ESgx—yé@ﬁy—xe(@g(y,X)ES
» SIM: x=svy gx—ye(@:y—xe(@g Yy =5 X
>TR:x55y/\yESZgx—ye(@/\y—ze(@
>

- (X—y)—i-(y—z):x—ze(@ d_—€f> X=s2Zz



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.30

Exercicio 7.30:
Seja R a relagdo sobre o conjunto dos pares ordenados de inteiros
positivos tal que (a,b)R(c,d) seesésea-d=b-c. (a) Prove que R é
uma rela¢do de equivaléncia. (b) Descreva a classe de equivaléncia de
(1,2) em R.
Solugdo (a):

» REF: a-b=b-a = (a,b)R(a, b)
SIM: (a,b)R(c,d) — a-d=b-c = (c,d)R(a,b).
TR: (a,b)R(c,d) N (c,d)R(e,f) = a-d=b-c AN c-f=d-e
= a-(c-f)=a-(d-e)=(b-c)-e

>
>
>
> — a-f=b-e = (a,b)R(e,f).



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.30

Exercicio 7.30:

Seja R a relacdo sobre o conjunto de pares ordenados de Z* (inteiros
positivos) tal que (a, b)R(c,d) seesése a-d=b-c. (a) Prove que R é
uma relagdo de equivaléncia. (b) Descreva a classe de equivaléncia de
(1,2) em R.

Solugéo (b):
> (x,y)R(1,2) = 2x =y. Portanto,
> [(1,2)]r = {(x,2x) : xe€ Z*1}.
> [(1,2)]r = {(1,2), (2,4), (3,6), (4,8),(5,10), ...}.



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.31

Exercicio 7.31:

Seja R a relagio sobre o conjunto dos pares ordenados de Z™ tal que

(a, b)R(c,d) se esé se a+d = b+ c. (a) Prove que R é uma relagdo de
equivaléncia. (b) Descreva a classe de equivaléncia de (3,1) sob R. (c)
Descreva as classes de equivaléncia de R.

Solugdo (a):
> REF: a+ b=b+a —5 (a b)R(a,b)

» SIM: (a,b)R(c,d) = a+d=b+c = (c,d)R(a,b).

> TR:
(a,b)R(c,d) A (c,d)R(e,f) = a+d=b+c AN c+f=d+e

= a+(c+f)=a+(d+e)=(b+c)+e

v

v

= a+f=b+e = (a,b)R(e,f).



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.31

Exercicio 7.31:

Seja R a relacio sobre o conjunto dos pares ordenados de Z* tal que
(a,b)R(c,d) se esé se a+d = b+ c. (a) Prove que R é uma relagdo de
equivaléncia. (b) Descreva a classe de equivaléncia de (3,1) sob R. (c)
Descreva as classes de equivaléncia de R.

Solugéo (b):
> (x,¥)R(3,1) = x+1=y+3 = x=y+ 2. Portanto,

> (3, D]r = {(y+2,y) : yeZt}.
> [(3’1)]R {(37 1)’ (432)7 (573)’ (6’4) 7(775)’ "'}'



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.31

Exercicio 7.31:

Seja R a relagdo sobre o conjunto dos pares ordenados de Z™ tal que

(a, b)R(c,d) se e sé se a+d = b+ c. (a) Prove que R é uma relagdo de
equivaléncia. (b) Descreva a classe de equivaléncia de (3,1) sob R. (c)
Descreva as classes de equivaléncia de R.

Solugdo (c):
> x>y = (x,y)R(x—y+1,1) = (x,¥) € [(x—y+11)]r.
> x<y = (x,y)R(L,y —x+1) = (x,¥) € [(1,y —x+ )&
» Resumindo:
> [(a,1)]r ={(x,y) : x = y+a-1} ={(a, 1), (a+1,2),(a+2,3),...}
> [(1,3)]r = {(x,y) : ¥y = x+a-1} = {(1, a),(2,a+1),(3,a+2),...}



Relacdes de Equivaléncia - Exercicio 7.32

Prove que as relagGes sdo de equivaléncia. Descreva suas classes.
(a) Seja R a relagdo sobre Z definida por mRn se e s6 se 2 divide m — n.
(b) Seja S a relagdo sobre R definida por xRy se e s6 se |x| = |y|.

(c) Seja F a relagdo sobre Z™T tal que xFy se e sé se todo nimero primo
que divide x divide y, e vice-versa.

Solugdo (a):
» xRy <= 2dividex —y <= x—y é par.
REF: x — x =0 é par = xRx
SIM: xRy — x—y épar = y — x é par = yRx.

>

4

» TR: xRy N yRz — x —y e y — z sdo pares

> — (x—y)+(y—z)épar = x—zépar = xRz
>

Duas classes de equivaléncia: Nimeros pares e Nimeros impares.



Relacdes de Equivaléncia - Exercicio 7.32

Prove que as relagbes sdo de equivaléncia. Descreva suas classes.
(a) Seja R a relagdo sobre Z definida por mRn se e s6 se 2 divide m — n.
(b) Seja S a relagdo sobre R definida por xRy se e s6 se |x| = |y|.

(c) Seja F a relagio sobre Z* tal que xFy se e sé se todo nlimero primo
que divide x divide y, e vice-versa.

Solugdo (b):
> xSy = |x|=|y| &= x==y.
REF: |x| = |x] = x5x
SIM: xSy = |x| =|y| = y5x.

>
>
> TR: xSy A y5z = |x|=|y|ely| =]Z|
> — x| =|z| = xSz.

>

Classes de equivaléncia: {x, —x} para todo x € R™



Relacdes de Equivaléncia - Exercicio 7.32

Prove que as relagbes sdo de equivaléncia. Descreva suas classes.

(a)
(b)

Seja R a relagdo sobre Z definida por mRn se e sé se 2 divide m — n.

Seja S a relaggo sobre R definida por xRy se e sé se |x| = |y|.

(c) Seja F a relagio sobre Z* tal que xFy se e sé se todo nlimero primo
que divide x divide y, e vice-versa.
Solugdo (c):
> xFy < (Vprimop:x=ki-p<>y=ky-p)para ki, ko € N.

vV v v Yy

xFy <= fatoragdo de x e y gera os mesmos primos (*), , (ex:
24F36, 36F54, 24F30).

24 =2%.3 36=12%2.32 54=2.3% 30=2-3-5.
REF: (x = ki -p > x =k -p) = xFx
SIM: xFy = (*)x, = (¥)yx = yFx.

TR: xFy A yFz = (%)xy A (¥)yz = (¥)xz = xFz.



Relacdes de Equivaléncia - Exercicio 7.32

Prove que as relagbes sdo de equivaléncia. Descreva suas classes.
(a) Seja R a relagdo sobre Z definida por mRn se e s6 se 2 divide m — n.
(b) Seja S a relagdo sobre R definida por xRy se e s6 se |x| = |y|.

(c) Seja F a relagdo sobre ZT tal que xFy se e sé se todo nlimero primo
que divide x divide y, e vice-versa.
Solugdo (c):
» Classes: para todo subconjunto P = {p,...,p"} de primos
> Classe {n =[]\, p", ki €Z*} = {pl-pk.....pl}.
» Resumindo: para a,b,c,d,... € Z*
> {1}, {27}, {273}, {275°}, {3%5%}, {273P5¢}, {77}, {2°7"}, {3°7"}
> {577°}, {273b7¢}, {22557}, {325°7¢}, {223P5°79}, {11°},...



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.33

Seja A o conjunto de todas as proposi¢des nas varidveis x, y e z. Seja L
a relacdo sobre A tal que PLQ se e sé se P e @ tem a mesma tabela
verdade. Prove que L é uma relagdo de equivaléncia.
Solucdo

» PLQ seesdse Pe @ tem a mesma tabela verdade

> PLQ seesése (P& Q)seesése P« Q é tautologia (sempre V)

» L é a relacdo de equivaléncia légica sobre o conjunto de todas as
proposi¢des nas variaveis x, y e z.

> “©"é REF, SIM e TR.



Relacbes de Equivaléncia - Exercicio 7.34

Exercicio 7.34

Seja € um ndmero real positivo e considere a relacdo =, sobre R tal que
x . yseesdse|x—y| <e. Estaé uma relacio de equivaléncia?

Solucio: NAO
> 0~ cecr 2. Mas 0 z=¢ 2¢.



Relacdes de Equivaléncia - Exercicio 7.35

Seja R a relagdo sobre pares ordenados de inteiros tal que (a, b)R(c, d)
seesése (a=c)A(b=d) ou (a=d)A(b=c). Esta é uma relagdo
de equivaléncia? Se sim, descreva suas classes de equivaléncia.
Solucdo:
> Exemplo: (1,2)R(1,2) e (1,2)R(2,1).
Exemplo: ((1,2),(1,2)) e Re ((1,2),(2,1)) € R.
Notagdo (##)apcda: (a=c)A(b=d) ou (a=d)A(b=¢c)
REF: (x =x) A (y =y) = (x,y)R(x,y).
SIM: (a,b)R(c,d) = (%%)abc.d = (*%)c.d,a.0 — (¢, d)R(a, b).
TR: (a,b)R(c,d) A (c,d)R(e,f) = (*%)ab.c.d N (¥%)cdef —
(%%)aper — (a,b)R(e,f)).
» Classes de equivaléncia: {(x,y),(y,x)} paratodo x <y € Z

vV v v VY



Relacoes de Equivaléncia - Revisdo Teoremas 7.1 e 7.2

Teorema 7.1: Rel. equivaléncia em A = Particdo de A
Seja R uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto A n3o vazio. As
seguintes afirmacdes sdo equivalentes.
> a=pb < [alr=[blr < [alrN[b]r #0.
Conclusao: Classes de equivaléncia formam uma parti¢do de A, pois.
> az=k b < [ag#[blr < [alrN[blr =0.

Teorema 7.2: Particdo de A = Re/l. equivaléncia em A

Seja P uma particdo do conjunto A. A relacdo R tal que a =g b se e s6
se a e b estdo em uma mesma parte (bloco) de P é uma relacdo de
equivaléncia, e suas classes de equivaléncias s3o as partes (blocos) da
particao P.



Particoes e Relacoes de Equivaléncia

Exemplo
Relacdo de congruéncia médulo 3.

3 classes de equivaléncia.



Particoes e Relacoes de Equivaléncia

Exemplo
Relacao de congruéncia médulo 4.

4 classes de equivaléncia.



Particoes e Relacoes de Equivaléncia

Exemplo
Relacdo de congruéncia médulo 5.

® ® & 6 &

5 classes de equivaléncia.



Particoes e Relacoes de Equivaléncia

Exemplo (ver Ex. 7.16 de ordens):
Relacao de ordem parcial x C y <= x é subpalavra de y.
Relacao de equivaléncia x # y <= x e y tem o mesmo tamanho.

O

banana banana
)
banan/ \anana banan(/_\)ag;na
/N N\ O e O O
bana anan nana bana anan nana
ban ana nan ban ana nan
ba an na ba an na

NS e



Particoes e Relacoes de Equivaléncia

Exemplo (ver Ex. 7.16 de ordens):
Relacao de ordem parcial x C y <= x é subpalavra de y.
Relacao de equivaléncia x # y <= x e y tem o mesmo tamanho.

O

boboca boboca
VRN O e—y O
boboc oboca boboc oboca
/NN O =, 0 >, O
bobo oboc boca bobo oboc boca
/NN SN O SN
bob obo boc oca bob obo boc oca

IXL A2 7 O gm0
|><|/|/| TSy



Capitulo 8
FUNCOES



FUNCOES (Capitulo 8)

Definicao de Funcao

Dizemos que uma relagdo f é uma fungdo se, para todo a € Dom(f),
existe exatamente um b tal que (a,b) € f (ou a f b). Nesse caso,
dizemos que f(a) = b. Ver exemplos do livro.

Observacao: Func¢des sao Relagoes

Toda fungdo é uma relacdo. Ent3o todos os conceitos de relacdes,
continuam a existir para fungdes.

» Dominio Dom(f) e Imagem Img(f)

» Relagdo Composta g o f de f com g (veremos que também é
FuncZo)

» Relagdo Inversa =1 de f (veremos que nem sempre é Fung¢3o)

» Restricao de uma Relagdo a subconjuntos do Dominio e da Imagem



FUNCOES - Dominio, Imagem e ContraDominio

Dominio e Imagem
» Dom(f) = {a : 3b, f(a) = b}
> Img(f) = {b : Ja, f(a) = b}

Notacao f : A — B e ContraDominio

Escrevemos f : A — B quando Dom(f) = A e Img(f) C B.
Nessa notacdo, dizemos que B é o ContraDominio de 7.
ContraDominio s6 faz sentido na notagcdo f : A — B.

Relacdo Inversa de uma fungdo f
>l = {(f(x),x) L x € Dom(f)}



FUNCOES - Inversa - Exercicio 8.2

Exercicio 8.2
f : R — R. Determine se a inversa é uma fungdo. (a) f(x) =
f(x) =€~ (c) f(x) = sen(x). (d) f(x) =x>+x. (e) f

Solucdo:

(a) F~(x) = x3. SIM é funcio.

(b) F~Y(x) = ¢n(x). SIM é funcdo.

(c) F~Y(x) = arcsen(x). NAQ é fungio, pois f(2r) = f(0) = 0
(d) F=1(x) SIM ¢ fungio, pois f'(x) =5x*+1>0 = f ¢
estritamente crescente.

(e) F~1(x) NAO ¢ fungio, pois f(0) = f(1) =0



FUNCOES - Imagem e Imagem Reversa de conjunto

f(A) = {f(x): x€ An Dom(f)}
> xeA = f(x)ef(A)
> f(x) € f(A) =x €A (contraexemplo: f(x) =7,Vx € Z)

fY(U) = {x € Dom(f): f(x) € U}
> f(x) e U+ xef 1)

> F(FH(U) = {f(x) : x e FHU)} = {f(x) : f(x) € U} =
Unimg(f)

Conclusoes para U C Img(f):
> f(x) e U= xef (V)
> x € A= f(x) € f(A) <= x € FL(f(A))
> f(x) € U <= xefY(U) < f(x)ef(F (U ))
» Conclusdes: f~H(F(A) DA e f(F1(U))=



FUNCOES - Inversa - Exercicio 8.3

Dada uma fungdo f, subconjuntos A, B C Dom(f) e U,V C Img(f),
prove ou disprove: (a) F(AUB) =f(A)Uf(B).
(b) f(A— B) =f(A)—f(B). (c) BC A < f(B) Cf(A).
(d) FFYUNV)=fFHU)nF (V).

(e) fFTHUUV)=fHU)UF (V).

Solugao:
yef(AUB)<—= 3Ixc AUB: f(x)=y <

< yef(A) Vyecf(B) < yecf(A)UF(B)

(b) NAO. ContrakEx: f(1)=f(2)=3. A={1}, B={2}, f(A)=f(B)={3}.

BCA = (Wx:xeB—oxcA) =

= (Vx: f(x) € f(B) = f(x) € f(A)) = f(B) C f(A).

(c) NAO p/ volta («=): ContraEx: f(x) =0,Vx € Z, A=Z~, B=Z"*.
xefUNV)sf(x)eUNVef(x)eUAFf(x)eV e

exef Y U)AxefY(V)=xefYU)nFLV).
xef(UUV)&sf(x)eUUV & f(x)eUVF(x)eV e

exef Y U)Vvxef Y V)= xefL{U)Uuf (V).



FUNCOES - Inversa - Exercicio 8.3

Dada uma fungéo f, subconjuntos A, B C Dom(f ) elU,V Q Img(f),
prove ou disprove: (f) £~ (U V)= f"YU) - fY(V).

(g) UCV <« fY(U)C (V).

(h) F7Y(f(A)) = A. (i) F(FL(V)) = U.

Solucdo:
(f)SIM.xefHU-V)ef(x)eU-Ve&f(x)eUNF(x)gV &
= xef Y U)Axg Y (V)= xef(U)-f V).

(g)SIM: UCV <= (VWy:yelU—yeV) &

s (Wx:f(x)eU—f(x)eV)e (Wx:xef Y (U)—»xef (V) e
& Y U) C (V)

(h) NAO: ContraEx: f(x)=7,Yx € Z. A={0}, f(A)={7}, F1({7})=Z
(h) F=1(f(A)) 2 A. J4 visto.

(1) SIM: J4 visto.



FUNCOES - Composicio de funcdes

Funges f e g tais que Im(f) C Dom(g).
g o f: relacdo composta de f com g é funcao
> (x,z)egof = 3y:(x,y)€fA(y,2) Eg =
> =y =Ff)rz=g(y) = z=2g(f(x))
» gof(x) = g(f(x)) é apenas um valor: g o f é funcgdo.

A B C

» Dom(gof) = Dom(f).
> Im(gof)Cim(g).
» Sef:A—Beg:B—C,entdogof:A— C.



FUNCOES - Injetora, Sobrejetora, Bijetora

f é Injetora
Uma funcdo f é Injetora se e sé se:
> f(x1) = f(x) = x1 = xp para todo x1,x2 € Dom(f); ou seja,
» Vy € Im(f) : 3x € Dom(f), f(x) = y; ou seja,
» Para todo elemento y da Imagem de f, existe exatamente um
elemento x do Dominio de f tal que f(x) = y; ou seja,
> x1 #x2 = f(x1) # f(x2) para todo x1,x, € Dom(f).

f : A— B é Sobrejetora

Uma fungdo f : A — B é Sobrejetora se e s6 se Im(f) = B. Ou seja,
Vy e B:3x e A f(x)=y.

f: A— B é Bijetora

Uma funcdo f : A — B é Bijetora se é injetora e sobrejetora.



FUNCOES - Tipos de Funcdes - Exercicio 8.6/8.10

Exercicio 8.6/8.10
Sejam f : A— Beg: B — C. Prove que se f e g s3o injetoras entdo
g o f é injetora.

Solugdo:

> g(f(x)) = g(f(x2)) =2 f(x1) = f(x) =% x1 = x.



FUNCOES - Tipos de Funcdes - Exercicio 8.7

Exercicio 8.7
Prove que uma funcdo f tem func3o inversa f~! se e s6 se f é injetora.
Solucdo:

» Seja A= Dom(f) = Img(f~1) e B = Im(f) = Dom(f~1).

> 1 & funcio <5 Vb e B: la, (b,a) € F 1 &

> & Vbe B:3la(a,b) ef <.

> o Vbe B:3laf(a)=bef < féinjetora.



FUNCOES - Tipos de Funcdes - Exercicio 8.8

Exercicio 8.8
Sejam f : A— C e g : B — D duas fungdes injetoras. Considere a
fungdo h: Ax B — C x D tal que h(a, b) = (f(a),g(b)). Prove que h é
uma func¢do injetora.
Solucdo:

> h(a, b) = h(x,y) = (f(a),&(b)) = ((x),&(y)) =

f,g in

> — f(a) = f(x) A g(b) = gly) ==

> = (a= ) A (b=y)=(a.b) = (x.).

» Como vale para quaisquer pares (a, b) e (x,y), entdo h é injetora.



FUNCOES - Tipos de Funcdes - Exercicio 8.9

Seja f uma func¢3o e sejam A, B C Dom(f). Prove que
(a) F(AN B) C f(A)Nf(B). Mais ainda, prove que
(b) se f é injetora, entdo f(AN B) = f(A) N f(B). Prove também que
(c) se f é injetora, entdo f(B) C f(A) seesése BC A.
Solucdo:
> (a) y € F(ANB)-—3Ix € ANB: f(x) =y —
> =(IxeA:f(x)=y)A(3X €B: f(x') y) <y € f(A)Nf(B).
> Contraexemplo p/ =: f(1) =f(2) =3, A= {1}, B={2}.
f(ANB) =10, f(A)ﬁ f(B) = {3}.
> (b)ye f(ANB)«=3xc ANB:f(x)=y
> o(GxeA:f(x)=y)AN (I € B:f(x')=y) <y e f(A)NF(B).
> (c)BCA (Vx:x€e B—xeA)

> L (wx : f(x) € F(B) = f(x) € F(A)) < F(B) C f(A).



FUNCOES - Tipos de Funcdes - Exercicio 8.11

Exercicio 8.11

Seja R uma relagdo de A para B. Escreva expressdes |6gicas formais
(sem palavras, apenas varidveis e simbolos), com todos os quantificadores
necessarios, que expresse as afirmacgdes: (a) “A relagdo R é transitiva'.
(b) “A relagdo R é uma func3o injetora”.

Solug3o:
> (a) Vx,y,z: (x,y) €ER A (v,2) €R) — (x,2) €R
> (a) Vx,y,z: (xRy A yRz) — xRz
> (b) Vx1,%,y1,¥2 0 (AR AxiRy2) — y1=y2) A
> A ((aRy1 AxeRy1) — x1 = x2)



FUNCOES - Exercicio Lista 2
Para n > 3, considere n fun¢des fi,. .., f, tais que Img(fi) C Dom(fii1)
para k € {1,...,n—1}. Prove por indugdo que:

fro(fi10(...0(ho(BoR))..)) = (... ((Frofi1)ofia)o...)oh)oh.

Solucdo: Indugdo forte

>

>
>
>
>

>

Caso base (n=3): Queremos provar que fz o (hofi) = (0h)of.
Seja x € Dom(f1) e sejam y = fi(x), z = fh(y) e w = f5(2).
fo(fofi)(x) = fi(hoh(x))) = K(H(A(X))) = K(H(y) = f(2) = w.
(o) o h)(x) = (f0R)(f(x)) = (foh)(y) = ff(y)) = w.

Hipdtese da Inducdo: Fixe n > 3 e suponha valer para qualquer
nimero < n de fungdes

Passo da inducdo: Vamos provar que vale para n funcoes.



Solucdo: Inducdo forte
» Passo da inducdo: Vamos provar que vale para n funcdes.
fi o (fr1o(fao(o(fhoh)..)) =(HIp/n 1)
=fn o (((---((fic1ofaa)ofy3)o...)oh) o f) =C.E5.
= (fo((-.-((fmr0fa2) 0 frg)o..)o ) o fi =(H.l p/n 2)
— (fo(frro(frao(frso(...o(fof)...)) o K =(Hl p/n—1)
= ((---((faofac1)ofa2)o...)of) o fi.



Capitulo 9
SOMATORIOS



Somatérios - Capitulo 9

Definicao para fungdo f : N — R

Z f(k )+ F(m+1) + F(m+2) + ... + f(n=2) + f(n—1) + f(n)

Se n< m, entdo y.,_, f(k)=0.
Outro modo de escrever (em forma de sequéncia x,, ao invés de fun¢do

f(n)):

Zxk = Xm + Xm+1 + Xm+2 + ... + Xp—2 + Xp—1 + Xp

k=m



Somatérios - Exemplo (Soma de Gauss)

Soma dos n primeiros inteiros

>«
k=1
>«
k=1

Somando:

14243+ ... +(n=2)+(n=1)+n

n+(n—1)+m-2)+ ... +3+2+1

3



Somatérios - Soma de P.A. Ex. 9.1 Livro

Ex. 9.1 Livro / Soma P.A.: Calcule
n—1
Zxka
k=0

paraaa PA. xx=a+r-k.

Soluc3o:
n—1 n—1 n—1 n—1
S = Saern = a5
k=0 k=0 k=0 k=0
. n(n—1)




Somatérios - Soma Telescépica

Soma Telescépica

n

Z(Xk+1'xk) = (Xn41-Xn) F(Xn=Xn-1) F(Xn-1-Xp-2)+ - . . +(x3-X2) +(x2-X1)
k=1

D (r1-xk) = (o 1298) + Q) + (o) + - - +(850) + (531 )

Z(Xk+1—xk) = Xpy1 — X1

k=1



Somatérios - Exercicio 9.2 do Livro
Ex. 9.2 Livro / Soma P.G.: Calcule para b#0e b# 1

Zbk = 14+b+b+b+...+b"1

Solucao:
n—1 . bk (b—l n—1 bk+1 bk
Soo= Y S ()
k=0 k=0 k=0

Soma Telescépica p/ xx = b*/(b—1):

ibk = X, — X = =




Somatdrios - Exercicio 9.3 do Livro

Ex. 9.3 Livro / Soma P.G.: Calcule para g #0e g #1

n—1

Za‘-qk = ataqg+ag®+aq +...+aq" !

Soluc3o:



Somatdrios - Exercicio 9.4 do Livro

Ex. 9.4 Livro / Q.14(a) Lista 1. Calcule

z": 1
2 k(k+1)
Soluc3o:
- 1 - 1 1
k(k+1) TS
k=1 k=1
Soma Telescépica p/ xx = —1/k:

-1 -1 n

n
1
;k(k+l) G R |




Somatdrios - Exercicio 9.4* do Livro

Ex. 9.4* Livro / Q.14(a)* Lista 1: Calcule

z": 1
2 k(k+ 1)
Soluc3o:
? 1 . 1
k;nk(kﬂ) B ;(_k+1+
Soma Telescépica p/ xx = —1/k:

n
1
I;ﬂk(kJrl) T T = T T Ty

1
k

)




Somatdrios - Exercicio 9.7 do Livro

Ex. 9.7 Livro: Calcule para a # b

bk = a4 P+ D"+ a7 b A
k=0

Solucao:

St = () () () () (3))

(g)k e (a/b)mt -1

k p.n—k n k.—k n
Zab :b-Zab = b = b
— pre = \b (a/b) —1

- pr+1 gt - g1l _ pntl
T a—b \brtl T a-b



Somatérios - soma dos quadrados perfeitos

Exemplo 9.4 Livro / Q13(b) Lista 1:

Calcule a soma dos n primeiros quadrados perfeitos
124+22 432442452+ ...+ (n—1)2+ n?

Solugdo: (k+1)}=k®+3k>+3k+1

n n

ST(k+1P = K) = (n+1)°—13 = Y Bk +3k+1) =

k=1 k=1
n n n 1
— 3;/8 + 3;k+;1 - 3X+%+n

1 1 1
3X = (n+1)3_1_%_ n+ nt

n = T(2(n+1)2-3n-2) = ?(an—i—n)

X = Sog = moben+y

k=1 6



Somatérios - soma dos cubos perfeitos

Exemplo Q13(c) Lista 1:
Calcule a soma dos n primeiros cubos perfeitos
B+28+3 44834534+ . +(n—113+n3

Solugdo: (k +1)* = k* + 4k® + 6k*> + 4k + 1

DUk+1) =k = (n+1)" —1* = > (4% +6k* + 4k +1) =
k=1 k=1

n(n+1)(2n+1) 4n(n+1) .

_4Zk3+62k2+42k+21 = 4X+ < +—

4X = (n+1)*—1—n(n+1)(2n+1)-2n(n+1)-n = (n+1)[(n+1)3—n(2n—|—1)—2n—1)}

n+1 n?(n+1)?
Z;ﬁ = [(n+1)2_(2n+1))} =




Somatérios - soma das quartas poténcias

Exemplo Q13(c)* Lista 1:
Calcule a soma dos n primeiras quartas poténcias
424+ 3+ 44+ 5% + .+ (n—1)*+n*

Solucgo: (k + 1)° = k5 + 5k* + 10k® + 10k2 + 5k + 1

n n
D ((k+1)° = K°) = (n+1)°~1° = ) (5k* + 10k* + 10k + 5k + 1) =
k=1 k=1

— Sik“ + 1ozn:k3 + 1ozn:k2 + szn:k + Zn:l.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

10n*(n+1)>  10n(n+1)(2n+1)  5n(n+1) .
4 6 2

X = n o n(n+1)(2n+1)(3n*> +3n - 1)
N N 30

k=1

5X = (n+1)°—1




Somatdrios - soma das quintas poténcias
Exemplo Q13(c)** Lista 1:
Calcule a soma dos n primeiras quintas poténcias
P4+25 435445455+ ... +(n—1)°+n°

Soluggo: (k + 1)° = k® + 6k® + 15k* + 20k® + 15k + 6k + 1

D ((k+1)° = k%) = (n+1)°=1° = > "(6Kk® + 15k* + 20k® + 15k + 6k + 1)
k=1 k=1

= 6zn:k5 + 15§n:k4 + 202":/<3 + 15§n:k2 + 6§n:k + 2":1.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

15n(n+1)(2n+1)(3n*> +3n—1)  20n*(n+1)?

6X = (n+1)° -1 20 1
_ 15n(n+1)(2n+1)  6n(n+l) N
6 2 '
ZkS _ n?(n+1)%(2n* +2n —1)
12



Capitulo 10
RECORRENCIAS



Sequéncias Recorrentes - Capitulo 10

Sequéncia (ap)nen
Uma sequéncia (ap)nen € definida como uma funcdo a: N — R, onde
a, = a(n) para todo n € N.

Exemplos: P.A (razdo r) e P.G (quociente q)

Progressdo Aritmética (P.A.): a, =a,_1+r, paran>1.
Progressdo Geométrica (P.G.): a, =a,-1-q, paran>1.

Exemplos de P.A. e P.G.

P.A. (a,)nen com razdo r = 2 e primeiro termo ag = 0.

(an) = (0,2,4,6,8,10,12,...) - naturais pares

P.A. (an)nen com razdo r = 2 e primeiro termo ag = 1.
(an) = (1,3,5,7,9,11,13,...) - naturais impares

P.G. (an)nen com quociente g = 2 e primeiro termo ap = 1.
(an) = (1,2,4,8,16,32,64,...) - poténcias de 2

P.G. (a,)nen com quociente g = 3 e primeiro termo ap = 1.
(an) = (1,3,9,27,81,243,279,...) - poténcias de 3

P.A. / P.G. (ap)nen com razdo r = 0 / quociente g = 1.
(an) = (a0, a0, a0, 40, a0, 30, d0,.--) - sequéncia constante



Sequéncias Recorrentes - Capitulo 10

Sequéncia (a,)nen-

Uma sequéncia (ap)nen+ € definida como uma fungdo a: N* — R, onde
a, = a(n) para todo n € N*,

Exemplos: P.A (razdo r) e P.G (quociente q)

Progressdo Aritmética (P.A.): a, =a,_1+r, paran>1

Progressdo Geométrica (P.G.): a, =a,-1-q, paran>1.

Exemplos de P.A. e P.G.

P.A. (a,)nen+ com raz3o r = 2 e primeiro termo a; = 0.

(an) = (0,2,4,6,8,10,12,...) - naturais pares

P.A. (an)nen+ com razdo r = 2 e primeiro termo a; = 1.
(an) = (1,3,5,7,9,11,13,...) - naturais impares

P.G. (an)nen+ com quociente g = 2 e primeiro termo a; = 1.
(an) = (1,2,4,8,16,32,64,...) - poténcias de 2

P.G. (a,)nen+ com quociente g = 3 e primeiro termo a; = 1.
(an) = (1,3,9,27,81,243,279,...) - poténcias de 3

P.A. / P.G. (ap)nen+ com razdo r =0 / quociente g = 1.
(an) = (a1,a1,a1,a1,a1,31,a1,...) - sequéncia constante



Sequéncias Recorrentes - Capitulo 10

Sequéncia (ap)nen

Uma sequéncia (a,)nen € definida como uma fungdo a: N — R, onde
ap, = a(n) para todo n € N.

Exemplos: P.A (razdo r) e P.G (quociente q)

Progressdo Aritmética (P.A.): a, =a,_1+r, paran>1
Progressdo Geométrica (P.G.): a, =a,_1-q, paran>1.

Soma P.A (Exerc. 9.1) e Soma P.G. (Exerc. 9.3)

P.A. (an)nen com razdo r e primeiro termo ag.

= r-n(n+1)
Zak = a-n + 5
k=0

P.G. (a,)nen com quociente g e primeiro termo ag.

ST

qg—1



Sequéncias Recorrentes - Mais exemplos

Sequéncia de Fibonacci
F,=F,1+F, oparan>2com Fp=0e F =1.
(Fn)nen = (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...)

Somatdrios
Dada uma sequéncia (x,)nen, podemos definir
uma sequéncia soma (S,)nen=, cOMo S = xg €, para n > 2,

n—1

S5, = E Xk = Sp—1 + Xa—1; OU
k=0

uma sequéncia soma (S,)nen, cOmo So = xp €, para n > 1,

n
Sn - Zxk = Sn—l + Xn
k=0



Sequéncias Recorrentes - Definicao
Muitas vezes, uma sequéncia é dada por uma Equacdo de Recorréncia,
definindo um termo genérico através de termos anteriores da sequéncia.
Exemplos: PA, PG, Fibonacci, Somatérios, etc... Em geral, o objetivo é
resolver a recorréncia, ou seja, encontrar uma férmula fechada para a
sequéncia, sem depender de termos da prépria sequéncia.

Exemplos:
Recorréncia Férmula fechada
PA.:a,=a, 1+r = a, = a + r-n
P.G:a,=a,.1-9g — a, = ap-q"
Somatério dos quadrados perfeitos: S, = S,_; +n?> (So =0) =

Férmula fechada: S, = Zk2 - w
k=1

Fibonacci: F,=F,_1+ F,—2 (Fb=0,=1) =

(%) - (57)]

1
Férmula fechada: F, = —
V5




Sequéncias Recorrentes - Tipos

Recorréncia de 1° ordem
a, depende apenas do termo anterior a,_1. agp deve ser dado.
Exemplos: P.A., P.G., somatdrio dos n primeiros quadrados perfeitos.

Recorréncia de 2° ordem

a, depende apenas dos dois termos anteriores a,_1 € a,_».
ap e a; devem ser dados.

Exemplos: Fibonacci F, = F,_1+ F,_2, a,=3 2, ».

Recorréncia de k° ordem

a, depende apenas dos k termos anteriores a,_1,...,an—x-
ag, . ..,ax_1 devem ser dados. Exemplo: a, = a,_, + 1.
Exemplo: a, =a,_1+ap_2+an_3+ ...+ an_«.

Exemplo: a, =a,_3-10comag=1,a =2e a, =3.

a, = (1,2,3,10,20,30,100,200,300,...)



Recorréncias de 1°-ordem - 10.4.1.Aditiva simples

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples
Recorréncia: a, = a,_1 + f(n)

Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m<n

ap, = am + Zn: f(k)

k=m+1

Prova:

ap = ap1+f(n) = apo+f(n-1)+f(n) = ap-3+7(n-2)+1(n-1)+f(n) = ...
apn=am+f(m+1)+f(m+2)+...4+f(n).

Em geral, esse argumento convence e € suficiente para uma prova rapida.
Para ser mais formal, provar por induc3o.



Recorréncias de 1°-ordem - 10.4.1.Aditiva simples

Recorréncia: a, = a,_1 + f(n)
Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

an = am + Xi_mi F(K)
Exercicio 10.3 (P.A.): a, = a,_1 + r,¥n € N. Sabe-se a,,
Sen>m ag=am+> j_p1f = am+r-(n—m)
Sen<m: am=an+> p 1 = an+r-(m—n)
Solucdo geral: a, = a,, +r- (n— m).
Exemplo (Soma P.A.): S, =S,_1 + a,, com Sy = ag
Sh=So+ > jak=ao+ > s_1(a +r-k)
Sh=a+n-a+r->, k= S,=a(n+1)+r n(n+1)/2
Exemplo (Soma P.G.): S, =S5,.1 + bo-q", com Sq = by

Sn=S0+>kabo-q" = bo+bo-3>y_1d" = bo- (349"
Sp=bo-(g""t —1)/(q — 1) (assumindo q # 1)



Recorréncias de 1°-ordem - 10.4.1.Aditiva simples

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples
Recorréncia: a, = a,—1 + f(n)

Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solugcado: Férmula fechada para qualquer 0 < m<n

an = am + Yimi F(K)

Exercicio 10.4: a, = a,_; + 7 (n > 0) com ay = 2
an=a0+ Y p M = 2+7°n

Exercicio 10.5: a, = a,_1 +n* (n>0) com ay =0
an=ao+ Y p_ k> = n(n+1)(2n+1)/6

Exercicio 10.5": a, = a, 1+ n> (n > 0) com ag =0
an=a0+ )y k¥ = n’(n+1)%/4



Recorréncias de 1°-ordem - 10.4.1.Aditiva simples

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples

Recorréncia: a, = a,—1 + f(n)
Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m<n

an = am + Do myr F(K)
Exercicio 10.6": a, = a,_1 +2"* (n>0) com ag =0
a, = ap + ZZ:l 2/(71 — 27;01 2[ = 2on_1
Exercicio 10.6: a, = a, 1 +2" (n > 0) com a; =1
an = a1ty 2k = 14> (2k—20-21 = 14(2"*1-1)-3=2""1-3



Recorréncias de 1°-ordem - Retas no plano

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples
Recorréncia: a, = a,—1 + f(n)

Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

3 = am T Yim F(K)

h
4
5 6

2 regides 4 regides 7 regides 11 regides

Exemplo 10.7: Nimero max de regides no plano com n retas

Eq. Recorréncia: a, = a,—1 + n (para n > 0) com a; =2
Férmula fechada: a, = a1+ >, _,k = 1+n(n+1)/2



Recorréncias de 1°-ordem - Retas no plano

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples
Recorréncia: a, = a,—1 + f(n)

Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucdo: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

a = am + Zzzm+1 f(k)

2 regides 4 regides 6 regides 8 regides

Exemplo 10.7: Nidmero min de regides no plano com n retas

Eq. Recorréncia: a, = a,—1 + 2 (para n > 1) com a; =2
Férmula fechada: a, = a1+ Y., _,2 = 2-n (paran>1)



Recorréncias de 1°-ordem - Circulos no plano

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples
Recorréncia: a, = a,—1 + f(n)

Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

3 = am + Yymi F(K)

Exercicio 10.7: Ndmero max regides plano n circulos

(a) Eq. Recorréncia: a, = a,—1 +2(n—1) paran>1coma; =2
(b) Férmula fechada: a, = a1 + >, ,2(k—1) = n*> —n+2(n>1)



Recorréncias de 1°-ordem - Circulos no plano

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples
Recorréncia: a, = a,_1 + f(n)

Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucdo: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

3 = am + Yym F(K)

Exercicio 10.7: Ndmero max regides plano n circulos

(a) Eq. Recorréncia: a, = a,—1 +2(n—1) paran>1com a; =2
(b) Férmula fechada: a, = a1 +> ,_,2(k—1) = n*> =n+2(n>1)



Recorréncias de 1°-ordem - Circulos no plano

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples
Recorréncia: a, = a,_1 + f(n)

Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucdo: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

3 = am + Yym F(K)

Exercicio 10.7: Nimero max regides plano n circulos
(a) Eq. Recorréncia: a, = a,—1 +2(n—1) paran>1coma; =2
(b) Férmula fechada: a, = a1+ >, _,2(k—1) = n*> —n+2(n>1)



Recorréncias de 1°-ordem - Exercicio 10.8

Recorréncia de 1° ordem - aditiva simples

Recorréncia: a, = a,—1 + f(n)
Ex: P.A. é um caso particular quando f(n) = r constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

3 = am + Y—mi F(K)

Exercicio 10.8: Seq. n° impar 0's em {0,1,2}
(a) Eq. Recorréncia: I, =2-l,_1+1-Po_y (n>1)comlp=0
n:3n_ln - /n:In71+3n_1.

(b) Férmula fechada:
h=h+Yi, 3" = X153 = (3"-1)/3-1) = (3"-1)/2



Recorréncias de 1°-ordem - 10.4.2. Multiplicativa simples

Recorréncia de 1° ordem - multiplicativa simples
Recorréncia: a, = a,_1 - f(n)

Ex: P.G. é um caso particular quando f(n) = g constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m<n

an = am - H f(k)

k=m+1
Prova:
an = ap1-f(n) = apo-f(n-1) -f(n) = aps3-f(n2) f(n-1)-f(n) = ...
apn=am-f(m+1)-f(m+2)-...-f(n).

Em geral, esse argumento convence e € suficiente para uma prova rapida.
Para ser mais formal, provar por induc3o.



Recorréncias de 1°-ordem - 10.4.2. Multiplicativa simples

Recorréncia: a, = a,—1 - f(n)
Ex: P.G. é um caso particular quando f(n) = g constante.
Solucao: Férmula fechada para qualquer 0 < m < n

an = am - [[i—m1 F(K)
Exercicio 10.10 (P.G.): a, = a,_1 - q¢,Vn € N. Sabe-se a,
Sen>m:ay=am [[j_pi1d = am-q""
Sen<m: am=an [[j_p19 = an-q""
Solucao geral: a, = a,, - ¢" .
Exercicio 10.11: a, = a,_1-2/n com ag = 1
ap=ao - [[i_1(2/k) =2"/[T;_1 k = 2"/n!
Exercicio 10.12: a, = a,_1 - (n+ p)/n com ag =1
an=ao- [1p_y(k+p)/k =TIk, k/Tlies k
an =LK/ (Ihey k- [Tiea k) = (04 p)!/(plnl) = ("3F)



Recorréncias de 1°-ordem - Caso geral com constantes

Recorréncia: a, = s-a,_1 + tcom s # 1 et constantes
Solucao: Férmula fechada:

. —t
a,=c¢-s"+ o, ondecl:aofczecz:571
Prova:
a, = S-ap_1+t
a, = s-(s-apo+t)+t = s%-a, 5 + t-(L+5)
an = s> (s-an3+t) + t-(1+s) = 2 a,3 + t-(1+s5+5?)

3 t
an = $>(srap_a+t) +t-(1+s+s?) = s* a,4 + t-(L+s+s2+5°)
an = sk a, + t-(L+s+s2+s3+.. sk

a, = s"-a + t-(1+s+s2+s3+...+s"1
cag + t-(s"—=1)/(s—1)



Recorréncias de 1°-ordem - Caso geral com constantes

Recorréncia: a, = s-a,_1 + tcom s ## 1 et constantes
Solucao: Férmula fechada:
—t

a,=c 5"+ o, ondeq:aofczeczii

Exemplo: a, = s-a, 1 + t

ap,=¢-s"+to = ag=c+c e aa=s5-q+0o

ag=s-a+t = s-ato=s-at+t=>(s—1)-aca=(s—1)a+t
a=a+t/(s—1) = ao=-t/(s-1)



Recorréncias de 1°-ordem - Caso geral com constantes

Recorréncia: a, = s-a,_1 + t com s # 1 et constantes
Solucao: Férmula fechada:

—t
s—1

ap,=c-s"+c,ondeci —ayg— e =

Exemplo: a, = 3-(a,.1 — 2) com ay =4
s=3t=-6 = =6/3-1)=3,a=4-3=1
a, = 3" + 3

Exemplo: a, = 3-(a,.1 — 2) com ay =3

s=3t=-6 = =6/3-1)=3,c=3-3=0
a, = 0:3" + 3 — a3, = 3

Exemplo: a, = 3-(a,.1 — 2) com gy =2

s=3t=-6 = =6/3-1)=3, g=2-3=-1
2, = —3" + 3



Recorréncias de 1°-ordem - Caso geral com constantes

Recorréncia: a, = s-a,_1 + tcom s # 1 et constantes
Solucao: Férmula fechada:

—t
a,=c-s"+o,ondeci —ayg e = ——

s—1
Exemplo: a, = 10 — a,_1 com gy = 10
s=-1,t=10 = ¢=-10/(-1-1)=5, g =10-5=5
an = 5-(=1)" + 5 a, = (10,0,10,0,10,0,...)
Exemplo: a, = 10 — a,_1 com ap =8
s=-1,t=10 = ¢ =-10/(-1-1)=5, ¢, =8—5=3
an = 3-(-1)" + 5 an = (8,2,8,2,8,2,...)
Exemplo: a, = 10 — a,_1 com gy =2

s=-1,t=10 = c=-10/(-1-1)=5,¢=2-5=-3
ap = (=3)-(=1)" + 5 an = (2,8,2,8,2,8,...)



Recorréncias de 1°-ordem - Exemplo: Torre de Handi

Mover n discos da haste A para a C, usando a B como auxiliar, movendo
1 disco por vez, sem colocar um disco maior sobre um menor.

2 DISCOS

B
() () | | | {3 | | |
A B C A B C
3 DISCOS
{1} | | |

A C

A B C B
() | | I 3 | I | (4} | |
A B C C

)
A B A B C

{s) I | | {6) | | | N
A B C A B C .

}-

8

:




Recorréncias de 1°-ordem - Exemplo: Torre de Handi

Mover n discos da haste A para a C, usando a B como auxiliar, movendo
1 disco por vez, sem colocar um disco maior sobre um menor.

# | 4 DISCOS
S |
2 _-én i




Recorréncias de 1°-ordem - Exemplo: Torre de Handi

Mover n discos da haste A para a C, usando a B como auxiliar, movendo
1 disco por vez, sem colocar um disco maior sobre um menor.

N Disks
STEP1 . move N-1

Recusively

Source

\
Auxiliary

\ Destination

’
/

N
STEP2

last disk

|

Source ___ Auxiliary Destination

STEP3

z
L 7

’ ,'

/
,
y
.
.
y 4

N
N
\
Source Auxiliary H
1
!

Destination
move N-1
Reclusivelv
"\
STEP4 “h

Source Auxiliary Destination



Recorréncias de 1°-ordem - Exemplo: Torre de Handi

Mover n discos da haste A para a C, usando a B como auxiliar, movendo
1 disco por vez, sem colocar um disco maior sobre um menor.

Nimero de movimentos da Torre de Handi
Seja a, o nimero de movimentos com n > 0 discos.
a, = 2-ap_1 + lparan>1, com ayg=0.

Solucao:
s=2t=1 = =-1/2-1)=-1,g=0—-(-1)=1
a, = 2" — 1

Provar por inducdo (Q.1, Lista 2):

Caso base: n=0 = a3,=0=2°—-1. OK

H.l.: Fixe n > 0 e suponha valer para menos de n discos.
P.l.: Vamos provar que também vale para n discos.
ap=2-a,1+1 = a,=2- +1 =2"-2+1
a, = 2"—1. cqd O



Recorréncias de 2°-ordem

Recorréncia de 2° ordem
a, depende apenas dos dois termos anteriores a,_1 € a,_».
ap e a; devem ser dados.

Exemplo: Fibonacci F, = F,—1 + Fn_2, G, = —Gpo2.
Exemplo: Fibonacci' F,, =F,_;+F,_,+1, G, = —G/ , + 1.

Recorréncia de 2° ordem homogénea

E da forma ap =51 ap_1+ S apo.

ap e a; devem ser dados, e s; e s, s3o constantes.

Exemplos: F, e G, sdo homogéneas. F! e G! s3o nio-homogéneas.

Recorréncia de k°® ordem homogénea

E daformaa,=s1-a,-1+5S a2+ ...+ S ap_x.
ag, ai, - .., ak_1 devem ser dados, e s1, s, ..., Sk S30 constantes.



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas

E daformaa, =51 -a,_1+ S ap_o.

Solucdes do tipo a, = r" para r # 0:

— _ -r
Ay =S a1+ a2 = rM=sr"l4sm? =

+=r' e i
= rP=sr+s = r’—sr—s =0 (Eq. 2°-grau: raizesr; e rp)

Portanto a, = r{' e a, = ry séo solugdes (ignorando ag e ay)

n

Se a), e a, sdo solugdes, entdo a, = cia), + cpal é solugdo, pois
/ 1/ / / ' 1/
ap, = Qa, + Qa, = Cl(slan—l + 528n_2) + C2(513n_1 + 528n_2) =
/ 2 / /!
an = si(aa,_; + ea,_1) + s2(aa,_, + ajy o) = s1a, 1+ 3, 2

Solugdes do tipo a, = cyr{ + cry para rp # r:
aw=carl+arl = at+a=a
ag=qcr +orn = na+no=a
Resolver sistema 2 equagdes e varidveis ¢; e G:
ay — aoph —a1 + agn

= ——— e o =
n—nr n—nr



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas

Teorema: Sejam r, e r; as raizes de x> — s;x — s, = 0. Se r; # r», entdo
toda solugdo para a recorréncia a, = s1a,_1 + Sa,_» é da forma
an = cr{ + cry. Ademais,

a; — agh —a1 + aghn

= — e o =
n—nr n—nr

Exerc.13(c)L2: a, =5a,_1 —6a, o comay=1e a; =3

s1 =5, s, =—6:eq. caract. x2—5x+6=0=>raizesrp =3enrn=2
g =B3-1-2)/3-2)=1e oo =(-3+41-3)/(3—-2)= 0

a, = 1:3"4+0-2" = 4,=3"

Exerc.13(c')L2: a, =5a, 1 —6a, o comag=1e a; =2
6 -(2-12))3-2)-0ec —(2+1-3)/3-2)— 1
3y = 0-3"4+1-2" = a,=2"

Exerc.13(c")L2: a, = 5a,_1 —6a,  coma =0ea; =1

aq =(1-0-2)/3-2)=1e & =(-140-3)/(3—-2) = —1
2y = (1)-37+(=1)-2" = a2, =3"—2"



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas

Teorema: Sejam r; e r; as raizes de x> — s;x — s = 0. Se r; # r, entdo
toda solucdo para a recorréncia a, = sia,_1 + Sa,_» € da forma
an = crf + cry. Ademais,

aip —aph —ai + aphn

aq = —— e © =
n—nrn n—nrn

Exemplo: a, =3a,_1 +4a, o comag=3ea =2

si=3, sy =4:eq. caract. x> —3x —4=0=raizesn =4enrn=-1
a =(2-3(-1))/(4=(-1)) = L e & = (-2+3-4)/(4—(-1)) = 2
a = 1:4"+2-(-1)" = a, = 4"+2-(-1)"

Fibonacci: F,=F,_.1+ F,_ocom Fpb,=0e [ =1

si=1, s5=1:eq. caract. x> —x—1=0=>raizes ri,r» = (li\@)/2
o = (1-0(rn)/V5— 1/V5 e o = (=1+0-n)/V5— —1/5

=05 - ()



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas

Teorema: Sejam r; e rp as raizes de x> — s;x — s, = 0. Se r; # rp, entdo
toda solugdo para a recorréncia a, = s1a,_1 + Sa,_» € da forma
an = crf + cry. Ademais,

aip —aph —ai + aon
q = ——F e = ———
n—nr n—n
Exemplo: a, = —a, o comays=4¢ea; =6

a, = (4,6,—4,—-6,4,6,—4,—6,4,6,—4,—6,...)

s1=0, s,=—1:eq. caract. x> +1=0=raizesn =i=+v-ler=-i
o = (6-4(-)/(i—(=)=2-3e e =(—6+4-1)/2i = 2+ 3i
a, = (2=-30)-I"+(24+3i) - (-)" =

a, = 2-i"(1+(=1)") +3-i" Y1+ (-1)"1)

npar = a,==4 n impar = a, = 6

Na verdade, é melhor resolver recorréncias desse tipo a, = s - a,_» como
duas P.G.’s separadas nos indices pares e nos indices impares, com
quociente g e primeiros valores ag e aj, respectivamente.



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas (raiz repetida)

Teorema: Sejam r; e r; de forma que a equacdo x? — s;x — 5, = 0 tenha

apenas uma raiz r # 0. Entdo toda solu¢do para a recorréncia
a, = S1ap—1 + Sa,_» édaformaa, =cy-r"+ cn-r". Ademais,
ap — apr

Gl = 4do e C =
r

Intuicao da Prova:

x? —s1x — 55 = 0 tem s6 1 raiz = Eq. (x-r)? = x®2rx+r? =

= s =2r e s, = —r> = usa-se isso p/ mostrar que n - r" é solugo.
51,5

nr" = s (n—1)r""1 4+ s(n—2)r"2 Lo p?n= sir(n—1)+ s(n—2)=
220 =2r2(n—1)—rA(n—2)<=n=2(n—-1)—(n—2) = 0=0
Além disso,

30:c1r°+C2~0~r° = (1 = Qo
aa=art+ca-l-r* = aqr+ar=a = c = (a1—ar)/r



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas (raiz repetida)

Teorema: Sejam r; e r; de forma que a equacio x? — s;x — s, = 0 tenha
apenas uma raiz r # 0. Ent3o toda solu¢do para a recorréncia
a, = S1dn_1 + Sap_o édaformaa, =c;-r"+ cn-r". Ademais,

day — aplr
C1 = Qao e C = —
r

Exerc.13(d): a, =4a, 1 —4a, ocomay=1lea =3
s1=4, s, =—4:eq. caract. x> —4x + 4 =0 = raiz tnica r =2
g —a = 1leco =0B3-1-2)/2=1/2

a, = 1:2"4+(1/2)-n-2" = a, = (2+n)-2"1
Exerc.13(d'): a, = 4a, 1 —4a, o coma=1lea; =4

g —a=1leco =(0E4-1-2)/2=1

a, =1.2"4+1-n-2" = a, = (1+n)-2"

Exerc.13(d"): a, =4a, 1 —4a, pcomay=1ea; =6

g —a= 1l e =(6-1-2)/2=2
a, =1-2"42.-n-2" = a, = (1+42n)-2"



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas (raiz repetida)

Teorema: Sejam r; e r; de forma que a equacdo x° — s;x — s, = 0 tenha
apenas uma raiz r # 0. Ent3o toda solu¢do para a recorréncia

a, = S1an_1 + Sa,_o édaforma a, =c;-r"+ cn-r". Ademais,

ay — aplr

C1 = Qao e C =
r

Exemplo: a, =6a,_.1 —9a,_ o comay=2¢ea; =9

51 =6, s, =—9: eq. caract. x2 —6x+9 =0 = raiz tnica r =3
i = ap — 2 e (e} —(9—23)/37 1

a, =2-3"+1-n-3" = a, = (2+n)-3"

Exemplo: a, =6a,_1 —9a,_ o comay=2ea; =6
g —a = 2e o =(6-2-3)/3=0
ap, = 2:3"+0-n-3" — a4, = 2-3"

Exemplo: a, = 6a,_1 —9a,_» com ayg =2e a; =3
g —a = 2 e o =(3-2-3)/3= -1

a, = 2:3"+(-1)-n-3" = a3, = (2—n)-3"



Recorréncias de 2°-ordem homogéneas (raiz repetida)

Teorema: Sejam r; e rp de forma que a equagdo x%2 — s1x — sp = 0 tenha

apenas uma raiz r # 0. Ent3o toda solu¢do para a recorréncia
a, = S1an—1 + Sap—» édaforma a, =cy-r"+ cn-r". Ademais,
day — aolr

C1 = 4ao e C =
r

Exemplo: a, =2a,_1 — a,_» com ap e a;
s1 =2, s =—1:eq. caract. x> —2x + 1 =0 = raiz tnica r = 1

Ci = ap € @ —(al—a()'l)/l— (31 80)
a, = a-1"+ (a1 —a)-n-1" = a, = (a1—ao)n+ ao



Recorréncias de 2°-ordem NAO-homogéneas

Teorema:

Dada uma recorréncia a, = 513, | + sal,_, + s3, se 51 + s, # 1, entdo
al, = a, — b, onde (a,), € N é tal que a, = s1a,_1 + Sran—2 €

b= 53/(51 + S — 1)

Prova:
a,=a,—b<s (a,—b)=s1(an_1 — b) +s(an2—b)+s3 &

S ay =831+ Sar2+s3—b(s1+5—1) < a,=s513,-1 + S,
Ex: Fibonacci' F, =F] ;+F ,+1com F,=-1e F{ =0
Intuicdo: Observar que F) = F, — 1 funciona, pois

F, = n_1+Fn_2<:>Fn—lz(Fn_1—1)+(Fn_2—1)+1<:>

S F=F_1+F_,+1

F' = (-1,0,0,1,2,4,7,12,20,33,54,...)

F, = (0
Fr= |




Recorréncias de 2°-ordem NAO-homogéneas

Teorema:

Dada uma recorréncia aj, = s1a, | + Sa,,_, + 53, se 51 + s, # 1, entdo

al, = a, — b, onde (a,), € N é tal que a, = s13,_1 + Span—2 €

b= 53/(51 + 5 — 1).

Exemplo: a), =6a, ; —9a, ,+4comay,=3ea] =7

b=4/(6-9-1) =-1 = a), = a,+1 com a, = 6a,-1-9a,-2, 3 =2,a; =6

ap,=2-3" = a,=2-3" + 1

Exemplo: a/, = —a), , +4 com a; =6¢e a) =8

b=4/0-1-1)=-2=a,=a,+2coma,=—a, 2, 3 =4,a1 =6
I

2, = (2=3i) "+ (243i) (=) + 2
a, = (6,8,—2 —4.6,8,—2,—4,..))
a, = (4,6,—4,-6,4,6,—4,—6,...)

CASOS MAIS GERAIS: Fungdes geradoras

Técnica das Fun¢bes Geradoras: ndo serd ensinado aqui.



Sequéncias Recorrentes - RESUMO

Recorréncias de 1° ordem: a, = a,_1 - s(n) + t(n)
> Aditiva simples (s(n) = 1): a, = ag + »_,_ t(k)
> Multipl. simples (t(n) =0): a, = ao - [[,_; s(k)
> Caso geral com constantes (s#1let): a,=c¢ - -s"+

Recorréncias de 2° ordem hom: a, = sja,_1 + S2a,_»

» Equacio caracteristica: x>

— s51x — 5, = 0 com raizes ry, r»
> Raizes distintas (n # r): ap,=c1 -1 +c - g

» Raizes iguais (n=n=r): a,=c - r"+c-n-r"

Al A Lo / /
Recorréncias de 2° ordem NAO-hom: &), = s1a),_; +a), ,+S;
> Ses; +s #1,seja b=s3/(s1+s-1).
> Rec. hom corr: a, = $13,-1+528p-2 com ag = ag+b e ap = aj+b

» Solugdo: a, = a,— b



Capitulo 11
COMBINATORIA



Capitulo 11 - Contagem - Combinatdria

Ex 11.1: 3 bolas rotuladas 1 a 3 em caixas numeradas A e B.
» 23 =8 modos: AAA AAB,ABA ABB,BAA BAB,BBA BBB
(a) E se bolas idénticas com caixas distintas ?
» 4 modos: 3-0, 2-1, 1-2, 0-3
(b) E se bolas distintas com caixas idénticas ?
» 4 modos: 123-0), 12-3, 13-2, 1-23
(c) E se bolas idénticas com caixas idénticas ?
» 2 modos: 3-0, 2-1



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Ex 11.10: 20 pessoas em 4 viagens, cada uma com 5 pessoas.

20\ (15\ 10\ (5\ _ 20! 157 1T B 20!

5 5 5 5)  5lsT 51187 5150 5100 5151515
Faz uma permuta¢ao das 20 pessoas: as 5 primeiras vao na 1° viagem e
assim por diante. Dentro dessa permutacdo maior, qualquer permutagao
das posices 1 a 5, ou de 6 a 10, ou de 11 a 15, ou de 16 a 20, gerard a

mesma configuracdo de viagem. Por isso, devemos dividir por 5! quatro
vezes.




Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.13:

> Sejam X e Y conjuntos finitos, com |X| = me |Y| = n. Seja R um
subconjunto de X com r elementos, e S um subconjunto de Y com
s elementos. Quantas func¢Bes F distintas existem de X para Y tais
que F(x) € S para todo x em R?

Solucdo:

» Cada elemento de R tem s valores possiveis e cada elemento fora de
R tem n valores possiveis. Pelo principio multiplicativo:

r m—r

Resposta = s" - n



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.22:

» Quantas “m3os” diferentes de cinco cartas podem ser obtidas de um
baralho de 52 cartas?

Solugao:
» De 52 cartas diferentes, temos que escolher 5. A ordem n3o importa:
Resposta = 52\ _ 52! . 52.51.50-49 .48 471
’ ~\5/) 5(52—-5)1  5.4.3.2.1-471

(552> = 52-51-5-49.-4 = 52-51-980 = 2.598.960



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.23:

> Quantas maneiras ha de empilhar 3 laranjas (indistinguiveis) e 2
mac3s (indistinguiveis) dentro um vaso estreito de vidro?

Solucao:

» Das 5 posicdes dentro do vaso estreito, temos que escolher 2 para as
magas. As 3 posicOes restantes serdo das laranjas.

5 51 5-4.3( 20
esposta <2) 206-2)  2.1.30 2




Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.23":
Quantas maneiras ha de empilhar 5 frutas (laranjas ou macis
indistinguiveis) dentro um vaso estreito de vidro?

(a) Se o ndmero de magis é 0: (g) = 0% =1

(b) Se o nimero de magis é 1: (3) = 2L = 5

(c) Se o nimero de magis é 2: (g) = 2‘%, =10

(d) Se o ndmero de mag3s é 3: (g) = o5 = 10

(e) Se o nimero de macas ¢ 4: (J) = 2k 5

(f) Se o ndmero de magis é 5: (g) = 5%, =1

(g) Total=1+5+10+10+5+1 = 32 = 25 = 2.2.2.2.2



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.24:

> H3 2" sequéncias distintas de n bits (algarismos 0 e 1). Quantas
dessas sequéncias tem exatamente k bits iguais a 1?7
Solucao:

» Das n posi¢des na sequéncia, temos que escolher k para o bit 1. As
n — k posicdes restantes serdo do bit 0.

R ~(n\ _ n!
eSpOSta = K = m



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.24':

» Ha 3" sequéncias distintas de n letras A, B ou C. Quantas dessas
sequéncias tem exatamente k letras iguais a A?

Solugdo:

» Das n posi¢des na sequéncia, temos que escolher k para a letra A.
As n — k posi¢des restantes serdo das letras B e C: duas escolhas (B
ou C) para cada posigdo. Pelo principio multiplicativo:

_ n n—k __ n! n—k
Resposta = <k> -2 = 7/(!(”_ Pl -2



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.24":

» Ha 5" sequéncias distintas de n letras A, B, C, D ou E. Quantas
dessas sequéncias tem exatamente k letras iguais a A e /¢ letras
iguais a B?

Solucdo:

» Das n posi¢des na sequéncia, temos que escolher k para a letra A.
Das n— k posicdes restantes, temos que escolher £ para a letra B. As
n — k — £ posicOes restantes serdo das letras C, D e E: trés escolhas
(C, D ou E) para cada posigdo. Pelo principio multiplicativo:

_ n n—k n—k—¢
Resposta = (k) ( ¢ ) 3

n! (n—k)! n ket nl 3n—k=t

Ki(n— k) 0(n—k—0) Tkl (n—k —0)!




Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Ex 11.10: 20 pessoas em 4 viagens, cada uma com 5 pessoas.

20\ (15\ 10\ (5\ _ 20! 157 1T B 20!

5 5 5 5)  5lsT 51187 5150 5100 5151515
Faz uma permuta¢ao das 20 pessoas: as 5 primeiras vao na 1° viagem e
assim por diante. Dentro dessa permutacdo maior, qualquer permutagao
das posices 1 a 5, ou de 6 a 10, ou de 11 a 15, ou de 16 a 20, gerard a

mesma configuracdo de viagem. Por isso, devemos dividir por 5! quatro
vezes.




Capitulo 11 - Contagem - Combinatdria

Propriedades do Binomio de Newton

(@) (Z) = (nfk) - k'(nnlk)'

n+1\ (n+1)! ~ (h+1)-nt
(b)(k+1)_ KT D=k~ G+ D=k
_ (k+1 4+ n—k)-n n! n!
k+Di(n—k)  — K-k (k+Dln—k—1)

1
(: i 1)— (Z) + (k—’:- 1) Identidade de Pascal ou Relagdo de Stifel



Capitulo 11 - Contagem - Combinatdria

Propriedades do Binomio de Newton

(c) (a+b)"= (a+b)-(a+b)-(a+b)-...-(a+b)
Fazendo a distributividade, os termos desse produto serao da forma
a-b-b-...-a = a"%.bX (onde k é o niimero de b's)

(a+b)" = z”: (Z) a"kpk

k=0



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

Exercicio 11.28:

» Seja X um conjunto de n elementos. Usando a férmula do exercicio
11.27, prove que o nimero de subcojuntos de X de tamanho par é
igual ao nimero de subconjuntos de tamanho impar.

Solugdo:

3

(a+b)" = )a"_kbk. Tomandoa=1e b= —1:

() = () () () (0 e ()
() (@) ()5 = (D)) () +--

N
=



Capitulo 11 - Contagem - Combinatéria

ny _ n! _ n(n—1)(n-2)...(n—r+1)(n—")T
(r> ri(n—r)! ri(pn—"JT
ny ﬁ'n—l.n—2 n—r+1
8 ks
k=1 k

E mais facil calcular computacionalmente assim.

Em exercicios dessa disciplina, é melhor deixar em formato de bindmio
mesmo, a menos que os valores sejam pequenos e possam ser calculados
a mao, usando a férmula original:

(7) = o



Exercicio 6 da Lista 3

Se enumerarmos todas as permuta¢ées dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 em
ordem crescente, ent3o:

(a) Que posicdo ocupa o nimero 425137
(b) Qual ndmero ocupa a posigdo 737
Solugdo (a):

» Existem 4! permutacdes comecando em 1.
Existem 4! permutag¢des comegando em 2.
Existem 4! permutaces comecando em 3.
Existem 3! permutacdes comecando em 41.
Existem 2! permuta¢des comegcando em 421.
Existem 2! permutacdes comegcando em 423.

Apds todas essas, teremos a permutacdo 42513.
Posicilo =1 + 3-41+314+2.21 = 83

vVvyVvyvVvyVvyYyvyy



Exercicio 6 da Lista 3

Se enumerarmos todas as permuta¢les dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5 em
ordem crescente, ent3o:

(a) Que posi¢do ocupa o niimero 425137
(b) Qual ndmero ocupa a posigdo 737
Solugdo (b):
» Existem 1-4! = 24 permutagdes comecando em 1.
» Existem 2 - 4! = 48 permutacdes comecando em 1 ou 2.

» Existem 3 - 4! = 72 permutacdes comecando em 1, 2 ou 3.
» Posicdo 73: Permutacdo 41235.



Exercicio 7 da Lista 3

Quantos s3o os subconjuntos de k elementos de {1,2,--- , n} nos quais:
(a) 1 aparece?

(b) 1 n3o aparece?

(c) 1 e 2 aparecem?

(d’) 1 aparece e 2 n3o aparece?

(e’) 1e 2 n3o aparecem?

Solucdo:

(@) (i1



Exercicio 8 da Lista 3

Considere todos os subconjuntos com 5 elementos de {1,2,---,12}. Se
ordenarmos todos esses subconjuntos por ordem crescente de indices, em
quantos subconjuntos o elemento 8 aparece na posicao 3 da sua
ordenac3o?
Solucao:

» 5 posicoes com o 8 aparecendo na posicdo 3.

» Nas posicdes 1 e 2, devemos ter nlimeros menores que 8.

» Nas posicdes 4 e 5, devemos ter nlimeros maiores que 8.

» Escolher 2 em {1,....7} e escolher 2 em {9,...,12}.

7 4 7.6 4.3
(2)-1-<2> = 5157 = 763=12



Exercicio 9(a) da Lista 3

» Quantas solugdes inteiras existem para x; + x + x3 + x4 = 50 com
Xi Z 07
Solucdo:

> E equivalente a x| + x} 4 x} 4+ x; = 54 com x/ > 1, fazendo
xl=x+1
» Dividir colocando 3 barras entre os 54 doces.
53y  (50+4-1\  (50+4-1
3) 4-1 N 50

Férmula geral: p varidveis naturais que somam n:

()



Exercicio 9(a)’ da Lista 3

» Quantas solucdes inteiras existem para x; + x» + x3 + x4 + x5 = 50
comx; > —2,x > —1,x3>0, x4 >1e x5 >27
Solucdo:
> E equivalente a x| + x5 + x} 4 x} + x{ = 55 com x/ > 1, fazendo
xi=x1+3, x=x+2 x=x3+1 x,=xs e x =x — 1, pois.
> x1+x0+x3+x4+x5 =50 —=
> = (q-3)+ (-2 +0g-1)+(q)+ (s +1)=50 =
> — x{+ x5+ x5+ x, + x; = 5b.
» Dividir colocando 4 barras entre os 55 doces.
54\  (50+5-1\  (50+5-1
4) 5-1 N 50

Férmula geral: p varidveis naturais que somam n:

(-0



Exercicio 11 da Lista 3

Determine o coeficiente de x3 no desenvolvimento de

1 99 1 100
<X2 + 3) € de <X2 + 3)
X X

Solucdo:

n
(a+b)" = (:) a"k bk
k=0

99 99
99 99
2 399 2(99—k) , —3k 2.99-5k
(x*+x7°)" = E (k)x( )x = E (k)x

k=0 k=0

5k =198 —3 =195 = k = 39. Coeficiente: (gg) = (gg)

100 100
(x2 + x~3)100 — Z (120)X2(100—k)x—3k _ Z <120>x2'1°°_5"

k=0 k=0

5k =200 — 3 =197 = k = 197/3. Coeficiente: 0 (n3o existe x>).



Secdo 11.7 - Permutacdes e Arranjos Circulares

Exercicio 11.32 (a)

<10> 5! 100 5f 10-9-8-7-6-5
Resposta; = = = —— =

= — 6048
5) 5 5151 5 55
10 1
Resposta, = 570| 5= 6048
1
Resposta; — (10-9-8~7~6)-g — 6048
Exercicio 11.32 (b)
10\ 5! 5! 10! ,5/ 50 10
Resposta, — 22 — 145152
esposta (5) 5 5 55 5 25
Resposta, — (10!) L 45150 — 6048 al
55



Secdo 11.10 - Combinacdes miltiplas

Exercicio 11.35
Quantas maneiras existem de distribuir 5 cartas para cada um de 4
jogadores, de um baralho de 52 cartas?

Solucdo
reoooste — (52) . (4T\ (42 (37 _ 2t arr  sar 37
espostar = | g 5 5 5) = 5477 5427 51377 5132
!
"~ 51515151321

. B 52 52
espostaz = (5 55532) = Bisls5132]



Secdo 11.10 - Combinacdes miltiplas

Exercicio 11.36
Quantas maneiras distintas existem de pintar 20 casas com as cores
vermelha, azul, verde e (cada casa de uma sé cor), sendo que

deve haver o mesmo nimero (5) de casas de cada cor?

Solucdo
Respostar — (20) (15 . (10} (5) _ 200 157 10f 5
espostar = \s5 ) "\s ) \5) \5) = 5057 50187 515 501
20
~ 5I51515]

. /20 \ 20
epostaz = (5 555) = 55505l



Secdo 11.10 - Combinacdes miltiplas

Exercicio 11.38

Quantas maneiras h3 de dividir 16 alunos em 3 grupos de estudo, para
Fisica, Quimica e Matematica; sendo que deve haver 6 alunos em cada
um dos dois primeiros grupos, e 4 no ultimo?

Solucdo

Resposta; =

16\ (10\ (4\ 16! 187 16!
6) \6) \4) — eler 614 664!

16 16!
Resposta, = ( ) =

6!6!4!



Secdo 11.9 - Permutagdes com alguns elementos iguais

Exemplo: Anagramas
Quantos anagramas existem da palavra BANANAS?

Solugao

7!

Resposta; = 3090

|

Resposta, = / . 6 . 3 . 1 = Lﬂil
1 3 2 1 1l 3130 2111 110!
7!

T 13211

. B 7 o
espostas = (1301) = 132l



Secdo 11.9 - Permutagdes com alguns elementos iguais

Exemplo: Anagramas
Quantos anagramas existem da palavra PARALELEPIPEDO?

Solucdo
(P,E,ALR,I,D,0)=(3,3,2,2,1,1,1,1). Total: 14 letras.

141
Respostar = 3315131
o\ 11\ 8\ (6 14 ur gl g0
Resposta, = (3>'<3)'<2>'(2>'4! Co3ar 3180 2161 214 H
14
31312121

. B 14 1
espostas = (33001.1,1,1) — 3312121



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem
Exercicio 11.41: Uma roleta tem 10 setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. H3 5 cores
disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Solucdo:
1° tentativa: Escolhe uma das 5 cores para o setor 1, depois uma das 4
cores para o setor 2, 4 cores para o setor 3, ... e 4 cores para o setor 9.

Falta escolher as cores do setor 10. Até ai temos 5 - 4”2 possibilidades.
Para o setor 10, temos 3 ou 4 possibilidades, dependendo se a cor do
setor 9 é diferente ou igual a do setor 1. Ndo parece ser facil por ai...

3oud?



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 11.41: Uma roleta tem 10 setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. H4 5 cores
disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Solucdo:
2° tentativa: Recorréncia. Seja a, o nlimero de modos de pintar uma

roleta com n setores. Queremos calcular aiq.
a=5-4=20, a3=5-4-3=60, ag=5-4-3-3 4+ 5-1-4-4 = 260




Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 11.41: Uma roleta tem 10 setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. H3 5 cores
disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Solugdo:

2° tentativa: Recorréncia. Seja a, o nimero de modos de pintar uma
roleta com n setores. Queremos calcular aig.

az :207 a3z :607 aa =260

a, = 3a,-1+4a,_o, paran>5




Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 11.41: Uma roleta tem 10 setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. H4 5 cores
disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Solugdo:

2° tentativa: Recorréncia. Seja a,, o niimero de modos de pintar uma
roleta com n setores. Queremos calcular aig.

az :20, a3z :60, as =260

a, = 3a,-1+4a,_o, paran>5

Recorréncia de 2°-ordem: eq. caract. X2 —3x —4 =0
Raizesri =4ern=-1 = a, = ¢ 4"+ (-1)
Podemos calcular facilmente ¢; =1 e ¢, = 4 com os valores de a, e as.

a, = 4" + 4.(-1)", paran>2.

ayg =40 +4.(-1)1° = (1024)2+4 = 1.048.580



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem
Exercicio 11.41": Uma roleta tem n setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. H3 k + 1
cores disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Solucdo:
1° tentativa: Escolhe uma das k + 1 cores para o setor 1, depois uma
das k cores para o setor 2, ... e k cores para o setor n — 1.

Faltam as cores do setor n. Até ai temos (k + 1) - k=2 possibilidades.
Para o setor n, temos k — 1 ou k possibilidades, dependendo se a cor do
setor n — 1 é diferente ou igual a do setor 1. N3o parece ser facil por a...



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 11.41”: Uma roleta tem n setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. Ha k + 1
cores disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Solucdo:

2° tentativa: Recorréncia. Seja a, o nimero de modos de pintar uma
roleta com n setores usando k + 1 cores.

ay=(k+1)-k=k>+k, a3=(k+1)-k-(k—1) = kK> —k
ag=(k+1)-k-(k—1)> + (k+1)-1-k* = k*+k

. o




Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 11.41”: Uma roleta tem n setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. Ha k + 1
cores disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Solucdo:

2° tentativa: Recorréncia. Seja a, o nimero de modos de pintar uma
roleta com n setores usando k + 1 cores.

ap=k?+k, az=k3 -k, as=k*+k

a, = (k—=1)-ap_1+k-an_o, paran>5




Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 11.41”: Uma roleta tem n setores numerados. Deve-se pintar
cada setor com uma cor diferente das de seus dois vizinhos. Ha k + 1
cores disponiveis. De quantas maneiras podemos pintar essa roleta?

Soluc3o:

2° tentativa: Recorréncia. Seja a, o nlimero de modos de pintar uma
roleta com n setores usando k + 1 cores.

ar = k2 4+ k, a3 = k3 —k, as=k*+k

a, = (k—1)-ap_1+k-ap_o, paran>5

Recorréncia de 2°-ordem: eq. caract. x> — (k —1)x —k =0
Raizesri=kern=-1 = a, = ¢ - k"+c-(-1)"

Podemos calcular facilmente ¢; =1 e ¢ = k com os valores de a; e as.

a, = k" + k- (-1)", paran>2.



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 10(b) -
n+1 n
(") = 2o

Resolucdo: equagao x; +xx + ...

Nimero de solugdes naturais: (

Resolucao alternativa:

Caso 0: xpq20 =0
Caso 1: xp40 =1
Caso 2: Xp40 =2

Caso 3: xp420 =3

Caso n: xpp2 = n

B 2 QO3+ O 4 )
p P P P P P
+ Xp+1 + Xp2 = n
n+(p+2)71) _ (p+n+1)
(p+2)—1 p+1
= n° solucdes: (" Ogil‘)’ﬁ ) = (p:n)
= n° solucdes: ( p+1’)7+1 1) = (p+;71)
= n° solucGes: ( p+1§+1 1) = (p+;72>
=—> n° solucoes: ( p+1§+} 1) = (p+;_3)
— n° solugges: (("~P)Herl=n) (%)

(p+1)—1

Pelo principio aditivo da contagem, temos por dupla contagem:

o)

= Zf:o

)

= ()

1 2
P:)+(P+)+...

p

=) + )



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 10(b) - Lista 3:

Cy) = X (%) = Q)+ )+ )+ )+ ()

Exercicio 10(a) - Lista 3:

(") = X () = @+ ) )+ () + ()

Resolucao:

P () = P () (et = (e



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 10(c) - Lista 3: (Z]ﬁ) = (0)+2-(,50) + (12

Resolucao:
Em um grupo de n homens e 2 mulheres, selecionar p + 2 pessoas.

Total: (gi;)

Resolucao alternativa:

Caso 2: Tem 2 mulheres: (;)
Caso 1: Tem 1 mulher: 2. (pil)
Caso 0: Tem O mulheres: (ple)

Pelo principio aditivo da contagem, temos por dupla contagem:
2
(giz) = ( ) +2- (p+1) + (p-7-2)



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 10(d) - Lista 3: (Zﬁ) = (0) +3-(,50) +3- (1) + (,1s)

Resolucao:

Em um grupo de n homens e 3 mulheres, selecionar p + 3 pessoas.

Total: (gig)

Resolucao alternativa:
Caso 3: Tem 3 mulheres: (;)

Caso 2: Tem 2 mulheres: 3 - (p:l)
Caso 1: Tem 1 mulher: 3. (1)
Caso 0: Tem O mulheres: (pi3)

Pelo principio aditivo da contagem, temos por dupla contagem:
n+3 n n n n
(p13) = (p) + 3 (p+1) + 3 (p+2) + (p+3>



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 10(e) - Lista 3:
(i) = ()4 (1) +6- (1) +4- (,15) + (1)

Resolucao:

Em um grupo de n homens e 4 mulheres, selecionar p + 4 pessoas.

Total: (gii)

Resolucao alternativa:
Caso 4: Tem 4 mulheres: (

Caso 3: Tem 3 mulheres:

T T
+:+:v
=

4 (
Caso 2: Tem 2 mulheres: 6 - (
Caso 1: Tem 1 mulher: 4. (p13

Caso 0: Tem 0 mulheres:

Pelo principio aditivo da contagem, temos por dupla contagem:
4
(214) = (Z) +4- (p+1) +6- (p+2) +4- (p+3) + (p—’:-4)



Secdo 11.11 - Principio aditivo da contagem

Exercicio 10(f) - Lista 3: (") =Sk (). (")

p+k r p+r
Resolucao:
Em um grupo de n homens e k mulheres, selecionar p + k pessoas.
Total: ()
Resolucao alternativa:
Caso 0: Tem k — 0 mulheres: (;)
Caso 1: Tem k — 1 mulheres: k- (pfrl)
Caso r: Tem k — r mulheres: (,*,)- (7)) = ()-(,7,)
Caso k —2: Tem 2 mutheres: (5)- (.7 5) = (*5) - (7o)
Caso k — 1: Tem 1 mulher: k- (p+2_1) = (kfl) . (erZ_l)
Caso k — 0: Tem 0 mulheres: (p:k)

Pelo principio aditivo da contagem, temos por dupla contagem:

(i) = (0 (L)



)

n+p
P

)+

n+p—
p—1

A4 (

)+ () +(3) + -

n
0

(

)

r

0 (n+r

Resolucao: Relacdo de Stifel ou Identidade de Pascal

p
r

)

P

Exercicio 10(a) - Lista 3:
n+p+1

(

Questdo 10 Lista 3 (solugdes alternativas)

+ 4+ o+ + o+
o T N o I = I B
+tot+mtt+owto+~
S & & © & ¢

+ + + + 4+

N (o] ™ < [To) ©o H
~tNtatotstoto
< < < < < <

— [N} 30} < s :
+tHt+F Nttt
&§ & & & & & :
((((( n

+ o+ o+ o+

— N ™ < [To) M
cotot+t—+ta+tot<
~— & < < < <

N N N N N /D
— — — — — ~— |
o~~~ o~ o~ .

P S N N O

o~~~ o~ o~

— — — — ~— !



Questdo 10 Lista 3 (solugdes alternativas)

Exercicio 10(b) - Lista 3:

Cy) = o) = Q)+ )+ )+ )+ ()

Resolucdo: Relacao de Stifel ou Identidade de Pascal

() + G+ + )+ + (7)) =
(5) + () + (2 + (032 ok (7)) =
(1) + (732 + (53 + (P4 +- 4 (7)) =
(P32 + (P32 + (73 + (750 +- + (7)) =
(3 + () + () + (760 +- o+ (%) =
(29 + () + () + (7)) ++ (77) =
(*375°) + (202 + (0 + (77) =
(*575 ") + (1) + (77) =

Gl 0



Questdo 10 Lista 3 (solugdes alternativas)

Exercicio 10(c) - Lista 3: (gig) = (0) +2(,0) + (,12)

Resolucao: Relacdo de Stifel ou Identidade de Pascal
() + 201 + ()=
G+ G+ () + () =

G+ G =

(5:2)



Questdo 10 Lista 3 (solugdes alternativas)

Exercicio 10(d) - Lista 3: (”+3) = ( )+ 3(p+1) + 3(p+2) (pig,)

Resolucdo: Relacdo de Stifel ou Identidade de Pascal

(;) + 3(p11) + 3(p12) + (p:3) =
(;) + (p-r:-l) + 2(p+1) + 2(p+2) + (p—7-2) + (p—':—?)) =
G+ 2Gn) o+ (D) <

(+3)



Questdo 10 Lista 3 (solugdes alternativas)

Exercicio 10(e) - Lista 3:
n+4 n n
(pi4) = (p) +4- (p+1) +6- (p+2) +4- (p+3) + (p+4)

Resolucdo: Relacdo de Stifel ou Identidade de Pascal

(;) + 4(p+1)+ 6(pJ’:2)+ 4(p13) +(pi4):
(;)—’_(p:l) + 3(p+1)+3(p+2) + 3(p+2)+3(p+3) + (pi3)+(pi4):
() I 104 6) MR 1046 I (I
(pia)

Exercicio 10(f) - Lista 3: (77%) = Zl::o (- (1)

p+k p+r
E possivel provar por indugao em k usando esse mesmo esquema.



Secdo 11.12 - Principio Subtrativo da Contagem

Exercicio 11.43: Quantas m3os de 4 cartas podem ser tiradas de um
baralho comum (de 52 cartas) nas quais aparecem pelo menos dois ases?

Solugdo pelo Principio Subtrativo: Tudo menos 0 ou 1 As

Total = (542)

Complemento (no méximo 1 As): *) + 4. (438)
Resultado = (52) - (43) _4. (48) _ 52 _ 48l _ , 48l

4 4 3 41481~ 41441 " 31451
_ 52.51.50-49 _ 48.47-46-45 _ ,  48-47-46 __
— T 4321 4321 4550 = 6961

Solucado pelo Principio Aditivo: 4 Ases + 3 Ases + 2 Ases

Resultado =
@& + G- (D) + GF) =1+ 448 + 627 = 6961



Cantulo 11.13 i
INCLUSAO E EXCLUSAO



Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

[AUBUCUD| = |A|+|B|+|C|+|D] —
—|ANB|—-|ANC|-|AND|—|BNC|—-|BND|—-|CND| +
+ANBNC|+|ANBND|+|ANCND|+|BNCND| —
—|AnNBNCND

[AUBUCUDUE| = |A|+|B|+|C|+|D|+ |E| —
-|ANB|-|ANC|-|ANDJ-|ANE|-|BNC|-|BND|-|BNE|-|CNDI|-|CNE|-|DNE| +
+|ANBNC|+|ANBND|+|ANBNE|+|ANCND|+|ANCNE|+
+|ANDNE|+|BNCND|+|BNCNE|+|BNDNE|+|CNDNE| —
-|JANBNCND|-JANBNCNE|-|ANCNDNE|-|BNCNDNE]
+ANBNCNDNE]



Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

ahganiga
EVAYAVOUAYANED)
NIV NIV AN

[A| +B| +|C| |Al+|B]+1C] |Al+|B| +C|
—(ANB[+[ANC|+|BNCY) —(JANB|+]ANC|+|BNC|)
+AnBNC|






Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

Exercicio: Quantos niimeros entre 1 e 60 n3o s3o divisiveis por 2, 3 ou 57

Solucgado pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo

Ax: conjunto dos miltiplos de k de 1 a 60 = |A,| = [ ].
Al = 2] = 30 |As| = |2] = 20

As| =[] = 12

1Ay N As| = |Ags| = [%0] = 10
Ay N As| = |Axs| = || =6
|AsNAs| = |Ass| = || = 4

Ay NAsNAs| = |Apas| = |8 =

Pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo, temos que:
[ApUAsUAs| = 30+20+12—-10—-6—4+2 = 44

Resultado final = 60 - 44 = 16 (Principio Subtrativo)
1,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53,59



Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

Exercicio: Quantos ndmeros entre 1 e 1001 n3o s3o divisiveis por 7, 11
ou 137

Solucdo pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo
Ayx: conjunto dos midiltiplos de k de 1 a 1001 = |A,| = |19 ].

ar] = [ 192 = 143 Aul=50) = o

Aul = |28 = 77

|A7OA11\ :|A7.11‘ = L% = 13
A7 N A = |Aras] = |12 =1

1
91
A N Ags| = [Aas| = [35] =7
|A7 N A1 N Awz] = |Az1113

Pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo, temos que:
[A7UA11 UA;3| = 143+914+77-13-11—-74+1 = 281

Resultado final = 1001 - 281 = 720 (Principio Subtrativo)



Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

Ex. 02 da Lista 3: Quantos nimeros entre 1 e 350.000 n3o sdo
divisiveis por 7, 11, 13, 17 ou 197

Solucgdo pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo

Ay: conjunto dos miiltiplos de k de 1 a 350.000 = |A| = |99
|Az| = | 22290 = 50000 |Ann| = | 2920| = 31818
As| = [299%| = 26923 [Arr| = [259%| = 20588
Aol = | 25990 = 18421

|A7 N Aur| = [Araa| = 2290 = 4545
|A7 N Az| = |Ara3| = L3570.'10300J = 3846
(A7 N Ar| = |Arag| = 2270 = 2941
|A7 N Arg| = |Ar.10| = L3570'10900J = 2631
A1 N Arg| = |Aras| = [ 35290 ] = 2447
(AN A = |Awar| = |39 ] = 1871
_ 350. oo 1 —
|A11 N Agg| = |Ar1.10| = [ 2290 | = 1674
Az N Arr| = [Arza7| = | 35 (1)90 = 1583
|A13 N Agg| = |Arz10] = [ 2399 = 1417
_ 50. ooo’ _
|A17 N Aro| = [Arz10| = [339:95°] = 1083




Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

Ex. 02 da Lista 3: Quantos nimeros entre 1 e 350.000 n3o s3o
divisiveis por 7, 11, 13, 17 ou 197

Solucgdo pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo
Ax: conjunto dos miiltiplos de k de 1 a 350.000 = |A,| = | 3999

|A7 N A1 N Ags| = |Araras] = 2200 = 349
A7 0 Al N Ayr| = A = [P ] = 267
A7 0 A N As| = |Azanae| = [ P2506| = 239
471 s 1 | = A — [B558] — 26
B 350,000 _
[A70 A1z N Awo| = [Arasa0| = [ F500] = 202
350.000 ] _
A7 0 Az N Ar| = [Ara7.10] = [Py50| = 154
(A1 N A3 N Arr| = |[Arasar| = | 923377] = 143
A1 N Az N Ag| = |Atnasao| = | $3395] = 128
|A11 N Az N Arg| = |Arraz.10| = [ 23299 = 98
|A13 N Az N Arg| = |Arzaz.10| = [ 23299 | = 83




Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

Ex. 02 da Lista 3: Quantos nimeros entre 1 e 350.000 n3o sdo
divisiveis por 7, 11, 13, 17 ou 197

Solugdo pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo

Ay: conjunto dos miiltiplos de k de 1 a 350.000 => |A| = | 3009
|A7 N AL N A3 N A| = |Ararasar] = |20 = 20
|A7 M A1 N A1z N Ap| = |Ararazae] = |20 | = 18
|A7 N A1 N Az N Ao = [Az1117.10] = L731510107029J = 14
|A7 N A3 N Az N Ao = [Az.13.17.10] = L73153?107029J =11
|A11 N Az N Arz N Aro| = [Ar1.13.17.10] = Lu 13- (1)3019J =1

|A7 N A1 N A3 N Az N Al = |Ararazarie] = | | = 1



Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

Ex. 02 da Lista 3: Quantos niimeros entre 1 e 350.000 n3o s3o
divisiveis por 7, 11, 13, 17 ou 197

Solugdo pelo Principio da Inclusdo e Exclusdo

Pelo Principio da Inclusao e Exclusdo, temos que:

|A7 U A13 U Aj3 U Aj7 U Agg| = 500004-31818+26923+20588+18421 —
-4545-3846-2941-2631-2447-1871-1674-1583-1417-1083 +
+3494-267+4-239+-226+202+154+143+4-1284-98+83 —
—-20-18—-14—-11-7 +1 = 125.532

Pelo Principio Subtrativo da Contagem:
Resultado final = 350.000 - 125.532 = 224.468



Secdo 11.13 - Principio da Inclusao e Exclusdo

[ALUA UL UAL| = > A=) JANA][+: - +(=1)"AiNAN. . .NA,|

i<j

Prova Combinatéria:

Seja x um elemento que aparece em exatamente m dos conjuntos

A1, Az, ..., Ay Quantos conjuntos da forma A; NA;, N---NA; com
ih <lp<---< i, contém x?

Resposta: ('L’) para 1 < k < m, pois é o niimero de modos de escolher k
conjuntos entre os os m conjuntos que contém x.

No lado direito da Inclusdo e Exclusdo, x serd contado quantas vezes?
(D= +G) -+ +E=D"H )

Ja vimos que:

@) -+ -G+ = +)"(7) = 1-1)" =0
= D-O+G) -+ +CED"H () = (H) -0 =1
Logo x serd contado exatamente 1 vez.



PRINCIPIO DA CASA DOS
POMBOS



Principio da Casa dos Pombos (PCP)

1° versao: Se em n caixas colocarmos mais de n objetos, alguma caixa
terd mais de um objeto.

2° versdo: Se em n caixas colocarmos mais de k - n objetos, alguma
caixa terd mais de k objetos.

Prova por contradicao: Se todas as caixas tiverem no maximo k
objetos, entdo o nimero de objetos serd no maximo k - n. Como s3o mais
de k - n, objetos, alguma caixa terd mais de k objetos.

Exemplo: Em um quadrado de lado 2, prove que todo conjunto de 5
pontos tem pelo menos 2 a distancia < v/2, que todo conjunto de 9
pontos tem pelo menos 3 a distancia < /2 e que todo conjunto de 13
pontos tem pelo menos 4 a distancia < /2 entre si.

V2




Principio da Casa dos Pombos (PCP)

2° versao: Se em n caixas colocarmos mais de k - n objetos, alguma
caixa terd mais de k objetos.

Exemplo: Dados 5 pontos no plano com coordenadas inteiras, prove que
pelo menos um dos dez pontos médio gerados por eles também possui
coordenadas inteiras.

Solucgdo: Dividir os pontos em 4 grupos: PP (x e y pares), Pl (x pare y
impar), IP (x impar e y par) e Il (x e y impares). Dois pontos de um
mesmo grupo tem o ponto médio entre eles com coordenadas inteiras,
pois Xm = (x1 + x2)/2 € ym = ()1 + y2)/2. PCP

3 .
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Principio da Casa dos Pombos

2° versdo: Se em n caixas colocarmos mais de k - n objetos, alguma
caixa terd mais de k objetos.

Exemplo (Ramsey): Em um grupo de 6 pessoas, hd 3 pessoas que se
conhecem mutuamente ou hd 3 pessoas que n3o se conhecem
mutuamente.

Solucdo: Pessoas A, B, C, D, E e F. Pelo PCP, F conhece 3 ou
desconhece 3 pessoas em A, B, C, D, E. Suponha que F conhece A, B e
D, sem perda de generalidade. Se A, B e D n3o se conhecem, Ok. Se A e
B, ou A e D, ou B e D se conhecem, teremos com F trés pessoas que se
conhecem.
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Principio da Casa dos Pombos

Questdo 3 da Lista 3: Sejam ne Ne AC {0,1,---,2n— 1}. Mostre
que se |A| =n+2, entdo Ja,a’ € A, a # 4, tais que a+ a’ = 2n.

Solugdo: Considere o conjunto A" = A — {0, n} (pombos). Como

|A| = n+ 2, entdo |A’| > n. Vamos formar n — 1 casa de pombos:
{1,2n—1},{2,2n = 2},{3,2n =3}, ..., {n—2,n+2},{n—1,n+ 1}.
Como A’ tem mais de n — 1 pombos, dois pombos estdo na mesma casa.
Logo A tem dois niimeros somando 2n.



Principio da Casa dos Pombos (PCP)

Questao 4 da Lista 3: A C N. Prove que:

(@) [Al=n+1= 3Fa,a’ € A a# a" a— a é miltiplo de n.

(b) |[Al=n+2= Fa,a € A, a# a": (a— a' é miltiplo de 2n) ou
(a+ 4’ é miltiplo de 2n).

Solucgdo (a): Na divisdo por n, existem n restos possiveis (0 a n — 1).
Pelo PCP, A tem ndmeros a e a’ com mesmo resto na divisdo por n.
Logo a — &’ é muiltiplo de n.

Solugéo (b): Se A tem dois niimeros a e a’ com mesmo resto na divisio
por 2n, entdo a — a’ é miltiplo de 2n. OK. Suponha ent3o, na divisdo
dos nimeros em A por 2n, todos os restos sdo diferentes. Pela Questdo
3, existe a,a’ € A tais que a soma de seus restos é igual a 2n. Portanto,
a+ a’ é miltiplo de 2n.



Principio da Casa dos Pombos (PCP)

Questao 5 da Lista 3: Mostre que, em todo grupo de n > 2 pessoas, hd
duas pessoas com o mesmo nimero de amigos no grupo. Considere que a
relagdo “ser amigo” é simétrica mas n3o ¢é reflexiva.

Solucdo: Em um grupo de n pessoas, os valores possiveis para nimero
de amigos vdo de 0 a n — 1 (s&o n valores). No entanto:

» Se alguém conhece 0 pessoas, entdo ninguém conhece n — 1 pessoas;
» Se alguém conhece n — 1 pessoas, entdo ninguém conhece 0 pessoas;

Ent3o teremos na realidade n — 1 valores possiveis para nimero de
amigos, pois 0 e n — 1 se excluem mutuamente.
Pelo PCP, duas pessoas tem o mesmo nlimero de amigos.



Principio da Casa dos Pombos (PCP)

Questao 9 da Lista 3: Quantas s3o as solucdes de:
(@) w+ x+y+z=50, sendo w, x, y e z nimeros naturais?

(b) w+ x4+ y +z =120, sendo w, x, y e z ndmeros naturais tais que
pelo menos um deles é maior que 277

) = ()

Solucdo (a): (
Solug&o (b):
Pelo PCP, alguma varidvel w, x, y, z terd valor > 30.
Ent3o a restricdo sempre ocorrera.

120+4—1) _ (123).

Resposta = (*%," 3



Capitulo 12
PROBABILIDADE



Capitulo 12 - Probabilidade

Um espaco de probabilidade discreto (€2, Pr) é dado por um conjunto
Q (chamado espaco amostral, finito ou infinito enumeravel) e uma
funcdo de probabilidade Pr: Q — [0,1] tal que ) o Pr(w) = 1.

Exemplo: Uma moeda n3o-viciada é lancada até se obter uma coroa.
Seja S o espago amostral {1,2,3,...} do niimero de lancamentos da
moeda. Determine a fun¢do de probabilidade P: S — [0, 1].
Solugdo: P(n) = (3)"1-(3) = (3)"

Note que %, P(n) = 372,(3)" = 255 = 1 (soma de PG).

—-

Exemplo: Uma moeda viciada é lancada até se obter uma coroa, que
tem probabilidade 2/3 de ocorréncia. Seja S o espago amostral
{1,2,3,...} do nimero de langamentos da moeda. Determine a fun¢io
de probabilidade P: S — [0, 1].

Solugdo: P(n) = (3)" ' (3) = 2(3)"
Note que 3°.2, P(n) = >°2,2(3)" = %13/3 = 1 (soma de PG).

n=



Capitulo 12 - Probabilidade

Exemplo: Uma moeda n3o-viciada é lancada 5 vezes. Qual é a
probabilidade de aparecer apenas uma cara? E aparecer duas caras?

Solucgdo: Seja C (cara) e K (coroa).
As possibilidades de langamentos com 1 cara s3o:
CKKKK, KCKKK, KKCKK, KKKCK, KKKKC:

P(niimero de caras = 0) = (3)/2° = 1/32.
P(niimero de caras = 1) = (3) 5/32.
P(niimero de caras = 2) = (3) 10/32.
P(nimero de caras = 3) = (3)/2° = 10/32
( ) = ()
( ) = ()

~
NN
o o
I

~
N
o

Il

P(ndmero de caras = 4 5/32.

P(ndmero de caras =5 /25 = 1/32.
Exemplo: Qual a probabilidade de se obter um “four” no pdquer (4
cartas de uma mesmo valor em uma méao de 5)?

Solucao:
13-48

()

P(“four") =



Capitulo 12 - Probabilidade

Exemplo: Dez dados n3o-viciados s3o langados de modo independente.
Qual é a probabilidade de nenhum mostrar o niimero 67

Solugédo 1: P(Dado i # 6) = 5/6 para qualquer dado 7 € {1,2,...,10}.
P(Todos os Dados # 6) = (2)° ~ 16.15%.
Solugao 2: Numero de langamentos: 6-6- ... -

Numero de lancamentos sem g: 5.5....-5 = 5",
P(Todos os Dados # 6) = 2 ~ 16.15%.

6".

Exemplo: Qual é o evento mais provével numa familia com 4 filhos: (A)
2 meninos e 2 meninas, ou (B) 3 de um sexo e 1 do outro?

Solucdo: Total =2* = 16.

A: hhmm, hmhm, hmmh, mhhm, mhmh, mmhh.

B: hhhm, hhmh, hmhh, mhhh, mmmh, mmhm, mhmm, hmmm.
P(A) = 6/16 = 37.5%. P(B) = 8/16 = 50%.



Capitulo 12 - Probabilidade

Exemplo: Qual é a probabilidade de 4 pessoas terem aniversario
diferente? E de pelo menos duas delas terem mesmo aniversario?
Assuma que ninguém nasceu em 29 de fevereiro.

Solucdo: Total = 365%. Seja A o evento “todos aniversérios diferentes”.
P(A) = (365-364-363-362)/365* = 98.4%.

P(A) = 1-P(A) = 1.64%.

Exemplo (Problema dos aniversarios): Qual é o menor niimero n de
alunos numa sala tal que é mais provavel encontrar dois alunos com a
mesma data de aniversdrio do que o contrério?

Solugao: Pelo PCP, n < 365.

365-364-...- (365 —n+1
P(a) = 365(" 2

Tomando n = 23: P(A) = 49.27%. Portanto, P(A) = 50.73%.




Secdo 12.7 - Probabilidade Condicional

Exemplo: Uma moeda é lancada 5 vezes. Qual é a probab. da 1° jogada
ser C (cara), sabendo que ocorreram exatamente 3 coroas (K)?

1 n

Solucdo: Seja A o evento “1° jogada é C" e B o evento “exatam. 3 K's".

Pr(B) = (3)(3)° = 10-275. Pr(ANB) = (5(3)° = 4-275.
Pr(AA B) 4.275 2
Pr(A| B) = = = =
(A1) Pr(B) 10-25 5
Exemplo: Considere um sorteio onde objetos 1,2,..., n podem ser

escolhidos com probab. py,ps,...,p,, taisque p1 +po+ ...+ pn, = 1.
Sabendo que o objeto sorteado foi o 1, 2 ou 3, qual a probabilidade de
ter sido o objeto 17

Solucdo: Seja A o evento “foi 0 1" e B o evento “foi 0 1, 2 ou 3".
Pr(B) = p1+p2+ps. Pr(AAB) = Pr(A) = ps1.

_ Pr(AnB) p1
Prial B) = Pr(B)  p1+p2+ps




Secdo 12.7 - Probabilidade Condicional

Problema de Monty-Hall: Um prémio atrds de 3 portas. Assuma que o
participante escolhe a porta 1, s.p.g. Seja P; o evento “o prémio estd na
porta i" e seja A; o evento “MH abriu a porta j" (sem o prémio principal).

PinA)=0Yi.  B(PAA)=0,Yi
Pl/\Az) = ]P)(Pl/\A3) = ]P(Pl)/2 = 1/6
= P(Pz) = 1/3. P(P3/\A2) = ]P’(P3) = 1/3.

P(Ax A P1) + P(Ax A P3) = ? %: 1/2.
P(A3 A P1) +P(A3AP2) = ¢ +3 = 1/2. Portanto:

IP(P]_/\A2) 1/6

Ar) =
A3) =

/\/-\\—’

P(Py | A2) = TR(A) 12 1/3
PPy | A) = SR = 12— s
PP, | As) — W — 1;2 — 1/3
P(P, | A3) = w — LB = 2/3

P(As) 1/2



Secdo 12.7 - Probabilidade Condicional

Problema de Monty-Hall: E se fossem 4 portas?

P(P; AA))=0,¥i.  P(P;AA)=0,Vi.

P(PiAAy)) = P(PLANA3) = P(PLANAy) = P(P)/3 = 1/12.
P(P, AA3) = P(PaANAy) = P(P)/2 = 1/8.
]P(P3/\A2) = ]ID(P3/\A4) = ( )/2 = 1/8
P(Pys AN Ay) = P(PyAAs) = P(Pg)/2 = 1/8.
]P( ) (Ag/\P1)+]P(A2/\P3)+IP(A2/\P4) %4’%4’% = 1/3
P(A3) = (A3/\P1)+P(A3/\P2)+IP(A3/\P4)—112-1-?4-? = 1/3.
P(As) = P(As A PL) +P(AsAPo) +P(AsAPs) = 55 +5+5 = 1/3.
Portanto:
_ P(P1 A Az) _ 1/12 _ _ _

PP | A)) = PA) 13 1/4 = P(P1| As) = P(P1| As)

B(Py | A) — S20A) LB 35 pp, | Ay

P(As) 1/3
Igualmente: P(Ps|Ay) = P(Ps|Ay) = P(P4|Az) = P(P4]As) = 3/8.



Secdo 12.7 - Probabilidade Condicional

Problema de Monty-Hall: E se fossem 5 portas?

P(P; A A1) =0,Yi.  P(P;AA;)=0,Vi.
PiAA) = P(PLAAs) = P(PLAAL) = P(PLAAs) = P(Py) /4 = 1/20.

P(

]P(PQ/\A:;) = ]P(PQ/\A4) = ]P(Pz/\A5) = (P2)/3 = 1/15
]P(P3/\A2) = ]ID(P3/\A4) = ]P(P3/\A5) = P(P3)/3 = 1/15
P(Py A As) = P(PyAA;s) = B(PyAAs) = P(Py)/3 = 1/15.
P(Ps AAs) — P(PsAA;) = B(PsAAs) — P(Ps)/3 — 1/15.
( ) (Ag/\Pl)—‘r-]P(Ag/\P3)+]P)(A2/\P4)+]P’(A2/\P5)

20 + 15 + 15 + 15 = 1/4. P(A3) = P(A) =P(As) = 1/4.

Portanto:

P(Py A A)  1/20
P(A2)  1/4

P(P1|A2) = =1/5 = P(P1|A3) = P(P1|As) = P(P1]As)

B(Pls) = Do) = 08— 415 = B(PA) = PPl

Igualmente: P(P;|Az) = P(P4|A2) = P(Ps|Az) = 4/15.




Secdo 12.7 - Probabilidade Condicional

Problema de Monty-Hall: Explicacio com menos contas.

Probabilidade 1/3 de estar na Porta 1 e 2/3 de n3o estar.
Aberta a Porta 2, toda a probabilidade 2/3 fica concentrada na Porta 3.

Probabilidade 1/4 de estar na Porta 1 e 3/4 de n3o estar.
Aberta a Porta 2, toda a probabilidade 3/4 fica concentrada nas Portas 3
e 4. Escolhendo aleat. uma dessas 2 portas, temos probabilidade 3/8.

Probabilidade 1/5 de estar na Porta 1 e 4/5 de n3o estar.
Aberta a Porta 2, toda a probabilidade 4/5 fica concentrada nas Portas
3, 4 e 5. Escolhendo aleat. uma dessas 3 portas, temos probab. 4/15.

Probabilidade 1/6 de estar na Porta 1 e 5/6 de n3o estar.
Aberta a Porta 2, toda a probabilidade 5/6 fica concentrada nas Portas
3, 4, 5 e 6. Escolhendo aleat. uma dessas 4 portas, temos prob. 5/24.

Probabilidade 1/7 de estar na Porta 1 e 6/7 de ndo estar.
Aberta a Porta 2, toda a probabilidade 6/7 fica concentrada nas Portas
3,4,5, 6 e7. Escolhendo aleat. uma dessas 5 portas, temos prob. 6/35.



Secdo 12.7 - Probabilidade Condicional

Problema de Monty-Hall: Variacdo: O apresentador abre 2 portas ao
invés de 1.

Probabilidade 1/4 de estar na Porta 1 e 3/4 de n3o estar.
Abertas as Portas 2 e 3, toda a prob. 3/4 fica concentrada na Porta 4.

Probabilidade 1/5 de estar na Porta 1 e 4/5 de ndo estar.
Abertas as Portas 2 e 3, toda a prob. 4/5 fica concentrada nas Portas 4
e 5. Escolhendo aleat. uma dessas 2 portas, temos prob. 4/10.

Probabilidade 1/6 de estar na Porta 1 e 5/6 de ndo estar.
Abertas as Portas 2 e 3, toda a prob. 5/6 fica concentrada nas Portas 4,
5 e 6. Escolhendo aleat. uma dessas 3 portas, temos prob. 5/18.

Probabilidade 1/7 de estar na Porta 1 e 6/7 de ndo estar.
Abertas as Portas 2 e 3, toda a prob. 6/7 fica concentrada nas Portas 4,
5, 6 e 7. Escolhendo aleat. uma dessas 4 portas, temos prob. 6/28.



Secdo 12.7 - Probabilidade Condicional

Variacao de Monty-Hall: 100 portas. Participante escolhe Porta .

diferentes da Porta ¢ e sem o prémio. Seja k a (nica
porta ndo aberta. Probabilidade 1% de estar na Porta ¢ e 99% de n3o
estar. Apds abrir as portas, toda a prob. 99% se concentra na Porta k.

diferentes da Porta £ e sem o prémio. Sejam k; e kp
as Unicas portas n3o abertas. Probabilidade 1% de estar na Porta / e
99% de n3o estar. Apds abrir as portas, toda a prob. 99% se concentra
nas Portas k; e k». Escolhendo uma das duas aleat., temos prob. 49.5%

diferentes da Porta ¢ e sem o prémio. Sejam ki, k>
e ks as Unicas portas n3o abertas. Probabilidade 1% de estar na Porta ¢
e 99% de n3o estar. Apds abrir as portas, toda a prob. 99% se concentra
nas Portas ki, k» e k3. Escolhendo uma das trés aleat., temos prob. 33%



