Universidade Federal do Ceara
Departamento de Computagao

Matematica Discreta
Lista de exercicios 2

Cada 4/ denota um nivel de dificuldade: / facil, v/y/ médio e /v/4/ dificil.

v/ 1. (indugao) Prove por indugdo que o nimero de movimentos para levar n discos de uma
haste até outra haste da Torre de Hanéi é 2" — 1.

Vv 2. (indugdo) Mostre por inducdo que, se n € N* é uma poténcia de 2 (n = 2*, para
algum k£ € N) e T : N — R é uma fungdo tal que T'(n) = 2-T(n/2) + n e T(1) = 1, entdo
T(n) =nlogyn + n.

v/ 3. (inclusdo e exclusao) Em um grupo de 155 alunos, 84 possuem computador pessoal, 100
possuem enderego eletronico, 30 possuem péagina pessoal, 54 tém computador pessoal e enderego
eletronico, 15 tém computador e pagina pessoais, 8 possuem endereco eletronico e pagina pessoal,
e 3 alunos tém computador pessoal, endereco eletronico e pagina pessoal. Responda as seguintes
perguntas usando o Principio da Inclusao e Exclusao:

1. Quantos alunos tém apenas endereco eletronico?
2. Quantos alunos nao possuem nenhum dos 3 itens?

3. Quantos alunos tém computador e homepage, mas nao tem email?

Vv 4. (inclusao e exclusao) Quantos numeros entre 1 e 350.000 ndo sao divisveis por 7, 11,
13, 17 ou 197

Vv 5. (relagdes) Sejam R uma relagao bindria e A e B conjuntos. Por simplicidade de notagao,
escrevemos R[X], onde X é um conjunto, para indicar R[X, X]. Prove ou construa um contra-
exemplo:

1. RIAU B] = R[A]UR[B.
2. R[AN B] C R[A]N R[B.
3. R[A]— R[B] C R[A - B].
4. R[AN B] = R[A] N R[B].
5. R|A] - R[B] = R[A - B.

v/ 6. (relagdes) Mostre que se R é uma relacio reflexiva e transitiva, entio R N R~ é uma
relagao de equivaléncia, onde R~! = {(b,a) | (a,b) € R}.

VAV 7. (relagdes) Sejam A um conjunto e R C A x A. Seja ainda
S ={(a,d")| 3" € A,(a,a”) € RN (a",d’) € R}.

Prove ou dé um contra-exemplo:



1. se R é uma relagao de equivaléncia, entao S também o é.

2. se S é uma relagao de equivaléncia, entao R também o é.

v/ 8. (relagoes) Sejam A um conjunto e R C A x A uma ordem parcial. Mostre que se B C A,
entdo RN (B x B) é uma ordem parcial.

Vv 9. (fungbes) Dada um fungao bijetiva qualquer F': A — A em um conjunto A, qual é a funcao
F o F~1? Prove.

vV 10. (fungoes) Sejam A e B dois conjuntos. Mostre que para quaisquer fungdes f : A — B,
g:A— Beh:A— B, temos que ho(go f)=(hog)o f.

v/ 11. (casa dos pombos) Sejamn € Ne A C {0,1,---,2n — 1}. Mostre que se |A| =n + 2,
entdo existem a € Aea’ € A, a # d’, tais que a + a’ = 2n.

VV/V/ 12. (casa dos pombos) Sejam n € N, n > 1, e A C N. Prove cada uma das afirmacoes a
seguir.

1. se |A| =n+1, entdo existem a € A e o’ € A, a # d/, tais que a — a’ é divisivel por n.

2. se |[A| =n+2, entdo existem a € A e a’ € A, a # d, tais que (a — a' é divisivel por 2n) ou
(a + o' é divisivel por 2n).

Observe que a — CLI é divisivel por n se e somente se a mod n = Cl/ mod n, e que a + Cl/ é divisivel
’
por n se e somente se (CL mod n) + (a’ mod TL) =n.

vV 13. (casa dos pombos) Mostre que, em todo grupo de n > 2 pessoas, hd duas pessoas com
0 mesmo numero de amigos no grupo. Considere que a relagao “ser amigo” é simétrica mas nao é
reflexiva.



