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Cada 4/ denota um nivel de dificuldade: / facil, v/y/ médio e /y/4/ dificil.

VvV 1. Considere a seguinte versao do Principio da Indu¢do Matemdtica:

Seja A C N tal que

1. keA e
2.sen>ke{0,1,2,...,n} CA entdion+1¢€ A.

Entao, A =N.

Usando essa versdo, mostre que se n € N — {0} é uma poténcia de 2 (n = 2%, para algum k € N),
e uma fungdo T : N — R ¢é tal que

T1) = 0
Tn) = Tn/2)+1, n>1,

entdo T'(n) = logn (logaritmo na base 2), para todo n poténcia de 2.

Vv 2. Para cada conjunto abaixo, dé um argumento para mostrar se o conjunto é finito ou
infinito.

1. A={n":neN}
2. B={n'":neN}.
3. AUB.

4. AnB.

Vv 3. SejamneNeAC{0,1,---,2n — 1}. Mostre que se |A| = n + 2, entdo existem a € A e
a € A, a+#d, tais que a+a’ = 2n.

VvV 4. Sejamn €N, n>1, e ACN. Prove cada uma das afirmagdes a seguir.
1. se |A| =n+1, entdo existem a € A e d’ € A, a # d/, tais que a — a’ é divisivel por n.

2. se |A] =n+ 2, entdo existem a € A e a’ € A, a # d, tais que (a — o’ é divisivel por 2n) ou
(a+ a' é divisivel por 2n).

Observe que a — a’ é divisivel por n se e somente se a mod n = a’ mod n, e que a + a’ é divisivel
)
por n se e somente se (a mod Tl) + (a’ mod n) =n.

v/ 5. Para todo conjunto A e R C A X A uma relagdo simétrica, considere a nota¢do aa’ para
o par nao-ordenado formado pelos elementos a € A e ' € A. Escrevemos aa’ € R para indicar
que (a,a’) € RA(a’,a) € R. Um grafo, denotado por G = (V, E), onde V é um conjunto e seus



elementos sao denominados vértices, e E C V x V é uma relagao simétrica cujos elementos sao
pares nao-ordenados chamados de arestas. O grafo G é conexo se, para todo par u e v de vértices,
existe uma sequéncia (v = v1,vq,...,v; = v) de vértices de G tal que v;v;41 € E, para todo
i€ {1,2,...,£ — 1}. Mostre, por inducao em |V|, que se G = (V, E) é um grafo conexo, entéo
VI <|El+1.

v/ 6. Mostre que o conjunto de nimeros fraciondrios é infinito enumeravel.

Vv 7. Mostre que, em todo grupo de n > 2 pessoas, hé duas pessoas com o mesmo nimero de
amigos no grupo. Considere que a relagao “ser amigo” é simétrica mas nao é reflexiva.



