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Resumo

Nesta tese, introduzimos o conceito de sequéncia convergente de permutagoes e provamos a exis-
téncia de um “objeto limite” para tais sequéncias. Introduzimos ainda um novo modelo de per-
mutacao aleatéria baseado em tais objetos e introduzimos um conceito novo de distancia entre per-
mutagoes. Provamos entao que sequéncias de permutacoes aleatérias s@o convergentes e provamos a
equivaléncia entre esta nocao de convergéncia e convergéncia nesta nova distancia. Obtemos ainda

resultados em quase-aleatoriedade e testabilidade para permutacoes.

Nos Capitulos 1 e 2, mostramos resultados de quase-aleatoriedade para permutagoes e estudamos
um Lema da Regularidade para permutacées, devido a J.Cooper. Provamos um refinamento ttil
deste resultado. No Capitulo 3, estudamos um resultado de Lovasz e Szegedy, onde é introduzido o
conceito de sequéncia convergente de grafos e prova-se a existéncia de um “objeto limite” para tais
sequéncias, que é uma fungao simétrica mensuravel W : [0,1]?> — [0, 1]. Eles definem ainda um novo

modelo de grafo aleatério, chamado grafo W-aleatério G(n, W).

No Capitulo 4, definimos um conceito novo de distancia entre permutacoes e introduzimos o
conceito de sequéncia convergente de permutacgoes. Provamos entao a existéncia de um objeto limi-
te natural para estas sequéncias, a saber, uma fun¢io mensurdvel Z : [0,1]?> — [0,1] que satisfaz
uma condicao de “massa”’ e cujas “linhas” sao funcoes de distribuicao acumulada. Definimos ainda
um modelo novo e bastante geral de permutacao aleatéria o(n,Z), que chamaremos permutacao
Z-aleatoria. Provamos que sequéncias de permutacoes Z-aleatdrias sao convergentes e seu limite é Z.
Provamos ainda um resultado sobre amostragem e uma caracterizacao para parametros testaveis de
permutacoes, fornecendo uma defini¢ao alternativa para a quase-aleatoriedade de Cooper. Finalmente

mostramos que sequéncias convergentes sao Cauchy nesta nova distancia.

Palavras-chave: Lema da regularidade, sequéncias convergentes, permutagao de inteiros, densidade

de subpermutacoes, objeto limite, quase-aleatoriedade, testabilidade, distancia entre permutacoes.
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Abstract

We introduce the concept of convergent sequence of permutations and we prove the existence of
a “limit object” for these sequences. We also introduce a new and more general model of random
permutation based on these “limit objects” and we introduce a new metric for permutations. We also
prove that sequences of random permutations are convergent and we prove the equivalence between
this notion of convergence and convergence in this new metric. We also show some applications in

quasirandomness and testability for permutations.

In Chapter 1, we present some motivation and we study quasirandomness results for permutations.
In Chapter 2, we study the Szemerédi’s regularity lemma and a recent version by J.Cooper about
permutations. We prove an useful generalization of the Cooper’s result. In Chapter 3, we study
a result of Lovasz and Szegedy about the existence of a “limit object” for convergent sequences of
dense graphs. Such ‘limit objects” consist of simetric measurable functions Z : [0,1]?> — [0, 1]. They

also define a new model of random graph, named W-random graph G(n, W).

In Chapter 4, we investigate the same phenomenon for sequences of permutations, defining a new
distance between permutations and the notion of convergent sequence of permutations. We also prove
the existence of a natural limit object for these sequences: a measurable function Z : [0,1]* — [0, 1]

“mass” condition and such that the “lines” are cumulative density functions. We also

satisfying a
define a new and more general random permutation model o(n, Z), named Z-random permutation.
We prove that sequences of Z-random permutations are convergent and Z is a natural limit for it.
We also prove a sampling result and a characterization for testable parameters of permutations, that
implies an alternative definition for Cooper’s quasirandomness for permutations. Finally, we show

that convergent sequences are Cauchy in this new metric.

Keywords: Regularity lemma, convergent sequences, permutations, density of subpermutations,

limit object, quasirandomness, testability, permutation metrics.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese, apresentamos alguns resultados e construcoes sobre permutacgoes, dentre os quais
inclui-se um modelo bastante geral para permutacoes aleatérias. Nossa motivacao principal foi o
trabalho de Lovasz e Szegedy que introduziu um modelo bastante geral de grafo aleatério, que

generaliza o modelo de Erdés e Rényi.

Erdds e Rényi, com seu artigo “On the Evolution of Random Graphs” [31] de 1960, pratica-
mente fundaram a teoria dos grafos aleatérios, apés Erdds descobrir a grande utilidade de métodos

probabilisticos para tratar problemas extremais em teoria dos grafos [28], [29], [30].

Basicamente, o método probabilistico é utilizado em Matematica Discreta para provar de maneira
nao-construtiva a existéncia de uma estrutura com determinadas propriedades. Para isso, define-se
um espaco de probabilidades apropriado para as estruturas e mostra-se que a propriedade desejada

ocorre com probabilidade positiva nesse espaco.

Considera-se frequentemente que o método probabilistico foi usado pela primeira vez por Szele, em
1943, para provar que existe um torneio com n jogadores e pelo menos n!2!~" caminhos hamiltonianos.
No entanto, Paul Erdés foi o primeiro a aplicar o método sucessivamente sobre varios tipos de

problemas, iniciando em 1947 com um limite inferior para o nimero diagonal de Ramsey: R(k, k) >
[25/2].

Seja m um inteiro positivo e 0 < p < 1. O grafo aleatério G(n,p) é um espago de probabilidades
sobre o conjunto dos grafos rotulados com n vértices, onde P(uv € G) = p, para todo par de vértices

u # v, independentemente.

Erdés e Rényi provaram diversos resultados, como o fato de que muitas propriedades ) de grafos
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surgem repentinamente. Ou seja, fixando a probabilidade p(n), em fungdo do nimero de vértices n,
quase todos os grafos G(n,p) possuem a propriedade @) ou quase todos nao possuem a propriedade
Q). A transicao entre a propriedade ser muito provdvel e ser muito improvavel é geralmente muito

réapida. Dizemos que r(n) é funcdo limiar de uma propriedade @ de grafos se

lim P(G(n,p) € Q) = 0 sep=p(n)étal que lim, o p(n)/r(n) =0

n—oo 1

se p = p(n) é tal que lim, . p(n)/r(n) = 0o

Em 1987, Bollobas e Thomason [12] provaram a existéncia de fungoes limiares para todas as
propriedades crescentes de grafos, como conectividade ou emergéncia de tridangulos. No entanto,
algumas dessas propriedades nao possuem limites “mais precisos”. Dizemos que uma propriedade

possui um limiar severo r(n) se, Ve > 0,

lim P(G(n,p) € Q) = 0 sep=p(n)<(l-¢e)r(n)
o | 1 sep=p(n)> (1+e)r(n).

Em 1999, Friedgut [33] obteve uma condigao necessaria e suficiente para a obtencdo de limiares
severos. Grosso modo, propriedades globais como conectividade possuem limiares severos e pro-

priedades locais como emergéncia de triangulos possuem limiares grosseiros.

Esses e outros resultados de grafos aleatdrios constituem uma vasta area em combinatoéria. No
entanto, para varios problemas reais, o modelo de grafo aleatério de Erdds e Rényi nao se mostra
adequado. Por exemplo, existe vasta literatura sobre modelos de grafos para a Internet, tanto para
a ligacao fisica entre os computadores, como para o grafo das paginas e seus links [11]. Esses grafos
geralmente sdo similares a véarios grafos conhecidos, como redes de relagoes sociais, co-publicacdes,
disseminacao de doengas, provedores de servicos de Internet (autonomous systems). Esses modelos
de grafos geram redes por processos aleatdrios, mas possuem propriedades bastante diferentes do
grafo aleatério de Erdds e Rényi. Esses grafos tendem a ser aglomerados (“clustered graphs”), as
vizinhancas dos vértices sao mais densas que a densidade média de arestas, etc... [10]. Para maiores

detalhes, ver o rigoroso artigo [11] de Bollobas e Riordan.

Nesses casos reais, os grafos geralmente crescem com o tempo. E o caso das paginas na Internet e
suas ligacoes. Por isso, tem crescido em varias dreas do conhecimento, como matematica, ciéncia da

computagao e fisica, o interesse no estudo de propriedades de grafos muito grandes ou propriedades



de sequéncias de grafos que crescem indefinidamente.

Em 2004, Lovész e Szegedy [46] seguiram os trabalhos de [15] e introduziram a nogao de con-
vergéncia para sequéncias de grafos densos, baseada em densidade de homomorfismos, que serd
definida no Capitulo 3. Grosso modo, uma sequéncia (G,) é convergente se, para todo grafo fixo F,

a densidade de homomorfismos t(F,G,) de F em G,, converge (existe o limite para n — 00).

Eles provaram que existe um “objeto limite” natural para tais sequéncias, a saber, uma funcao
mensuravel simétrica W : [0,1]> — [0,1], chamada graphon. Prova-se ainda que todo graphon
é o objeto limite de alguma sequéncia de grafos. Esse objeto limite é nao-trivial e significativo
conceitualmente, sendo possivel obter o limite de muitos invariantes dos grafos da sequéncia a partir

do objeto limite.

Além disso, Lovasz e Szegedy introduziram um novo modelo de grafo aleatério, chamado grafo
“W-aleatério” G(n, W), baseado em graphons W. Grafos aleatérios G(n, p) de Erdds e Rényi podem
ser modelados por grafos W-aleatérios, bastando ter W (x,y) = p para todo 0 < x,y < 1.

Lovéasz e Szegedy mostram ainda que todo modelo de grafo aleatério que satisfaz certas condigoes
razoaveis pode ser modelado como um grafo W-aleatério G(n, W) para algum graphon W apropriado.

Esses conceitos serao detalhados no Capitulo 3.

Objetos limites de sequéncias de grafos ja haviam sido construidos para grafos com grau limitado,
por Benjamini e Schramm [7]. Objetos limites ja apresentaram avangos em algumas dreas de pesquisa,
como testabilidade e quase-aleatoriedade. Resultados importantes dessas areas ja foram obtidos com

a ajuda de graphons.

Sobre testabilidade, Goldreich, Goldwasser e Ron [35] introduziram este conceito e provaram
alguns resultados fundamentais. Testabilidade em grafos consiste basicamente em estimar um in-
variante (como o numero cromédtico) ou decidir se possui certa propriedade (como ser 3-colorivel),
observando-se apenas um subgrafo pequeno tomado como amostra. Nem todos os invariantes ou

propriedades de grafos podem ser estimados assim. Os que podem sao chamados de “testéveis”.

Formalmente, dizemos que uma propriedade P ¢ testdvel se existe outra propriedade P’ tal que,
para todo € > 0, existe k que satisfaz o seguinte. Seja G um grafo qualquer com n vértices e Gy,
um subgrafo induzido aleatdrio com k vértices, k < n. Se G satisfaz P, entao G}, satisfaz P’ com
probabilidade 1 —¢. Se G nao satisfaz P mesmo adicionando ou removendo en? arestas, entdo G nao

satisfaz P’ com probabilidade 1 —e. Nao hd interesse quando G nao satisfaz P mas poderd satisfazer
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com poucas alteragoes.

Varias propriedades ja foram provadas testéveis, como k-colorabilidade [35], existéncia de uma
clique de tamanho pn [35] e ser livre de H [1]. Em 2005, Alon e Shapira [3] provaram que toda
propriedade hereditaria é testavel. Em 2006, Alon, Fischer, Newman e Shapira [2] obtiveram uma
caracterizacao para propriedades testaveis, a saber: uma propriedade é testavel se e sé se pode ser
“reduzida” grosso modo a um numero finito de instancias do lema da regularidade de Szemerédi.
Lovész e Szegedy [47] obtiveram uma prova alternativa do resultado de Alon e Shapira [3] (pro-
priedades hereditarias sao testdveis), e muito mais curta, usando graphons e sequéncias convergentes

de grafos.

Graphons também sao particularmente titeis em quase-aleatoriedade. A Segao 1.1 explicita quase-
aleatoriedade com maiores detalhes. Em [13] e [14], Borgs et al. generalizam a teoria dos grafos
quase-aleatoérios usando graphons e a teoria das sequéncias convergentes de grafos densos. Além
disso, em 2008, Lovész e Sés [45] definem um modelo mais geral de grafo quase-aleatério, a saber,
grafos H-quase-aleatdrios, onde H é um grafo com pesos nos vértices e arestas (inclusive lacos), que
chamaremos de grafo ponderado. Esta defini¢ao é motivada pelos resultados de graphons, ja que todo
H tem associado um graphon e, por isso, H pode ser modelo de uma sequéncia convergente de grafos
(os grafos H-quase-aleatérios). Eles provam que varias propriedades de grafos H-quase-aleatdrios

sao equivalentes. Essas propriedades estao relacionadas a similaridade estrutural com H.

O sucesso das aplicagoes baseadas em graphons motiva o estudo de objetos limites para sequéncias
de outros tipos de estruturas. Em 2003, J. Cooper [21] obtém resultados de quase-aleatoriedade para
permutacoes de inteiros, semelhantes aos de Chung e Graham, que serao explicitados na préxima
secdo. Em 2006, J. Cooper [22] obtém ainda uma versdo para permutagdes do famoso lema da

regularidade de Szemerédi.

Motivados por esses resultados, introduzimos o conceito de sequéncia convergente de permutagoes.
Introduzimos ainda uma nova nocao de distancia entre permutacoes. Provamos entao a existéncia
de objetos limites para sequéncias convergentes de permutacoes, a saber, fun¢ées mensurdveis Z :
[0,1]2 — [0, 1], satisfazendo uma condicdo de “massa” e tais que as colunas sio funcdes de distribuicao

acumulada. Tais func¢oes serao chamadas “permutacoes limite”.

Introduzimos ainda um modelo novo e bastante geral de permutacdo aleatéria o(n,Z), que
chamaremos permutacao Z-aleatéria, que generaliza o modelo comum de permutacdo aleatoria.

Provamos entao que sequéncias de permutagoes Z-aleatérias sao convergentes e seu limite é Z. Em
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outras palavras, todo objeto Z é o limite de alguma sequéncia convergente de permutacoes.

Introduzimos ainda um conceito novo de distancia entre permutacoes, que chamaremos distancia
retangular. Provamos entao a equivaléncia entre este conceito de convergéncia e convergéncia na

distancia retangular. Ou seja, sequéncias convergentes sao Cauchy na distancia retangular.

Provamos ainda uma caracterizacao para testabilidade em permutagoes, a saber, um parametro
f(o) de permutagoes é testdvel se e s6 se (f(oy,)) converge para toda sequéncia convergente (o)
de permutagoes. No caso de graphons, existe em [13] um resultado semelhante, que é aplicado por

exemplo em [47].

Provamos ainda no Corolario 66 uma definicdo alternativa e mais clara das permutagoes quase-

aleatérias de Cooper, apresentadas na proxima secao.
1.1 Quase-Aleatoriedade

O conceito de grafo aleatério, bem como o préoprio método probabilistico, é usado principalmente
para determinar a existéncia de estruturas combinatoérias com determinadas propriedades. Frequente-

mente uma prova de existéncia nao é o suficiente, sendo necessaria uma construgao explicita.

Para isso, em geral, determina-se um conjunto de propriedades importantes dessas estruturas
aleatérias. Estruturas que satisfazem tais propriedades sdo chamadas quase-aleatdrias. Nao sao
aleatérias, mas se comportam como se fossem, pois contém as principais propriedades aleatdrias.
Com essas propriedades, torna-se relativamente facil construir estruturas quase-aleatérias, que de

certa forma imitarao as estruturas aleatdrias (basta forgar que tais propriedades sejam satisfeitas).

O conceito de quase-aleatoriedade para grafos surgiu essencialmente com o artigo [20] de Chung,
Graham e Wilson em 1989. Eles definiram grafos quase-aleatdrios como sendo grafos que satis-
fazem certas propriedades, geralmente satisfeitas por grafos aleatérios G(n, %) Em outras palavras,
sequéncias de grafos quase-aleatérios sao deterministicas, mas possuem varias propriedades de grafos
verdadeiramente aleatérios, no sentido de Erdés e Rényi. Um exemplo sdo os grafos de Paley (grafo

dos residuos quadréticos) comparados a grafos aleatérios G(n, 1/2).

O principal e surpreendente resultado de Chung, Graham e Wilson [20] foi provar a equivaléncia
das propriedades quase-aleatdrias de grafos. Ou seja, se um grafo tem uma dessas propriedades,

entao também possui as demais.

Uma dessas propriedades diz que, para todo grafo fixo, o nimero de copias rotuladas é assintoti-
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camente o mesmo em sequéncias de grafos quase-aleatérios. Abaixo, listamos algumas propriedades
para um grafo quase-aleatério G, onde I'(u) é a vizinhanca de um vértice v em G e H é um grafo
qualquer.

1. O nimero de arestas de G é (1 + o(1))n?/4 e o niimero de Cy em G é (1 + o(1))(n/2)%.

2. Para todo H com s > 4 vértices, o numero de cépias rotuladas de H em G é (1 + 0(1))n32_(§).

3. Paratodo S C V(G), o ntimero de arestas de G com ambas as extremidades em S é |S|>40(n?).

- Duwev(e [IF(w) NT )] = n/4] = o(n?).

W

Posteriormente, essas propriedades foram estendidas para o caso geral G(n, p). Desde entao outros
resultados de quase-aleatoriedade surgiram, como para hipergrafos ( [17], [18], [40]), subconjuntos de

Zy, [19] e permutacoes de inteiros [21].

Em 1992, Chung e Graham [19] estenderam os resultados de quase-aleatoriedade para subconjun-
tos de Z,,. Eles descreveram uma classe de propriedades quase-aleatérias para subconjuntos de Z,,
fornecendo ainda construgoes explicitas de subconjuntos que satisfazem essas propriedades. Assim

como nos grafos, eles provaram que essas propriedades s@o equivalentes entre si.

Para S C Z,, designamos sua fungao indicadora pelo mesmo termo, ou seja, S(z) =1, se x € S,
e S(x) = 0, caso contrario. A translacao de S por x é o conjunto S+ z = {s + z|s € S}. Observe
que a soma de elementos de Z,, é sempre feita médulo n. O grafo Chung-Graham de S, denotado

por CG,(S), tem Z, como conjunto de vértices e z,y € Z, formam uma aresta se e s6 se z+y € S.

Abaixo, enumeramos as propriedades descritas em [19] para um subconjunto quase-aleatério
S C Zyp, onde s = |S| e t = |T|. Para a notagao assintética, consideramos que estamos trabalhando
com uma sequéncia n; — oo e uma sequéncia infinita de conjuntos S; C Z,, e dizemos “para quase

todo x € Z,” quando nos referimos a todo x € Z,, exceto o(n) elementos.

1. (WT) — Weak translation. Para quase todo x € Zy,,

1SN (S +z)| =s*/n+o(n).
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. (ST) — Strong translation. Para todo T' C Z,, e quase todo = € Zy,

1SN (T + z)| = st/n+ o(n).

. (P(k)) — k-pattern. Para todo k fixo e quase todos u1,...,ux € Zy,

k
Z H S(z +uj) = s*/nF + o(n).

€Ly j=1

O produtério interno é 1, se todos = + u; € S, e 0, caso contrario.

. (R(k)) — k-representation. Para todo k fixo e para quase todo x € Z,,

k
S TS0 =s/n+ o).

uy -up =z j=1

O produtdrio interno é 1, se todos u; € S, e 0, caso contrario.

. (EXP) — Ezponential sum. Seja i = v/—1. Para todo j # 0 em Z,,

S S(a)exp (2?3;) — o(n).

:BEZn

Significa que esses vetores de raio 1 devem praticamente se anular, ou seja, os elementos devem

estar bem “espalhados”.

(GRAPH) — Quasi-random graph. O grafo CG,(S) é quase-aleatério.

. (C(2t)) — 2t-cycle em CGy(S).

Z S(x1 4 22)S(xo + x3) - - - S(wor—1 + T2t)S (T2t + 1) = s2 4+ o(th).

L1y--+y T2t

. (DENSITY) — Relative Density. Para todo T' C Z,,

Y T(@)T(y)S(x +y) = st®/n+ o(n?).
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O somando representa que a soma de cada par de elementos de T pertence a S.

Em 2003, Cooper [21] definiu quase-aleatoriedade para permutacoes de inteiros, e também mostrou
que as propriedades quase-aleatorias sao equivalentes entre si. Para isso, Cooper enfraqueceu a
nogao de Chung-Graham de conjunto quase-aleatério de inteiros, usando conceitos de discrepancia

de sequéncias de nimeros reais [54], que ele chamara conjuntos e-balanceados.
Formalmente, dados subconjuntos S,T C Z,, definimos a discrepancia de S em T" como

S||T
Dr(S) = |SmT\—L|L|.

A discrepancia maxima de S é definida como

D(S) = Dr(S
(8) = max Dr(S).

onde I[n] denota o conjunto de todos os intervalos de [n].

Dizemos entao que um subconjunto S C Z, é e-balanceado se D(S) < en. E possivel comparar e
observar uma relacao entre quase-aleatoriedade de Chung e Graham para conjuntos de Z,, e conjuntos

e-balanceados de Cooper.

Todo conjunto quase-aleatério de Z,, é o(1)-balanceado. Isso porque a propriedade (ST) (“Strong
Translation”) de Chung-Graham implica que, Ve > 0, Dr,(S) < €, para algum z tal que |z| < en.
Como |TA(T + x)| < 2en, entdao Dr(S) < 3en.

No entanto, e-balanceamento é estritamente mais fraco que quase-aleatoriedade. Por exemplo,
o conjunto S = {2z]|0 < x < n — 1} C Zy, é e-balanceado, para todo ¢ > 0 e n suficientemente
grande. No entanto, S nao é quase-aleatério, pois viola a propriedade (WT) (“Weak Translation”),
visto que SN (S + z) é vazio em muitos casos. Ou seja, S é um conjunto o(1)-balanceado, mas nao

é quase-aleatorio.

Com essas definigoes, Cooper apresenta propriedades equivalentes para conjuntos S C Zj, o(1)-

balanceados, a saber:

1. (B) — Balance. D(S) = o(n)

2. (PB) — Piecewise Balance. Dp(S) = o(n-¢(T)), para todo subconjunto T' C Z,, onde ¢(T")
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¢ o numero de intervalos maximais de 7.

3. (MB) — Multiple Balance. D(kS) = o(|kn), para todo k € Z,, k # 0, onde kS é o

multiconjunto {ks|s € S} e |k| é a representagao de k no intervalo (—n/2,n/2].
4. (E(L)) — Bingenvalue Bound 1. S(k) = Y owe, S(x)e=2mhe/n = o(|k|V/?n), Vk € Z,\{0}.
5. (BE()) — Eingenvalue Bound o. S(k) = > ez, S(x)e=2mke/n = o(|k|*n), Vk € Z,\{0}.

6. (8) — Sum. Yyen o (IBRI/IK) = o(n?).

7. (T) — Translation. Para todo intervalo T' € I[n],

3 (|Sﬂ(T+k)]|SLL‘T|>2 = o(n?).

k€Zn

Tais propriedades sdo estendidas por Cooper para permutagoes de inteiros. A definigdo central
de Cooper é a de que “permutacao quase-aleatéria” é aquela que leva cada intervalo em conjuntos
altamente balanceados.

Formalmente, definimos a discrepancia de uma permutacao o : Z,, — Z, como

D

—

o) = max D(o(S)) = max ||lo(S)NT|—

_ Eiliy
Selln] S, Teln] n |

Cooper define entao que uma sequéncia de permutacoes (o) é quase-aleatéria se D(o;) = o(n).
Ou seja, se para todo S € Zy,, 0j(S) é o(1)-balanceado. Isso relaciona permutacoes quase-aleatérias

com as sete propriedades acima.

Cooper obtém ainda mais trés propriedades equivalentes de sequéncias de permutagoes quase-
aleatérias. Dizemos que o nimero de ocorréncias do padrao 7 : Zy,, — Zy, em 0 : Ly — Ly € O
nimero de m-uplas {x; < 22 < -+ < Ty, } C Zy, tais que o(z;) < o(x;) se e s6 se 7(i) < 7(j).

1. (UB) — Uniform Balance. D(o) = o(n). Ou seja, o é quase-aleatéria.

2. (SP) — Separability. Para todos intervalos I, J, K, K' C Zy,

> @) - Y @) = o)

zeKNo~1(K') (z,y)EK XK'
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Observe que K No Y(K') ={z € K : 0(z) € K'}

3. (mS) — m-Subsequences. Para toda permutagao 7 : Z,, — Z, e intervalos S,T € 7Z, com

|S],|T| > n/2, temos que |o(S) NT| > n/4+ o(n) e o numero de ocorréncias do padrao 7 em

o(S)NT é ! (| ) T|>
— (" mﬂ + o(n™)

m!

4. (2S) — 2-Subsequences. Para todos os intervalos S,T € Z, com |S|,|T| > n/2, temos que
lo(S)NT| > n/4+ o(n) e a diferenca entre o ntimero de ocorréncias do padrao “01” e do

padrao “10” é o(n?).

No Corolério 66, nés fornecemos uma definicao alternativa para permutacoes quase-aleatérias de
Cooper, semelhante a de grafos. Resumindo, este corolario afirma que uma sequéncia de permutacoes
é quase-aleatéria se e s6 se a densidade de ocorréncias de um padrao 7 : Z,, — Z,, converge para

1/m! para todo 7. As defini¢oes necessérias se encontram no Capitulo 4.

Baseado nesses resultados de Cooper, daremos nesse trabalho uma nova definicao de distancia
entre permutacoes, que serd usada no Capitulo 4. Adiantando, definiremos a distancia retangular

entre permutacoes o, 0’ : Z, — Z, como sendo

1
do(o,0’) = - s%l?ffn] lo(S)NT| —|o'(S)NT||.

Com isso, para ilustrar, dadas duas sequéncias de permutacoes quase-aleatérias (o) e (o), temos
que do(o,0’) = o(1). Como j& mencionado, para a notagao assintética consideramos que estamos

trabalhando com uma sequéncia n; — oo e sequéncias infinitas de permutacoes o, 0 C Zp,.

Introduziremos ainda o conceito de sequéncia convergente de permutagoes, baseado em densidade
de subpermutacoes, as quais também serao Cauchy nesta distancia. Provaremos também a existéncia
para tais sequéncias de um “objeto limite” semelhante aos graphons, a saber, fungoes mensuraveis
Z :[0,1]2 — [0,1] cujas “linhas” formam fungoes de distribuicio acumulada e satisfaz uma restricio
de “massa”’. Definiremos ainda um modelo bastante geral de permutagao aleatéria o(n,Z), que
contempla as permutacdes aleatérias comuns (basta tomar Z, : [0,1]? — [0, 1] tal que Z,(z,y) = v,
para todo 0 < z,y < 1).

A principal ferramenta usada nestas provas é o Lema da Regularidade de Szemerédi em sua
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versao para permutagoes de inteiros, proposta por Cooper [22]. O Lema da Regularidade surgiu em

um contexto interessante. Seja S um conjunto de inteiros e P uma propriedade.

Definigao 1 (partigdo mantém a propriedade). Escrevemos S — (P), se toda coloragao dos elemen-

tos de S com r cores gera um subconjunto monocromdatico que satisfaz a propriedade P.

Definicao 2 (densidade mantém a propriedade). Escrevemos S —, P se todo subconjunto U C S,

com |U| > n|S|, satisfaz a propriedade P.

Seja PAjy a propriedade de conter uma progressao aritmética com k elementos. Em 1936, Erdos

e Turan conjecturaram uma versao de densidade do Teorema de van der Waerden abaixo.

Teorema 3 (van der Waerden [57], 1927). Vk,r > 0, 3ng, tal que, se n > ny,

[n] — (PAg),

Esta conjectura foi provada somente em 1975, por E.Szemerédi [55].

Teorema 4 (Szemerédi [55], 1975). Vn > 0,k > 0, Ing, tal que, se n > ny,

[n] =y PA

Um lema auxiliar da prova deste teorema, conhecido atualmente como o lema da regularidade de
Szemerédi, veio a se tornar uma das ferramentas mais usadas para atacar problemas em combinatoria

extremal.

Grosso modo, o lema da regularidade estabelece que todo grafo pode ser decomposto em um
namero limitado de grafos bipartidos quase-aleatérios, com relacao a distribuicao das arestas. Esta
distribuigdo possui um fator de erro quadratico no nimero de vértices do grafo, mas com uma
constante multiplicativa arbitrariamente pequena. Com isso, é possivel lidar com a distribuicao das
arestas do grafo original, desde que ele possua um numero quadratico de arestas. Obtemos assim
uma boa representacao do grafo original a partir de um grafo reduzido ponderado, onde os pesos sao

as densidades entre as partes.

Associado ao lema da regularidade, existe um fato conhecido como “lema da contagem”, muito
usado em aplicagoes, que permite estimar o nimero de certos subgrafos pequenos no grafo regulari-

zado. As defini¢oes explicitas serdo fornecidas em um capitulo & parte, visto que sdo necessarias
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vérias defini¢oes preliminares.

Em 1993, Kohayakawa e Rodl [38], [39] provaram independentemente uma versao esparsa do lema
da regularidade, ou seja, para os casos em que o nimero de arestas é subquadratico no nimero de
vértices. Recentemente foram provadas variantes do lema da regularidade para hipergrafos. Em
2002, Frankl and Ro6dl [32] provaram uma versao para 3-grafos (hipergrafos 3-uniformes), onde a
decomposicao é feita sobre grafos tripartidos quase-aleatorios. O particionamento é feito sobre o
conjunto de vértices e sobre o conjunto de pares de vértices do 3-grafo. Em 2004, Rodl e Skokan [50]
generalizaram o lema da regularidade para k-grafos, obtendo ainda o lema da contagem associado.

O particionamento é feito sobre todas as j-uplas do k-grafo, Vj < k.

Em 2006, J.Cooper [22] provou uma versao do lema da regularidade para permutacoes de inteiros
0 : Lpn — Zn, que serd usado neste trabalho. Os particionamentos sao realizados em intervalos de
inteiros e a demonstracao segue bem de perto a de Szemerédi. Cooper obtém ainda um lema da
contagem para subpermutagoes e varios resultados intermedidrios interessantes, como uma caracte-

rizagao de permutacoes quase-aleatorias.

O lema da regularidade de Cooper particiona os inteiros em intervalos com exatamente o mesmo
tamanho. Esses intervalos podem, no entanto, ser separados por pequenos intervalos indesejados,
cuja unido forma um conjunto excepcional pequeno limitado em tamanho por en. A prova de Lovéasz

e Szegedy realiza sucessivos refinamentos, o que nao é possivel nesta versao de Cooper.

Para isso, nés provamos nesse trabalho uma versao do lema de regularidade de Cooper sem a
necessidade de conjunto excepcional. No caso de grafos, tal prova é bastante simples, pois podemos
remanejar a vontade os vértices do conjunto excepcional para os conjuntos da particdo. Mas, no
caso de permutagoes, o particionamento é feito em intervalos, o que dificulta bastante a prova e
aumenta sua complexidade. Nossa versao sem conjunto excepcional é utilizada na obtencao do objeto
limite para sequéncias convergentes de permutacoes, devido ao fato de podermos sempre refinar os

particionamentos e com isso seguir a demonstragao de Lovasz e Szegedy.



Capitulo 2

Lema da Regularidade

2.1 Grafos

Usaremos nessa tese a notacdo X = Y =+ ¢ para denotar |[X — Y| < e. Seja G = (V,F) um
grafo e A, B C V subconjuntos disjuntos de V. Definimos a densidade dg(A, B) do par (A4, B), ou

simplesmente d(A, B) quando G estiver subentendido, por:

ec(A, B)

onde eg(A, B) é o nimero de arestas com uma extremidade em A e a outra em B.

Dizemos que o par (A, B) é e-regular em G se para todos A’ C A, B’ C B tais que |A'| > ¢|A4|,
|B'| > ¢|B|, temos que
dg(A',B"Y =dg(A,B) £ ¢

Na verdade, a regularidade pode ser verificada apenas para subconjuntos A” e B” de tamanho

igual a a = [¢|A|] e b= [¢|B|], ja que

/ AN 1 " 1"
a b /) A'CA A" |=a
Blch/7|B//‘:b

O lema da regularidade de Szemerédi é uma poderosa ferramenta na teoria dos grafos extremais.

Uma das suas consequéncias mais importantes é que, em circunstancias apropriadas, ele pode ser

13
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usado para mostrar que um dado grafo possui um subgrafo fixo. Essa observagao segue direta e

facilmente do resultado abaixo, conhecido por Lema da Contagem para grafos.

Lema 5 (Lema da Contagem). Se G = Uj<i<j<xG" é um grafo k-partido com V(G) = V4 U---UVj,
com |Vi| = --- = |Vi| = n, onde todos G sao e-regulares com densidade d, entdo o niimero de
k-cliques K, em G é:

d@n(1+ f(e))

onde f(e) — 0 quando ¢ — 0. Ademais, se € < d, entao |f(e)| < 1, para n suficientemente grande.

O Lema da Regularidade de Szemerédi, 1978, é o seguinte resultado:

Teorema 6 (Lema da Regularidade). Ve, ty, 3o, no, Se G é um grafo com |V (G)| = n > ng, entao
existe uma particao de V(G) = Vo U Vi U--- UV, tal que:

o tp<t<Ty
o [Vh] <en
o Vil=- =V

e Com excecdo de no méaximo £t2, todos os pares (V;, Vj) sao e-regulares.
Como consequéncia direta, temos uma variante nas arestas, substituindo a ltima linha por:
e Com excecdo de no maximo en?, todas as arestas pertencem a pares (V;, Vj) e-regulares.

O conjunto Vy serd chamado excepcional e sua existéncia é puramente técnica: para tornar
possivel que todos os outros conjuntos tenham exatamente a mesma cardinalidade. Se essa condicao

|Vi| = |V;] for “relaxada” para ||V;| — |V;|| < 1, podemos considerar V = ().

A variavel ty exerce uma fungao importante limitando o nimero minimo de partes. Ela faz com
que as classes V; possam ser suficientemente pequenas de modo que o nimero de arestas dentro dessas
classes seja proporcionalmente desprezivel. De fato, como t > tg, escolhendo um ¢y suficientemente

grande, o nimero de arestas internas é no maximo t(”Q/t) ~ (5)/t < (5)/to-

Além disso, a varidvel Tj garante que o ntumero de partes seja limitado (¢ < Tp), pois, caso

contrario, a particao poderia ser feita em n classes de tamanho 1, que seriam regulares trivialmente.
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O fato de Ty néo depender de n é crucial para o lema, ou seja, é possivel ter n > Ty (é quase sempre

o caso das aplicagoes).

Observe ainda que, como o erro no numero de pares de conjuntos e-regulares (ou no nimero
de arestas na outra variante) é de ordem quadratica, um grafo que tenha nimero de arestas sub-
quadrético, ou seja, o(n?), satisfaz o lema trivialmente, pois todas as suas arestas poderiam ser
colocadas nos casos ruins, obtendo grafos vazios. Assim, o lema da regularidade é 1til apenas para

grafos densos.

Em [56], Szemerédi se questiona se os pares irregulares, previstos pelo lema, existiam de fato. Um
exemplo simples dessa existéncia, mostrado em [1], é o grafo bipartido com classes A = {a1,...,an}

e B={by,...,b,}, onde a;b; é uma aresta se e sé se i < j.

Na prova do lema da regularidade, uma funcao chamada indez é definida para cada partigao de
V(G) a fim de “medir” quao regular sao os pares dessa partigdo. Seja P uma particao de V(G) em

Vo,...,V; e seja

index(P) = 2 Z Z d*(V;, V)

Observe que index(P) < 1/2. A idéia principal é que se a partigdo P viola as condigoes do lema
da regularidade, ela pode ser refinada para uma particdo @) com index(Q) significativamente maior,

segundo o lema abaixo:

Lema 7. Sejae > 0 e G = (V,E) um grafo com n vértices. Seja P uma partigao de V em t + 1
conjuntos Vp, ..., V; com |Vo| < en e |Vi| = --- = |V;|. Se mais de t? pares desses conjuntos nao
sdo e-regulares, entdo existe um refinamento Q de P em 1 + t4' conjuntos tal que index(Q) >

index(P) + &°/20 e o conjunto excepcional Vi aumenta de no mdximo n/4t.

Segundo esse lema, aplicando k refinamentos sucessivos, obtemos uma particao Py tal que

. , ked
> index(Py,) > index(P) + 50

NN

Portanto, k < 106> e podemos obter uma particdo satisfazendo as condicoes do lema da regu-

laridade em menos de 10~ passos.
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2.2 Permutacoes de inteiros

Em 2004, Cooper [22] provou um lema da regularidade para permutagoes, que usaremos nesse
trabalho. Dada uma permutacdo o : Z, — Zy, seja G, o grafo bipartido com partes (A, B),

A = B = [n], onde (a,b) é uma aresta se e s6 se o(a) < b. A Figura 2.1 abaixo mostra um exemplo

do grafo G, para a permutacao o : Zg — Zg
123 45 6 7 8
8 6 275 3 1 4)

que a partir de agora denotaremos simplesmente por o = (8,6,2,7,5,3,1,4).

LA

U:[E ﬁ:-z:-?: :-3:-1:-4}

-]
(o]
L
L=
[F. ]
(=,
|
[+ o]

6 7 8

LA

1 2 3 4

Figura 2.1: Grafo da permutacao 8,6,2,7,5,3,1,4

Dados conjuntos S, T C Zy, seja ds(S,T) = e,(S,T)/|S||T|, onde
ex(S,T) = [{(s,t) € S x T :0(s) < t}|.

Quando nao houver motivo para confusao, escreveremos simplesmente e(S,7T) e d(S,T).

Dados intervalos Cs, Cy C Z,,, dizemos que o par (Cs, C;) é e-regular se, para todos os intervalos
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I; CCse Iy CCy, com || > e|Cs| e |It| > €|Cy|, temos d(Is, I;) = d(Cs,Cy) €.

Uma k-particao P = (C’i)f’zo de o : Z,, — Z,, é constituida por intervalos C; de Z,,, para 1 < i < k.
Note que Cj nao é necessariamente um intervalo.

Dizemos que P é equilibrada se |C;| = |Cj|, V1 < i,j < k. Dizemos que P é e-regular se para
todo, exceto no maximo ek? pares (s,t), (Cs, C¢) é e-regular.
Teorema 8 (Lema da Regularidade para Permutacoes [22]). Ve, m,3 ng, M tais que, se n > ny, toda

permutacao o : Z, — Z, possui uma k-particao equilibrada P = (C’i)fzo e-regular comm < k < M.

O Teorema 8 é uma regularizagdo de G, em intervalos. Como exemplo, a Figura 2.2 mostra o

grafo reduzido do grafo da Figura 2.1, com um particionamento bastante simples.

Figura 2.2: Grafo reduzido da permutagao 8,6,2,7,5,3,1,4

Em [22], Cooper prova um corolédrio que considera mais aplicavel na pratica. De fato, a regulari-
zagao acima é feita sobre um grafo construido sobre a permutagao, o que pode dificultar a intuigao

de que o objeto regularizado é mesmo uma permutacao.

Para enunciar o coroldrio, dizemos que duas fungoes f, g : [0,1] — [0, 1] s@o e-préximas se, para
todo a € [0,1], g(a —¢) —e < f(a) < g(a+¢€) + ¢, onde se convenciona que f(a) = g(o) = 0 para
a<0e f(a)=g(a) =1 para a > 1.

Dado um conjunto S C Z,, e a € [0, 1], seja

a(S)N[0,an)

L(S,a) = 5]
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Seja F = (F;)¥_, uma colegdo de funges. Dizemos que uma k-particio equilibrada P = (C;)F_,
de o : Zy, — Zy é (g, F)-uniforme se, para todo s € [k]| e para todo Iy C Cs com |I5| > €|Cs|, entao
L(Is,-) é e-proxima de Fi.

No teorema abaixo, Cooper consegue representar permutacoes por meio de uma colecao de interva-
bl = b1
los, cada qual tendo associada uma funcao de distribui¢ao acumulada (fda) que estima razoavelmente,

inclusive para pequenos subintervalos, a distribuicao da permutacao no intervalo.

Teorema 9 (Regularidade com fdas para Permutacoes [22]). Ve, m,3 ng, M tais que, se n > ny,
toda permutacdo o : Z, — Z, possui uma k-particdo equilibrada P = (C;)*_, (g, F)-uniforme com
m < k < M, onde F é uma colegao de k fung¢ées nao-decrescentes C* fs:[0,1] — [0,1]. O mesmo

também funciona para F = (L(C;,-))k_;.

Para definicao formal de fda e alguns resultados béasicos, veja a Secao A.1. Uma observacao
importante é que cada fda tem associada uma medida de Lebesgue-Stieltjes. Dadas k fdas, temos k
medidas de Lebesgue-Stieltjes e podemos obter o produto dessas medidas, possibilitando a integracao

sobre elas. Para maiores detalhes, veja as equagdes (A.4) e (A.5) e os Lemas 77 e 78 da Segao A.1.

Cooper [22] usa essa integragao e obtém um Lema da Contagem para estimar o nimero de
subpermutagoes baseado neste segundo lema da regularidade. Seja [k]7* o conjunto dos pontos x =
(T1,...,2m) de [k]™ tais que z1 < -+ < zp,. Seja [0,1]7" o conjunto dos pontos o = (..., qy,) de
[0,1]™ tais que a1 < -+ < apy.

Dados 7 : Zy, — Zy, € 0 : Ly — 7y, definimos o niimero de ocorréncias do padrdo 7 em o como
o nimero de m-uplas {z1 < z2 < -+ < T, } C Zj, tais que o(z;) < o(x;) se e s6 se 7(i) < 7(j).
Lema 10 (Lema da Contagem de Cooper [22]). Seja o : Z,, — Z,, uma permutacao com parti¢ao
P = (C)F_, (¢, F)-uniforme, onde F = (F;)¥_, é uma sequéncia de fungdes. Seja 7 : Zy, — Ly, uma

permutacao com m < n. Se as funcoes em F sao C*°, entao

(20eY/2m? + 4/k)n™
T,0) = |C1|™ / dFy, (o “dFy, (Qrmy) £
A(r,0) = |C1] xe%m ol ) (@r(m)) (m—1)!

Se F; = L(C;, ) para todo i € [m], entao

m 4en
A(ro) = i S / () -+~ dFay (Crgmy) £ 2
welk]m
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Para a aplicagdo desse lema da regularidade sobre permutagoes (Teorema 8) para a obtencao de
um objeto limite em uma prova similar a de Lovasz e Szegedy, é necessario que nao exista o conjunto
excepcional Cy. Isso porque serao feitas vérias regularizacoes com valores de ¢ cada vez menores, e

os particionamentos obtidos em determinado passo deverao ser refinamentos dos anteriores.

No entanto, a eliminacao do conjunto excepcional para permutacoes nao é tao trivial como para
grafos. No caso de grafos, podemos distribuir & vontade os vértices do conjunto excepcional entre os
conjuntos da particdo. No caso de permutagoes, isso nao é possivel, pois o particionamento é feito

em intervalos, ou seja, a ordem importa.

Uma idéia seria transladar os intervalos, tapando os buracos do conjunto excepcional. No entanto,
isso também nao funciona, pois pares e-regulares podem deixar de sé-lo. Observe que, para k > 1/e,

temos n/k < en.

Resta-nos uma prova mais complexa que segue, com poucas mas substanciais modificagoes, a

demonstracao de Cooper [22] (que também segue quase identicamente a prova do lema da regularidade
em [26]).

Gostarfamos de agradecer a Cristiane Maria Sato pelas discussoes e pela correcao de alguns pontos

dessa prova. As Definigoes 11 e 13 abaixo relaxam a nocao de particao equilibrada.

Definicao 11. Uma k-particao P = (C’i)le de o : Ly, — Z é constituida por intervalos C; de Z,,
para 1 < i < k. Dizemos que P é equilibrada se ‘]C’l| - |Cj|‘ <1, V1l <i,j <k. Dizemos que P é

e-regular se para todo, exceto no méaximo ek? pares (s,t), (Cs,Cy) é e-regular.

Teorema 12 (Regularidade sem conjunto excepcional para permutagoes). Ve, m,3 ng, M tais que,
se n > ng, toda permutacao o : Z, — Z, possui uma k-particao equilibrada P = (C’Z-)f:1 e-regular
comm < k<M.

Definicao 13. Dizemos que uma k-particao equilibrada P = (C’i)le de o : Ly — Zyn é (¢,F)-
uniforme se, para todos, exceto €k/2, indices s € [k] e para todo Is; C Cs com |I| > ¢|Cs|, entao
L(I5,") é e-préxima de Fs, onde F = (F;)¥_; é uma colecdo de fungoes.

Teorema 14 (Regularidade sem conjunto excepcional e com fdas para permutagoes). Ve, m,3 ng, M
tais que, se n > ng, toda permutacao o : Z, — Z, possui uma k-particao equilibrada P = (C’i)f:1
(e, F)-uniforme com m < k < M, onde F é uma cole¢ao de k fun¢des nao-decrescentes C*> f, :

[0,1] — [0,1]. O mesmo também funciona para F = (L(C;,-))k

=1

A Figura 2.3 mostra um exemplo do grafo para a permutacao (9,6,2,7,8,5,3,1,4) sem conjunto
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excepcional com quatro intervalos. A Figura 2.4 mostra a mesma permutagdo em um grafo quase
idéntico, mas com a inclusao de dois vértices. Esses vértices sao colocados para melhorar o entendi-
mento sobre as contas feitas, por exemplo, na Secao 4.2. A Figura 2.5 mostra as respectivas fdas da

Figura 2.3.

Figura 2.4: Grafo da Figura 2.3 modificado

2/3 1-4

12 ¢ : : o
137 —l

=N I —

[
[35)
Lia
L
L
(=4
B |
[= ]

Figura 2.5: Fda’s dos intervalos do grafo da Figura 2.3

Para provar os Teoremas 12 e 14 acima, refinaremos os Lemas 13 e 14 de [22]. Para isso, usaremos
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o mesmo conceito indexr usado por Cooper e reproduziremos o Lema 12 de [22] para manter o

entendimento da demonstragao.

Dados conjuntos disjuntos X,Y € Z,, definimos index(X,Y") como

x|

index(X,Y) = d*(X,Y) 3

Seja X uma particao de X e ) uma partigao de Y. Definimos index(X,)) como

index(X,Y) = Z Z index(X',Y").

X'eXY'ey
Dada uma partigio P = (C;)%_; de Z,, definimos index(P) como

index(P) = Z index(Cy, Cj) < n™? Z Cil|C5] = 1.
i,j€[k] i,j€ k]

Lema 15 (Lema 12 de [22]). Sejam C, D € Z,, nao necessariamente disjuntos. Se C e D sao parti¢oes
de C e D, respectivamente, entao index(C,D) > index(C, D). Se P' é uma particao de Z, que refina

outra parti¢ao P, entao index(P’) > index(P).

Prova. Ver prova do Lema 12 de [22]. O

Lema 16 (Lema 13 de [22]). Sejac > 0 e sejam C, D C Zj, intervalos. Se (C, D) nao é e-regular com
respeito a o, entao existem particées C = (Cr,,Cr,Cr) e D = (Dy, D1, Dr) de C e D respectivamente,

tais que
|ClID|

index(C,D) > index(C,D) + &* 32

)

onde Cp, e Cg (resp. Dy, e D) podem ser vazios, mas nao ambos.

Prova. Como (C, D) nao é e-regular com respeito a o, entao existem intervalos “irregulares” Ct C C

e D; C D, com |Cy| > ¢|C| e |Dy| > ¢|D|, tais que |n| > ¢, onde n = d(Cy, D) — d(C, D).
Sejam C = (C,Cr,CR) e D = (Dr, Dy, DpR), onde Cf, e Dy, estdo a esquerda de C7 em C e de

Dy em D, respectivamente, e C'g e Dy estao a direita de C; em C e de Dy em D, respectivamente.
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inde:v(C,D):i2 Z M — 1(62(0[’DI>+ Z BQ(CZ’DJ))

. — AR
i.je{L.I,R} |Gl D] n?\ |C1l|Dr| AR |Ci]| Dy
1(‘32(017171) (e(C,D) — €(CI,D1))2>
~ n2\ |Cy||Dy| \C||D[ = |C;||Dy]
Como o
e(Cr,D;) = e(C, D)=L o iy Dyl,
(€1, D1) = e(C.D) "z + nlCillDil
temos que
' 1 |C1||Dy| 2
index(C,D)n? > e(C, D) +|C;||D N
€D 2 e (YGmpT D) + e D)
1 |C||D| — |Cy|| Dy 2
|C||D| — |Cr]| Dy ( |C||D] ( ) = nlCrll |>

Portanto, como |Cf| > ¢|C|, |D;| > €| D| e n? > €2, temos

2(C, D) |C1| Dy
index c,DnQELJrn?C D 2.1
e Ao o TeA T 21
2
> ‘m + 4C||D| = index(C,D)n* + £*C||D| (2.2)

O]

O lema abaixo é um refinamento do Lema 13 de [22]. A restrigao ¢ < 1/4 é necesséaria para nossa
prova desta melhoria, mas nao faz parte do Lema 13 original de [22]. No entanto, ela é usada no

Lema 14 de [22]. Por isso, podemos adiantd-la para nosso refinamento do Lema 13.

O principal objetivo nessa melhoria é permitir uma pequena diminuicao sobre os intervalos cen-
trais C7 e Dy da ordem de 1 — £°.

Lema 17 (Refinamento do Lema 13 de [22]). Seja 0 < ¢ < 1/4 e sejam C, D C Z,, intervalos tais que
(C, D) nao é e-regular com respeito a o. Sejam C = (Cr,,Cr,Cgr) e D = (Dy, Dy, DR) as particoes de
C e D, respectivamente, obtidas pelo Lema 13 de [22]. Para todos 0 < x,y < £°, existem particoes
C' = (C,C;,CR) e D' = (D},D},Dy) de C e D, respectivamente, tais que C;, 2 Cr, Cy 2 Chg,
D} 2 Dy, D}, O Dg, C; € Cr e Dy € Dy com |C}| =|Cr|(1—x) e |D}| = |Dr|(1—y), e satistazendo
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0 mesmo, ou seja,
41C1ID]
€ 5

index(C',D') > index(C,D) + -

Prova. Na passagem entre a desigualdade (2.1) e a desigualdade (2.2), existe uma folga que podemos

aproveitar. A desigualdade (2.1) diz que

index(< CL,C],CR >, < DL,D],DR >) > indew(C, D) 772 ’C[HD[’
|Cl|D|n? ~ |C]|Dn? |C|ID[ = |C1l|Dr|”

onde n = |d(Cy, D) — d(C, D)| é tal que |n| > «.

Tomando C} C Cr e D} C Dy com |C| = |Cr|(1 — z) e |D}| = |Dr|(1 — y), temos que

e(Cp, DY) e(Cr,Dr) + (x+y)|C1||Dr|  d(Cr,Dr) £ (x+y)

WL DD = ey T T ledbd(-o-y) (-a)1-y)
Portanto
L, _ 1 T4y
|d(Cy, Dy) = d(C1, Dr)| = ‘d(CI’DI)(l_ (1—x)(1—y))i(1—33)(1—y)
_ ‘d(CI,DI)(x+y—xy)i£U+y‘< 2(z +y)
(1-2)(1-y) T (1-z)(1-y)

Como z,y < % < (1/4)°, temos que ' = |d(C}, D}) — d(C, D)| satisfaz

r+y

s Ty o 5
A-o—y %

| > e —

Aplicando o Lema 13 de [22] para as partices < C},C},Cf > e < D}, D}, Dy > de C e D,

respectivamente, obtemos uma desigualdade idéntica a (2.1). Como z,y < & e € < 1/4, temos que

index(< C},C,Cp >,< D}, D}, D >) S index(C, D)

A
[C||Djn? = ez T

onde

CrllDr| 2 21l-2)(1-y)
A — 2 CTlI DY > (e — 5ed
eI ETeAA _< ) 1-e2(1-2z)(1-y)
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54(1_554)2(1_55)2> 4 (1—5et—£%)2 - 4<1—1054—255>
- 1-e2(1—-€5)2 — 1—-e2+427—¢l27 1—e24 27

104 _ 9.4 1144
>€4( 1 —10e* — 2e%(1/4) ) S 4<1 11e ) S 4
T\l —e2(4e)? 4+ 2e4(1/4)3) — 1 — 15e4

O

Nosso objetivo agora é provar um refinamento do Lema 14 de [22], cujo enunciado e prova seguem

abaixo para facilitar o entendimento dessa melhoria.

Lema 18 (Lema 14 de [22]). Sejam 0 <& < 1/4 e 0 : Z,, — Z, uma permutacao. Seja P = (C;)¥_,
uma particao de Z,, com conjunto excepcional Cy (|Co| < en) e com partes iguais |C;| = |C;| > 81*,
para todos i,j € [k]. Se P ndo é e-regular, entdo existe uma particio P' = (C!)\_, de Z, para

k <1 < k81* com conjunto excepcional C}) (|C}| < |Co| +n/9%) e com partes iguais satisfazendo
index(P') > index(P) + &°/2

Idéia da Prova. Daremos apenas uma idéia da prova. Seja ¢ = |Cy]. Para todos 1 <i,j < k, sejam
Ci; e Cj;, respectivamente, particoes de C; e C; definidas da seguinte forma. Se (Cj, C;) é e-regular,
entdo C;; = (C;) e Cj; = (C}). Senao, pelo Lema 13 de [22], existem triparticoes C;; de C; e Cj; de

Cj, tais que

etc?

indel’(cij,cj‘i) > ind6$(ci,0j) + F

Voceé pode imaginar a triparticao C;; como dois pontos a lapis sobre Cj, definindo trés subinter-
valos. Para i € [k], seja C; a particao de C; que é o refinamento comum a todas as parti¢oes C;;, para
todo j € [k], j # i. Em palavras, é a particdo de C; em subintervalos obtida a partir de todos os

pontos a lapis. Note que |C;| < 9F.

Seja P” o particionamento de Z, resultante da unido dos particionamentos C;, i € [k]. Cooper
mostra que k < |P”| < k9% e index(P") > index(P) +°/2. A particio P" satisfaz o lema, mas suas

partes nao tém o mesmo tamanho.

Para isso, Cooper divide cada intervalo nao excepcional de P” em intervalos de tamanho d =

|c/81% |, construindo a partigio P’. Cooper termina a prova mostrando que |Cj| < |Co| +n/9%. O

Lema 19 (Melhoria do Lema 18). Se k e ¢ sdo tais que 81% > 3/£5, entdo o Lema 14 de [22] vale
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mesmo se considerarmos k-particoes P equilibradas (ou seja, em que os tamanhos dos intervalos
diferem no médximo de 1) e-irregulares, gerando particées P’ equilibradas e com mesmo conjunto

excepcional Cy que refinam P.

Prova. O Lema 14 de [22] diz que, se uma k-partigdo P de uma permutagao o de Z,, nao é e-regular,
entdo ela pode ser refinada para uma I-particio P’ tal que k < [ < k81F, index(P’) > index(P)+e°/2

e o conjunto excepcional satisfaz |Cj| < |Co| + n/9F.

Na prova deste lema, cada par de intervalos nao regulares é triparticionado de acordo com o Lema
13 de [22]. Note que cada intervalo podera ser triparticionado varias vezes e sua particao final serd
a particao baseada nessas sucessivas triparticoes. Finalmente cada subintervalo da particao final de
cada intervalo C' de P sera subdividido em subintervalos pequenos de tamanho exatamente igual a

d = |c/81%|, onde ¢ = |C| > 81%. O que sobrar ird para o conjunto excepcional C}.

No nosso Lema 17 acima, mostramos que a partir de uma triparticao (Cr,Cr,Cr) de C, onde
|Cr| > €|C|, pode-se obter tripartiges (C},C}, CR), onde C; C Cy, |C| > |Cr|(1 — £%).

Se o tamanho k da particdo P é tal que 81F > 3/¢5, entdo

C

2d:2{
81F

J < ceb < |Cy)e®
Com isso, antes de todo o processo, podemos dividir inicialmente cada intervalo C' de P em
subintervalos I; de tamanhos ||C|/81% ] ou [|C|/81%]. Vocé pode imaginar isso como uma marcagio

de 81% — 1 pontos a caneta sobre C' equilibradamente espacados.

Assim, no momento de realizar as vérias triparti¢oes posteriores (Cr,Cr,Cr) de C, podemos
fazer com que elas “caiam” exatamente sobre as extremidades de alguns intervalos I;. Vocé pode
imaginar isso como uma pequena alteragao dos pontos a lapis (que representam as extremidades de
C7) para que fiquem sobre pontos a caneta. Isso é possivel, pois a variagdo méxima serd menor que

2d < |Cy|e%, o que é permitido pelo Lema 17.

No entanto, queremos permitir que P seja equilibrada e sem conjunto excepcional. Ou seja, P
poderd ter intervalos com tamanhos ¢ ou ¢ + 1, por exemplo. Assim, resta saber se os intervalos
I; obtidos terdao tamanhos que variam mais do que 1. Os tamanhos poderdo ser |c¢/81%|, [¢/81%],
[(c+1)/81%], [(c+1)/81F].
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Suponha que [¢/81%| =2 — 1 e [(c+ 1)/81%] = x + 1, para um inteiro z. Logo

c c+1
r—1<—<zr<—<a+1,
— 81k 81k —
ou seja, ¢ < x81% < ¢+ 1, que constitui um absurdo, pois ¢, z e k sdo inteiros. Assim, a particao final
P’, constituida pelos subintervalos I; de cada intervalo, serd equilibrada e sem conjunto excepcional.
O

Finalmente podemos provar os Teoremas 12 e 14.

Prova do Teorema 12. Basta seguir a prova do Teorema 1 de [22]. Sejam ¢ > 0 e m > 1 dados e
suponha sem perda de generalidade que ¢ < 1/4. Seja s = [2/£%]. Aplicaremos s vezes o Lema 19

sobre o : Z,, — Z, para obter uma particao e-regular equilibrada e sem conjunto excepcional.

Para isso, tome uma k-particao inicial equilibrada e sem conjunto excepcional, tal que &k > m
e 81% > 3/e8. Cooper j4 considera em sua prova que 9% > 4/e5 entdo esta condicdo ndo foge as

restricoes ja impostas por Cooper.

Precisamos garantir ainda que, em cada aplicagao do Lema 19, o tamanho das partes seja su-
ficientemente grande. Dada uma k-particdo, a aplicagdo do Lema 19 leva a uma particdo com no
méximo k81 partes. Considere ento a funcio f(x) = 81% e tome M > f(*)(k), onde f(*) significa
s aplicagOes sucessivas da funcao f. Apds s aplicagoes do Lema 19, o terd no maximo M partes,
cujos tamanhos serdo pelo menos [n/M]. Tomando ng = M81M, temos que, para todo n > ng, o

tamanho das partes sempre satisfard a condigdo no Lema 19 em todas as aplicagoes. O

Prova do Teorema 1/. Basta seguir a prova do Teorema 2 de [22]. Ao invés de aplicar o Teorema 1
de [22], aplicamos o nosso Teorema 12, que nao gera conjunto excepcional. No entanto, os intervalos
denominados “bad” deverao ser considerados nao uniformes. Por isso, na Definicao 13 permitimos

intervalos nao uniformes, ao contrario do Teorema 2 de [22]. O



Capitulo 3

Limites de Sequéncias de Grafos Densos

Em 2004, Lovész e Szegedy [46] definiram o conceito de sequéncia convergente de grafos. For-
malmente, seja (Gy,) uma sequéncia de grafos simples. Para todo grafo simples F', seja hom(F,G,,)
o nimero de homomorfismos de F' em G, ou seja, o niumero de mapeamentos V(F) — V(G,) que

preservam arestas. A densidade de homomorfismos é definida como

_ hom(F,G,)

A densidade de homomorfismos também é definida por Lovasz e Szegedy para grafos ponderados.
Um grafo ponderado GG é um grafo com lagos e sem arestas multiplas, onde cada vértice ¢ possui um

peso ag(i) e cada aresta ij possui um peso B;(7, 7). Seja ag o peso total dos pesos nos vértices

ag = Z ag(i).

1€V(Q)

Dado um grafo simples F' e um mapeamento ¢ : V(F) — V(G), sejam

ap = > ag(é(w) e

ueV (F)

hom¢ (F, G) = H ﬁg(¢(U), d)(U))

uwveE(F)

Com essas definigoes, Lovasz e Szegedy estendem a nogao de homomorfismo para grafos simples

27
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F em grafos ponderados G, a saber, a fun¢cdo de homomorfismo

hom(F,G) = Z ag homy(F, G) (3.1)
»:V(F)—=V(G)
e a densidade de homomorfismos

hom(F,G)

tHF,G) = @l

v (3.2)
el
Com isso, dizemos que a sequéncia de grafos ponderados (G,,) é convergente se t(F,G,) converge

(existe o limite para n — o0), para todo grafo simples F'. Claramente, basta supor que F' é conexo.

Dizemos que uma sequéncia de grafos (G,) converge para um grafo ponderado finito G se

lim t(F,Gy) = t(F,G), para todo grafo simples F.

n—oo

Por exemplo, dado 0 < p < 1, a sequéncia (G(n,p)), n — oo, converge para o grafo que tem apenas

um vértice com peso 1 e laco com peso p.

Outro exemplo é o modelo de grafo aleatdrio generalizado G(n, H) de Lovész e Sés [45], onde H
é um grafo ponderado com ¢ vértices e ay > 0. G(n, H) tem vértices em [n] e é obtido da seguinte
forma: [n] é dividido em ¢ partes Vi, ...,V colocando u em V; com probabilidade ag (i) /oy e ligando
u € V; e v € V; com probabilidade Bg (4, ), independentemente. Lovész e Sés [45] provam que a

sequéncia (G(n, H)), n — oo, converge para H.

No entanto, nem toda sequéncia convergente de grafos converge para um grafo ponderado finito.
Por exemplo, Lovész e Szegedy provam que a sequéncia H,, , de “half graphs” é convergente, mas
nao converge para um grafo finito ponderado (Hy, é o grafo bipartido com partes A = B = [n],

onde (a,b) € A x B é aresta se e s6 se a < b).

Apesar disso, Lovasz e Szegedy provam a existéncia de um “objeto limite” para qualquer sequéncia
convergente de grafos, a saber, uma fungao simétrica mensurdvel W : [0,1]> — [0,1], chamada
“graphon”. Graphons podem ser vistos como grafos ponderados infinitos (ou matrizes de adjacéncias

infinitas) com vértices no intervalo [0, 1].

Para todo graphon W e todo grafo simples F' com k vértices, Lovasz e Szegedy estendem a
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definicao de t(F, G) para densidade de homomorfismos de F' em W como

t(F, W) :/ I W x)de - duy.
N )

Lovész e Szegedy provam entao que toda sequéncia convergente de grafos (G,) tem como limite
um graphon W : [0,1]? — [0, 1] tal que

lim t(F,Gy,) = t(F,W), para todo grafo simples F.

n—oo

Note que W define todos os limites de densidade de homomorfismos. Note ainda que essa questao sé
é interessante para sequéncias de grafos densos, senao o limite acima seria 0 para todo grafo simples

F com pelo menos uma aresta.

Nao apresentaremos a prova deste resultado, disponivel em [46], mas a seguiremos bem de perto
em mnossa prova de que existe um objeto limite Z : [0,1]?> — [0, 1] para sequéncias convergentes de
permutagoes, no Capitulo 4. A definigao que daremos de convergéncia de permutacoes é similar a
de grafos, ou seja, baseada em densidade de subpermutacoes que definiremos na Secao 4.2 para per-
mutacoes de inteiros e depois estenderemos para “permutacoes ponderadas”, cuja definicao também

sera dada.

Além disso, baseado em graphons, Lovasz e Szegedy definem um modelo bastante geral de grafo
aleatério, chamado “grafo W-aleatdrio”. Dado um graphon W :[0,1]2 — [0,1] e um inteiro n > 0, o
grafo W-aleatério G(n, W) com vértices em [n] é gerado da seguinte forma: sao gerados independen-
temente numeros X1, ..., X, segundo a distribui¢ao uniforme em [0, 1] e os vértices i e j sao ligados
com probabilidade W (X;, Xj).

Este modelo é bastante geral e inclui o grafo aleatério G(n,p) de Erdés e Rényi e o modelo
generalizado G(n, H) de Lovéasz e Sés, para H ponderado. Para G(n,p), basta tomar o graphon com

todos os valores W(z,y) = p, para x,y € [0, 1].

Para G(n,H), onde H é ponderado com vértices em [k] e supode-se que oy é igual a 1 (sendo
normalize os pesos dos vértices), basta tomar o graphon Wy montado da seguinte forma: para todo

x,y € [0,1], faca Wy (x,y) = Bu(a,b), onde a,b € [k] sdo tais que

ag()+--+agla—1) <z <ag(l)+- -+ ag(a)
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ag()+---4+agb-—1)<y<ag(l)+- -+ ag(d)

Lovész e Szegedy demonstram ainda que, dado um graphon W : [0,1]2> — [0,1], a sequéncia
(G(n,W)), n — oo de grafos é convergente com probabilidade 1 e, além disso, o seu limite é o

préprio graphon W.

Neste trabalho, propomos um modelo bastante geral de permutacao aleatéria, que chamaremos
permutacao Z-aleatéria. Provamos ainda um resultado semelhante ao anterior na Segao 4.5 para

permutagoes Z-aleatorias, usando técnicas muito semelhantes.

Lovéasz e Szegedy provam ainda que o modelo de grafo W-aleatério é bastante geral no seguinte
sentido: suponha que, para todo n > 1, temos uma distribui¢ao sobre grafos simples em [n], ou
seja, temos um varidvel aleatéria G, cujos valores sao grafos simples em [n]. Claramente, para todo

graphon W, G(n, W) pode ser visto dessa forma.

O mais interessante é que todo modelo G,, que satisfaz as seguintes (e razodveis) condi¢oes pode

ser visto como um grafo W-aleatério para algum W:

(a) A distribuigdo de G,, é invariante sobre diferentes rotulagoes dos vértices
(b) Se removermos o vértice n, a distribuigao de Gy, é a mesma de Gp,_1

(c) Os subgrafos de G,, induzidos por [k] e {k + 1,...,n} sdo varidveis aleatdrias independentes,

para todo 1 < k < n.

Uma ferramenta fundamental utilizada por Lovész e Szegedy [46] é o Lema da Regularidade de
Szemerédi. Eles se utilizam de uma versao fraca devida a Frieze e Kannan [34]. Informalmente, esta
versao estabelece que, dado um grafo, obtém-se um grafo reduzido ponderado, cuja distancia para o
grafo original é tao pequena quanto se queira. Tanto grafo reduzido ponderado quanto esta nocao de

distancia precisam ser definidas.

O grafo reduzido ponderado pode ser definido da seguinte forma. Dado um grafo G e uma
particdo equilibrada P = (V4,..., Vi) de V = V(G), seja Q : [k]?> — [0,1] a matriz de densidades tal
que Q(i,j) = dg(Vi,V;), para todo i,j € [k]. Seja K(P,Q) o grafo completo com vértices em V e

lagos em todos os vértices tal que o peso da aresta entre u € V; e v € V; é Q(4, ).

A distancia é definida da seguinte forma. Dados grafos ponderados G e G’ com vértices em V', a
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distancia retangular (ou cut norm) entre G e G’ é definida como (ver [46])

max [ 30 (B6.d) - i) |

Assim, a versao fraca do lema da regularidade [34] estabelece que, para todo £ > 0, existe um
inteiro k(¢) > 0 tal que, para todo grafo simples G, existe uma particao equilibrada P de G em

k < k(e) classes e uma matriz simétrica Q : [k]? — [0, 1] tal que

do(G,K(P,Q)) < e

Lovész e Szegedy [46] também estendem a nogao de distancia retangular para graphons W, W' :
[0,1] — [0, 1], a saber,

I

dg(W,W') = sup ’// (W(m,y)—W’(w,y))dw dy
ABCo,1!'JA /B

onde preferimos a notacao dg(W, W’) ao invés de ||W — W'||g usada em [46].

Para poder aplicar esta versao fraca de regularidade, Lovasz e Szegedy precisam estabelecer uma
relacao entre a distancia retangular e a densidade de homomorfismos. Eo que fazem em [46], a saber,

para todos graphons W e W' e para todo grafo simples finito F, temos

HE,W) —t(F, W) < |[E(F)]-do(W, ). (3-3)

Como comentério final, nés seguimos esta mesma linha de raciocinio em nosso resultado so-
bre sequéncias de permutagoes, definindo “permutacdo ponderada”, definindo “densidade de sub-
permutacoes” em permutacoes ponderadas, definindo “sequéncias convergentes” de permutacgoes,
definindo uma “distancia retangular” entre permutagoes ponderadas, depois estabelecendo uma
relacdo semelhante a (3.3) entre “densidade de subpermutacées” e “distincia retangular” e final-
mente estabelecendo uma versao fraca do Lema da Regularidade de Cooper para permutagoes (com
nossa melhoria para parti¢oes equilibradas). Com isso, somos capazes de seguir boa parte da prova
de Lovész e Szegedy para provar a existéncia do nosso “objeto limite” (que também definiremos)

para sequéncias convergentes de permutacoes. E o que veremos no Capitulo 4 a seguir.
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CAPITULO 3. LIMITES DE SEQUENCIAS DE GRAFOS DENSOS



Capitulo 4

Limites de Sequéncias de Permutacoes

Dada uma permutacao o : Z,, — Zy, seja G, o grafo bipartido, definido na Segao 2.2, com partes
(A,B), A= B = [n], onde (a,b) € A x B é uma aresta se e s6 se o(a) < b. A Figura 2.1 mostra um
exemplo desse grafo. Seja Q, : [n]?2 — [0,1] a matriz de adjacéncias bipartida de G, que a partir
de agora chamaremos simplesmente matriz de adjacéncias. Ou seja, Qy(a,b) =1 se (a,b) € Ax B é
uma aresta de G, e Q. (a,b) = 0, caso contrario. Como mencionado na Sec¢ao 2.2, o Teorema 12 é

uma regularizagio de G, em intervalos P = (C;)¥_, de Z,.

Dizemos que a matriz de densidades de P é a matriz Qp : [k]> — [0,1] tal que Qp(4,5) = d(C;, C;).
Como mostrado na Figura 2.3 com dois vértices adicionais, definiremos Qp(i,0) =0e Qp(i,k+1) =1
para todo i € [k]. Essas matrizes de densidades possuem trés caracteristicas principais, mostradas no

Lema 21 abaixo. Duas dessas caracteristicas definirao o que chamaremos de permutacao ponderada.

Definicao 20. Uma permutacio ponderada é uma matriz Q : [k]? — [0,1] que satisfaz:
(a) Q(i,7) < Q(i, '), para todos i € [k] e j < j' € [k] (ou seja, as linhas sao nao decrescentes)
(b) Para todo j € [k]

k
j—1< ) Q6,4 < j
i=1

Para todo i € [k|, defina Q(i,0) =0 e Q(i,k+1) = 1.

Lema 21 (Matrizes de densidades sdo permutacoes ponderadas). Seja k > 1 e n > 4k?. Dada uma
permutacdo o : Z, — Z, e uma particio P = (C;)%_, equilibrada de o, temos que a matriz de

densidades Qp : [k]?> — [0,1] é uma permutacao ponderada e satisfaz o seguinte: para todo S C [k]

33
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e0<a<b<k+1
> (Qr(@.b) — Qp(z.a)) <b—a+2 (4.1)

€S

Prova. A desigualdade 4.1 vem do fato de que |o(S) N [a,b]| <b—a+ 1. Se a,b € [k], considere os
intervalos C, e Cp, de P. Seja a’ o menor elemento de C, e ' o maior elemento de Cj. Com isso,

a' > (a—1)[%] e <b[2], onde n é o tamanho da permutacao o.

Logo, para todo S C [k],

> (e6a(Cost) = ea, (Cavd)) = D |o(Ca) 'V ~ 1]‘

eSS eSS
- \ILEJSU(CQC) ﬂ[a’,b’—l]’ <¥—d < bm —(a—w%J

Portanto, para a,b € [k],

> (Qrl@.b) - Qr@,a) = 3 (do, (CaiCh) — do, (Co. C)

€S €S

< 2SS (centCot —coCoa) < bmaris |2]

€S

O mesmo vale para a = 0 ou b = k,,, + 1, com pequenas diferencgas. Isso prova a desigualdade 4.1.

A propriedade (a) de permutagdo ponderada sai diretamente da definigdo de @Qp e do grafo
Gs. A propriedade (b) de permutagao ponderada é baseada na “massa” da permutacao. Em toda
permutagao o : Z, — Z, cada inteiro em [n] tem que aparecer exatamente uma vez. Por exemplo,

se k = n, cada parte de P é um tnico vértice e Qp é a matriz de adjacéncias de G,. Nesse caso, a

soma das colunas de Qp gera a coluna (0,1,2,...,n — 1). Para o caso geral (k < n), a propriedade
(b) afirma que a soma das linhas de @Qp é menor ou igual a (1,2,3,...,k), como esperado, mas nao
pode ser tao pequeno: é maior que (0,1,2,...,k—1).

Para provar isso, note que

k
ea(clvc 60‘ C’UC
Qp(i,J) =
2 Qr(i-d) > CHICs) |0|Z ci

i=1
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Seja J o menor indice de Cj. E fécil ver que

(j—l)L%J—i-l <J

IN

G—1) [%] Y

G-0([7]-1)+1 <7 <G-n([F]+1)

Note também que

k J+ICG51-1 lell 1Cj] -3
. — 2ley 1 —92) = |C.: J
;_1 es(Cy, Cj) = eg(Zn, Cj) E 5 (J =1+ J+1[C=2) \CJI(J+ )

2

Portanto, como j < k < n/4k, temos

k

Zeg(chgj) < ’Cﬂ[%J (j -1+ Ln?kj + |20LJT‘L/_IJ’> < |G| L%J]

=1

Da mesma forma, como j < k < n/4k, temos

e )1~ ) =il

Finalmente,

60'0170 .
ZQP” |0|Z o S Z%C“C il = 9

1 es(Cy, C;) 1 < 1 n, . .
2 rd) = [ G 2 g & () 2 gt U - =i

=1

O]

Observe que a restricio n > 4k? s6 é utilizada na propriedade (b) de permutagio ponderada. A

propriedade (a) e a desigualdade 4.1 valem irrestritamente.

Observe ainda que a matriz de adjacéncias Q) = @), de qualquer permutacao o : Z,, — Z, é uma
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permutacao ponderada: satisfaz (b), pois Zle Q(i,j) = j — 1. Também satisfaz (4.1) ja que

> (Q.h) ~ Q.a)) = o(S) N [ab—1] <b—a.

€S

A Figura 4.1 abaixo ilustra a matriz de adjacéncias da Figura 2.1 referente a permutagao de

inteiros (8,6,2,7,5,3,1,4).

O
8
&
2
T
5
3
1
4

Sloooooo oo
oo ooo oo
o —cooo=oo
Mo - 2 oo -0 o
N N =
o N
o R -
~ [

Figura 4.1: Matriz de adjacéncias do Grafo da permutacao 8,6,2,7,5,3,1,4

A Figura 4.2 abaixo ilustra a matriz de densidades da Figura 2.2 referente a permutacdo de

inteiros (8,6,2,7,5,3,1,4) com partes de tamanho 2.

0 0 0 05
0 05 05 075
0 025 075
025 05 1 1
0,25 1,25 2,25 3,25 soma

Figura 4.2: Matriz de densidades do Grafo da Figura 2.2

A Figura 4.3 abaixo ilustra a matriz de densidades da Figura 2.3 referente a permutacao de

inteiros (9,6,2,7,8,5,3,1,4).
4.1 Distancia entre Permutacoes

Seja I[n] o conjunto de todos os intervalos em [n]. Dada uma permutacao o : Z,, — Z,,, Cooper

define em [21] a discrepancia D(o) como sendo

D(oc) = max |lo(S)NT|—

ST
S, Teln] n
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Figura 4.3: Matriz de densidades do Grafo da Figura 2.3

1/4 172 3/4 1

Figura 4.4: Fdas da Matriz na Figura 4.3 acima

Com isso, Cooper define sequéncias de permutagoes quase-aleatorias como sendo aquelas em que
D(o;) = o(n), como visto na Introdugao. Cooper obtém ainda véarias propriedades equivalentes a

esta noc¢ao, como por exemplo estimando o nimero de subpermutacoes 7 em o, para dado 7.

Com isso, é razoavel introduzirmos uma nova distdncia entre permutagoes, que vem se juntar a

outras mais antigas, como a de Cayley, a de Ulam e outras mencionadas na Segao 4.7.

Definigao 22 (Distancia retangular entre permutagoes de inteiros). Dadas duas permutagoes o1, 09 :

Ly — Ly, n > 1, definimos a distancia retangular como

1
dofor,02) = - max )\01(5) AT| — |oa(S) mTy]
Sejam G = G4, € Go = G4,. Logo
1
dofor,o0) = - max [(e6.(8,0) = ecu(5.0)) = (e (S,b) — eau(S,a))|

a<be[n]
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Como eq(S,a) = >, cgeq(x,a), podemos reescrever essa equacao usando as matrizes de ad-
jacéncias Q1 e Q2 de 01 e 02. E 0 que vemos na equacao 4.2 abaixo. Com isso, é razoavel estender

a definicdo de distancia retangular para permutacoes ponderadas usando essa mesma equagao.

Definigao 23 (Distancia retangular entre permutagoes ponderadas). Dadas permutagoes ponderadas

Q1,Q2 : [n]> — [0,1], definimos a distancia retangular entre Q1 e Q2 como

A0(Q1,Q2) = - max |3 ((Qif0) - Qi @) = (@) - @a(wa) )| (@42)

[ z€eSs

Como mencionado no Capitulo 3, usaremos essa nocao de distancia para obter uma versao fraca
do lema da regularidade.

Dada uma k-particio equilibrada P = (C;)%_, de o : Z,, — Z, e uma matriz Q : [k]*> — [0, 1],
seja K(P,Q) : [n]> — [0,1] a matriz cujo valor na posicao (z,y), onde z € C; e y € Cj, i,j € [k], é
igual a Q(i,7), para todo z,y € [n].

Teorema 24 (Regularidade fraca para permutagoes). Ve,m,3 ng, M tais que, se n > ng, toda

permutacao o : Z, — Z, possui uma k-particao equilibrada P = (Ci)le com matriz de densidades
Q:[k?— 0,1, tal quem <k < M e

dD(QO‘vlC(P) Q)) Se€

Nos dizemos que P é uma k-particao fraca e-regular.

Prova. Aplique o Teorema 12 com valores ¢ e max{m,8/c?}. O Teorema 12 retorna nj, e M. Tome
no = max{njy, 5M?}.

Tome n > ng e 0 : Zy — Zy. Seja P = (Ci)le a k-particao de o e seja () sua matriz de
densidades. Pelo Lema 21, @) é uma permutagao ponderada (condicoes (a) e (b)) e satisfaz (4.1).

Seja Q1 = Qo e Q2 = K(P,Q)).

Tome um intervalo S C Zj, e pontos a < b € [n]. Se |S| < en, entao

‘Z((Ql(mab)—Ql(%a))—(Q2(a?,b)—Q2(x,a))>’ < en

z€eS
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Considere entao que |S| > en. Sejam A < B € [k] tais que a € C4 e b € Cg. Desejamos estimar

|d(5S;{a}) — d(S,Ca)l.

Sejam ny, ng,np o nimero de elementos de o(S), respectivamente, & esquerda de C'4, & esquerda
de {a} em Cy, e a direita de {a} em Ca4.
Com isso, temos que

(np +ng) < eo(S,{a}) < (np+np+1)
(np)|Cal < €s(S,Ca) < (np+np+1+np)|Cal

Dividindo o primeiro por |S| e o segundo por |S| - |C4/|, temos

—(np +1)/IS| < d(S,{a}) —d(5,Ca) < (ng+1)/I5]|

Como ng e np sdo menores que |Ca| < 2n/k, k > 8/c? e |S| > en, temos

|d(S;{a}) = d(S,Ca)| < [Cal/|S] < 2/ke < /4.

Analogamente

|d(S,{b}) —d(S,CB)| < e/4.

Note ainda que

Y Qilw,a) = ¢ (S, {a}) = |S]-d(S,{a})

zeS
e que
k k k

Y Qa(z,a) = Z Z Z Z d(C;,Ca) =D _|C;iNS|-d(Ci,Ca)
€S =1 zeC;N i=1 xeC;N i=1

k
= YlGns|-dCns.Cy+ S |CqﬂS\-(d(C’q,CA)—d(CqﬂS,CA)),

i=1 q€{L,R}

onde L < R € [k] s@o tais que Cr e Cr sao os intervalos da partigdo, respectivamente, mais a
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esquerda e mais a direita, que tem intersecdo nao vazia com S. Analogamente

> Qolw,b) = IS]-d(S,Cp)+ Y ycqm5|.(d(cq,cB)—d(cqu,cB))
€S qE{L,R}

Como [C, N S| < |CL| < (n+1)/k, temos

%\ > ((@ia:b) = Qulw, ) — (Qa(w,b) ~ Qa(w,0)))| =

z€eS

< |(d(S, (b)) — d(S, Cr)) — (d(S, {a}) — d(S,C))| +

> w
IN
™

O lema abaixo é simples e sera util posteriormente.

Lema 25. Seja k > 1 e n > 4k®. Seja P = (C;)*_, uma k-particao equilibrada de Z,. Sejam
Q1, Q2 : [k]?> — [0,1] permutacées ponderadas. Sejam Q% = K(P,Q1) e Q3 = K(P,Q2). Logo QF e
Q5 sao permutacoes ponderadas e

do(Q1,Q3) = do(Q1,Q2) £ —

Prova. B facil ver que K(P, Q1) satisfaz as condicdes (a) e (b) da defini¢do de permutacao ponderada.
Além disso, dado S* € [n], x € S* e a < b € [n], sejam S}, X, A e B tais que S} = S*NC;, z € Cx,
a € Cyebe Cg. Com isso, temos

A0(Q1,Q3) = - max | > ((Qi(2.b) - Qi(w,0)) ~ (Q4(x,b) — Q3(x,0)))].

n S*elln] 8
a<be(n] zes

= ﬁsgg};] Z Z (Ql (X,B) — Q1(X, A)) — (Q2(X, B) —Q2(X,A)))’
a<beln] Xelk]zeSy

. Jnax \Z\SX\ ((QuX. B) - Qi(X, 4)) — (Qu(X, B) - Qa(X, 4)))|

n S*elln
A<Be[k]
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- Serlh ‘Z (1) (@(%.B) - @u(X. 4) ~ (Qu(X. B) - @u(x, )| + =[] 1
A<Be[k]
= % gg?x ‘ Z ( Ql X B) Ql(X A)) — (QQ(X,B) _QQ(XaA)))‘ + %+ %k:
A<Be[k] Xes
do(Q1, Q2) & 1, pois k/n < 1/4k.
O

Falta-nos definir a densidade de subpermutacoes em uma permutacao ponderada e estabelecer

uma relagao entre ela e a distancia retangular.
4.2 Densidade de Subpermutacoes

Seja 0 uma permutacao em Z, e 7 uma permutacao em Z,,, m < n.

Definigao 26 (Densidade de subpermutagoes em permutagio de inteiros). Definimos o niimero de
subpermutagées A(1,0) de T em o como o niimero de m-uplas {x1 < x3 < -+ < Xy} C Zy, tais que

o(z;) < o(z;) se e so se (i) < 7(j). Definimos a densidade de subpermutagoes de T em o como

n

Hr, o) = ( >_1A(T, o)

m
Definicao 27 (Sequéncia convergente de permutagoes). Dizemos que uma sequéncia (o;) de per-
mutacoes 0; : Ly, — Zn, (n; — 00) é convergente se para toda permutagao T a sequéncia (t(7,0;))

converge.

Seja @ : [n]? — [0,1] a matriz de adjacéncias de o : Z,, — Z, como definido no inicio do capitulo.
Por defini¢ao, () possui apenas valores 0 ou 1, e Q(x,a) =1 se e 86 se o(x) < a, z,a € [n]. Com isso,

paraa <mn, o(z) =aseesése Q(zr,a)=0e Q(x,a+1)=1.

Ou seja, o(x) = ase esé se Q(x,a+1) — Q(x,a) =1, onde ji convencionamos que Q(z,0) =0 e

Q(x,n+1) = 1. Com isso, é facil ver que, dado T : Z,, — Zy,, m < n, se @ é a matriz de adjacéncias
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de o : Zp,, — Zy, entao

t(r,0) = (Z) Z > ﬁ ( (i ar@)) — Q(xi, argy — 1)>,

m Ae[n+1]7 =1

o

onde [n|" é o conjunto dos elementos de [n]™ cujas coordenadas estao em ordem crescente. Ou seja,
X=(r<-<ap)eA=(a1 < - <ap).

Assim podemos estender a definicdo de densidade de subpermutacao para permutacoes ponder-

adas.

Definicao 28 (Densidade de subpermutagoes em permutagao ponderada). Dada uma permutagao
ponderada Q : [k]*> — [0,1] e uma permutacdo 7 : Zy, — Zm, m < k, definimos a densidade de

subpermutacgoes de T em () como

= (5 Y S T1(Qen) - Qe - ). (1.3

Xelk]m Aclk+1]m i=1

Da observagao acima, temos que t(7,0) = t(7, Q). O seguinte lema relaciona a distancia retan-
gular e a densidade de subpermutacoes. O Lema 51 é quase idéntico a este e ocorre quando tomamos

n tendendo ao infinito no lema abaixo, ao invés de supor apenas n > 2m.

Lema 29 (Densidade de subpermutagoes x Distancia retangular). Fixe uma permutacao 7 : Zy, —

Zm qualquer. Sejan > 2m. Entao, dadas duas permutagoes ponderadas Q1, Qs : [n]?> — [0, 1], temos

’t(Ta Ql) _t(T7 QQ)‘ < 2m2 'dD(QlaQQ)

Prova. Seja

AT = (;)‘t(ﬂ Q1) —U(r, QQ)"
Dado X = (z1,...,2m) € 0]l e A= (a1,...,am) € [n]}', sejam
Yi(i) = <Q1(wi,aT(i)) — Q1(wi, ar(y — 1)) e

Yz(¢)=(@2($z, ar)) — Qa(wi, ar 1))
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Assim, de (4.3), temos

S| XX (Ivo-I1w0)

Xen]m Aen+1]r =1 i=1
m i—1 m
= > Y Y (e -vm) [[vw [T %e)
Xen)m Aen+1]7 i=1 u=1 v=i+1

o

Seja X(;) € [n]7"~! formado de X sem a coordenada ;. Seja A(; € [n]7*! formado de A sem a co-
ordenada a,g;y. Ou seja, Xgy = (T1,- .+, Ti—1, Tit1,-- > Tm) € A = (a1, -, Qr(i) =15 Cr(i)+15 - - - Am),

onde convencionamos que zg =0, 1 =n+1, a0 =0 e a1 =n+ 1. Assim

Tip1—1 aT(i)+l_1 i—1 m
- Y X T > (me-%m) [Inw [T v
i=1 X )E[n}m lzij=z;_1+1 A(i)E[nJrl]T*l ar()=ar()-1+1 u=1 v=i+1
m i—1 m Tit1—1 aT(i)+1_1
<> Y X IIvw I ne-| X (1) - v)),
=1 X(i)e[n]gl—l A(i)e[n_;'_l]’gl—l u=1 v=i+1 Ti=x;—1+1 a.r(i>:a7.(i),1+1

Note que
ar(y+1—1

> () -n0) = (Qenapn —1) - @izia 1) -

Qr(i)=0r(;)—1+1

(@@ sy = 1) = Qalwisary 1)),

Portanto, segue de (4.2) que

ATgi > > ﬁYl HYz (dDQLQQ) )

i=1 X(i)e[n]gl_l A(i)E[n-I-l}Zn_l u=1 v=i+1

m 1—1 m
0(@1,Q2) Yy Y > J[vnw [ v

=1 X enld ™ A eln1lp ! vl v=itl
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Note ainda que

i—1 m
>, JInw I] v <1,

Apeln+iptusl =it

pois podemos eliminar varidvel apds varidvel de A(;) colocando as demais em evidéncia, como, por

exemplo,
i—1 m i—1 m—1 Ar(m)+1—1
> I [ we = Y [ I we > v
A(i)e[n—&-l];"*l u=1 v=i+1 A’(i)e[n+1]’0"’2 u=1 v=i+1 Ar(m)=0r(m)—1+1

onde A’(i) € [n+1]7"2 ¢ formado de A(;) € [n+1]7"~! sem a coordenada a, (), supondo, para facilitar

a notagao, sem perda de generalidade, que ¢ & [7(m) — 1,7(m) + 1], e

a-r(m)+l_1

Z Y‘Q(m) - (QQ(wm’aT(m)Jrl o 1) _QQ(xmaaT(m)fl)> < 1L

a"r(rn):a"r('m,)fl_i_1

Portanto

AT < dp(Q1,Q2) -n-m - (mi 1)

Dividindo por (::L) e tomando n > 2m, temos

m

‘t(ﬂ Q1) — (T, QQ)‘ < do(Q1,Q2) -n-m- < 2m? - dg(Q1,Q2)

n—m-+1

4.3 Objeto Limite das Permutagoes

O Lema 30 abaixo é quase idéntico ao Lema 5.1 de Lovész e Szegedy em [46]. Grosso modo, ele
afirma que, dada uma sequéncia qualquer de permutacoes de inteiros, existe uma sequéncia de per-
mutagoes ponderadas, todas relacionadas entre si, que representam bem a sequéncia de permutagoes.

Lema 30. Toda sequéncia de permutagées (o, : n = 1,2,...) possui uma subsequéncia (o}, :
m = 1,2,...) para a qual existe uma sequéncia (k, : m = 1,2,...) de inteiros e uma sequéncia

(Qm :m =1,2,...) de matrizes com as seguintes propriedades:
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(i) Qm : [km)? — [0,1] é uma permutacdo ponderada que satisfaz o Lema 21

(ii) Se j < m, entao kjlkp, e Q; = @m,j; onde @m,j é a matriz obtida de Q),,, agrupando seus valores
em k; blocos consecutivos de tamanho k,,/k; e substituindo cada bloco por apenas um valor,

que é a média aritmética daquele bloco.

(iii) Para todo j < m, o), tem uma kj-particao Py, ; fraca (1/m)-regular com matriz k; x k; de
densidades Qp, ; tal que
do(Qm.j, Q5) < 1/7

e, para 1 < i < j <m, Py, é um refinamento de P, ;.

Prova. Para todo inteiro m > 1, ndés construiremos uma subsequéncia (o)), onde todas permutagoes

possuem uma kp,-particao Py, fraca (1/m)-regular cujas matrizes de densidades sao préximas.

1
n

1

A primeira sequéncia (o,,) é a prépria sequéncia (o,). Tome k; = 1. Para toda permutagao o,,,

seja Pp1 = (Zy) a particio em apenas um bloco e seja Q.1 a matriz ki x k1 tal que @, 1(1,1) = 1/2.

Suponha que, para algum m > 0, nds construimos a sequéncia (o)"). Construiremos a sequéncia

(om*1) fazendo-a inicialmente igual a (0). Para toda permutagio o

- , tome uma K,-particao

Pr,m+1 fraca 1/(m+1)-regular com matriz de densidades @, y+1. N6s podemos tomar esta particao
de forma a refinar a parti¢ao anterior P, ,, e de forma que cada intervalo de P, ,,, seja dividido no
mesmo numero de intervalos 7, ,,. K, ¢ limitado, independente de n, pois m ¢ fixo, e também 7y, ,,, ¢
limitado. Podemos entdo filtrar a sequéncia (o7 *!) de forma que suas permutacdes tenham o mesmo

Tm = Tnm. Tome kpyy1 = kyTp.

Além disso, como [0,1] é sequencialmente compacto, podemos filtrar (¢™*!) para uma sub-
sequéncia tal que as matrizes kyp,41 X km41 de densidades Q1 convirjam (n — oo) para uma

matriz kpy41 X kma1 de densidades Qp41-

E facil ver que Q11 satisfaz as propriedades do Lema 21, para m = 0, 1,.. ., pois, para n > 4k2,,

cada matriz @, m+1 satisfaz essas propriedades.

Finalmente, removemos da sequéncia (6™ 1) todas as permutacdes O'?H_l tais que do(Qim+1, Q@m+1) >

1/(2m + 2). Renumerando os ndices, nés obtemos a subsequéncia (o7 +1).

Tome o0}, = o}". A permutagao o7, possui uma sequéncia de partigdes P, ;, para todo 1 < j < m,

tal que Py, ; possui k; intervalos de tamanho quase iguais e possui uma matriz k; x k; de densidades
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Qm,j tal que Qp,j — Q; (m — 0) e do(Qm.j, @m ;) < 1/7, para todo m,m’ > j.

Para uma permutacao fixa o7,,, as parti¢des Pp,. 1, Pm.2; - - - ; Pm,m S80 sucessivamente refinamentos
umas das outras. Nés podemos assumir que os intervalos estdo rotulados de forma que o i-ésimo

intervalo de P, j+1 € a uniao dos intervalos consecutivos (i — 1)ry, +1,...,i7py.

Seja @m,j, 1 < j < m, a matriz de densidades k; x k; obtida de @,, agrupando seus valores
em k; intervalos consecutivos de tamanho k,,/k; e substituindo cada bloco de intervalos por apenas
um valor, que é a média daquele bloco. Como o tamanho das permutagoes tendem ao infinito e os

intervalos em Py, ; tem todos quase o mesmo tamanho, segue que

1 a(km/kj) b(km /kj)

Qn,jla,b) — ——— Z Z Qn.m(7,9),

ko /K
(kom/ J)xz(a—l)(km/kj>+1yz(b—l)(km/mﬂ

para todo 1 < j < m, i € [k;], onde n — oo.

Como @, j(a,b) — Qj(a,b) e Qnm(z,y) — Qm(z,y), para todo j € [k;] e z,y € k], segue
que, para todo a, b € [kj],
Qn,j(a,b) — Qj(a,b), e

Qn,j (a7 b) - @m,j(a’ b)’
Logo Q; = @m’j, satisfazendo o enunciado. O

Para os dois préximos lemas, considere a seguinte configuracao:

Configuracao 31. Seja (k) uma sequéncia de inteiros e (Q,,) uma sequéncia de permutagoes
ponderadas Q,, : [km]? — [0, 1] satisfazendo as condigées (i) e (ii) do Lema 30. Seja ¢, : (0,1] — [k]

a fungao que mapeia o intervalo ((i — 1)/ky,, i/kn] no inteiro i.

Dadas sequéncias de varidveis aleatérias (X;) e (Y;), dizemos que (X;) forma um martingal [27]

com relagao a (Y;) se (ver também Definicao 68)

E(Xm1 ‘ Yl,...,Ym) — X,

O Lema 32 ¢é idéntico ao Lema 5.3 de Lovasz e Szegedy em [46].
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Lema 32. Considere a Configuracao 31 e sejam X e Y duas variaveis aleatérias uniformes e inde-

pendentes em (0,1]. Entao (Qum(¢m(X), ¢m(Y))), m =1,2,..., forma um martingal.

Prova. Sabendo o valor de ¢,,(X), sabem-se os valores de ¢1(X),...,¢m—1(X). Com isso, basta

mostrar que

B(Qui1(6mi1(X), 6mi1 (V) | 6m(X),0m(Y)) = Qu(0m(X), om(Y)), o

E(Qui1(6ms1(X), 6mi1 (V) | 6m(X) =i, 6m(Y) = 5) = Quli. )

A condigao “¢,(X) = ¢” forga X a ser uniforme no intervalo [(i—1)/ky,, i/kn] € portanto ¢, +1(X)
é um inteiro uniforme no intervalo [(i — 1)(km+1/km), 1(km+1/km)]- Logo Qm+1(dm+1(X), dmr1(Y))

é uniformemente distribuido e obtido dos valores de (), contidos no seguinte par de intervalos
[(Z - 1)(km+1/km)v Z(karl/km)] X [(] - 1)(km+1/km)aj(km+l/km)]'

Ou seja,

B(Quir(6mi1(X), 6uir(V)) | 6(X) = i:6m(Y) = ) = Quusrm(i.5)

Do Lema 30 (ii), temos @mﬂ,m(i,j) = Qm(i,]) , e portanto
E(Qm—f—l(d)m—l—l(X)a Pm+1(Y)) ’ QSM(X) =1, om(Y) = ]) = Qm(1,J)
O

Definigao 33. Considerando a Configuragao 31, seja Zg,, : [0,1]*> — [0,1] a fun¢do que leva todo
(z,y) € [0,1)? a um valor Zg,, (z,y) em [0, 1] da seguinte forma:

0, sey =0,
ZQ'm (l’, y) = “‘:my—‘ /km7 se x = 07

Qm(dm (), dm(y)), caso contrario

Ja foi observado no Lema 21 que as colunas das permutagoes ponderadas () sao nao decrescentes.

Com isso, temos que as colunas de Zg, ou seja, Zg(z, ) para qualquer € [0, 1], formam fdas (funcoes
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de distribuicao acumulada) no intervalo [0,1], j& que a defini¢do de ¢, garante a continuidade &
esquerda para todo x € (0,1]. A definigao formal de fda se encontra na Segao A.1. Sao nao-

decrescentes, continuas & esquerda em (0, 1] e valem 0 no ponto 0.

Nos proximos lemas, serao necessarios alguns conhecimentos basicos de probabilidade, que poderao
ser vistos mais detalhadamente na Se¢ao A.1 ou em [44] (cap.IV). Primeiramente, diz-se que uma
sequéncia de fdas (F),) converge fracamente (weak convergence) para uma fda F' (ou simplesmente
F, = F) se lim,,_.oo Fy,(z) = F(z) para todo z € [0,1] onde F' é continua. Sabe-se também que o

conjunto dos pontos de descontinuidade de qualquer fda é um conjunto enumerével.

Lema 34. Seja (Q,,) uma sequéncia de matrizes Qy, : [km]? — [0,1], m > 0, tal que Q. (i,j) <
Qm(i, '), para todos i € [ky] e j < j' € [km]. Suponha que, para quase todo z,y € [0,1], Zg, (z,y)
converge (m — o0). Entao existe uma funcao Z : [0,1]> — [0,1] mensurdvel tal que, para todo

x € [0,1], Z(x,-) é uma fda e satisfaz o seguinte:

(a) Zg,, (x,y) — Z(z,y), para quase todo (x,y) € [0,1]%.

(b) Zg, (z,") — Z(x,-), para quase todo z € [0, 1].
Prova. Pelo enunciado, para quase todo (z,y), existe

Z(z,y) = n%gnoo ZQm(may)‘

Consequentemente, para quase todo y € [0,1], Zg,, (x,y) converge para quase todo z € [0, 1].

Ou seja, existe A C [0,1] de medida nula tal que, se y € [0,1]\A, entao existe I'y C [0,1] de

medida nula tal que, se z € [0, 1]\I'y, entao Zg,, (x,y) converge.

Como [0, 1] é separavel (possui um subconjunto denso enumeravel) e separabilidade é hereditaria

para espagos métricos (Corolario 83 da Secao A.1), temos que [0,1]\A é separavel.

Seja ¥ um subconjunto denso enumerével de [0,1]\A. Claramente, ¥ tem medida nula (pois é
enumerdvel) e também ¢ denso em [0, 1] (pois A tem medida nula). Seja I'y = J, ¢y I'y. Claramente

I'y também tem medida nula, pois é uma uniao enumeravel de conjuntos de medida nula.

Com isso, para todo z € [0,1]\I'y, Zg,,(z,y) — Z(x,y) para y € Y. Como as colunas de @,
sdo nao decrescentes, temos que, para quase todo = € [0,1], Zg,, (z, ) é uma sequéncia de fdas que

converge pontualmente em um conjunto ¥ denso em [0, 1].
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Segue entao do Fato 76 da Secao A.1 que, para todo z € [0,1]\I'y, (Zg,,(x, ")), m — oo, é uma

sequéncia de fdas que converge fracamente em [0, 1].

Fixe z € [0,1]\I'y. Pelo Fato 75 da Secao A.1, o limite da convergéncia fraca é unico [44]. Seja
entdo Fy(-) a fda tal que Zg,, (x,) — Fy(-), m — oo. Tome y € [0,1]. Se (Zg,,(2,y)), m — oo,
converge, entao o limite é Z(x,y), pela prépria definicdo de Z (ou seja, F,(y) = Z(x,y)). Se nao

converge, entdo Z(x,y) nao esta definido neste ponto, e podemos fazer Z(x,y) = F,(y).

Resumindo, para quase todo z € [0, 1] (lembre que I'g tem medida nula)
ZQm($7 ) — Z(J?, )

Para = € T'y, tome Z(z,y) = y, para todo y € [0,1]. Com isso, Z estd totalmente definido e, pelo
Teorema 80 da convergéncia dominada de Lebesgue, é mensuravel, pois é limite da convergéncia

pontual, a menos de um conjunto de medida nula, de fungoes mensuraveis. O

A Defini¢ao 35 abaixo é provavelmente a mais importante desta tese e apresenta o objeto limite

das sequéncias convergentes de permutagoes, que chamaremos permutacao limite.

Definigao 35 (Permutacgdo limite). Uma permutacao limite é uma fung¢ao mensuravel Z : [0,1]2 —

[0, 1] que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) Para todo x € [0,1], Z(x,-) é uma fda continua em 0 e em 1

(b) Para todoy € [0,1], Z(-,y) é uma fun¢ao mensuravel e
1
/ Z(w,y) dov =y
0

A condigao (b) é uma condigao de “massa” e diz que a “soma” de todas as fdas em Z gera a fda

“y = 27 (estd relacionada com a propriedade (b) da definigdo de permutacao ponderada).

Como exemplo de permutacdo limite, temos Z, : [0,1]?> — [0, 1] onde todas as fdas sdo uniformes,

ou seja, Z,(z,y) =y para todo z,y € [0, 1]. E fcil verificar que Z, satisfaz a condi¢do de massa.

Outro exemplo é a permutagao limite Zy; onde, para todo x € [0,1], a fda Zy;(z,-) é formada
apenas de duas descontinuidades: uma em x de tamanho 1 — p e outra em 1 — z de tamanho p, para

algum p € [0,1]. Também é facil ver que Zy; satisfaz a condicao de massa. Para isso observe que,



50 CAPITULO 4. LIMITES DE SEQUENCIAS DE PERMUTACOES

se y € [0,1/2], entdo Zpi(z,y) = 1 — p (para z € [0,y]) ou Zp1(z,y) = 0 (para z € [y,1 — y]) ou
Zo1(z,y) = p (para z € [1 —y, 1]). Nesse caso, fol Zoi(z,y)de = (1—p)-y+p-y=y. Sey € [1/2,1],
entdo Zp1(z,y) =1 —p (para z € [0,1 —y]) ou Zpi(x,y) = 1 (para = € [1 —y,y]) ou Zpi(z,y) =p
(para x € [y, 1]). Nesse caso, fol Zoi(x,y)de =(1-p) - 1—-y)+2y—1)-14+(1—y)-p=y.

Outro exemplo é a permutagao limite Zg, onde, para todo x € [0,1], a fda Zg,(z,-) tem uma
descontinuidade em x de tamanho 1 — p e é uniforme nos demais pontos, para algum p € [0, 1]. Se
p =1, temos Z,. Também é facil ver que Zg, satisfaz a condigdo de massa. Para isso observe que,
dado y € [0,1], Z(xz,y) = (1 —p) +p-y (para x € [0,y]) ou Z(z,y) =p-y (para = € [y, 1]). Assim,
Jo Zau(z,y)de = (1—p)+p-y)-y+(p-y) - 1—y) =y

O lema abaixo prova uma importante propriedade das permutacoes limite, que é usada na prova
de outros lemas. A conclusao importante dele é que nao existe um conjunto de medida positiva onde
as fdas tenham uma descontinuidade em um mesmo ponto (ver a semelhanga com a equagao 4.1).
Isso serd 1til na geragdao de permutagoes aleatérias tendo Z como modelo, pois todos os ntmeros

gerados serao diferentes entre si com probabilidade 1.

Lema 36. Seja Z uma permutacao limite. Entao, para todo a € [0,1], o conjunto dos pontos

x € [0, 1] tais que Z(x,-) é descontinua em « é de medida nula.

Prova. Fixe o € [0,1]. Do Fato 70 da Segao A.1, temos que, para todo x € [0, 1], o limite a direita
limy 1 Z(x,a’) existe para todo a € [0,1). No caso de a = 1, podemos supor limy .14 Z(z,a) =1

se estendermos as fdas para a reta real, como mencionado na Sec¢ao A.1.

Do Teorema 80 da convergéncia dominada de Lebesgue e da Definigao 35(b) de permutagao limite

acima, temos que
1 1
lim Z(z,d/) dz = lim Z(z,d')der = lim o = a.
0 o—a+ o' —a+ Jo o' —a+

Com isso,

/0 1( lim Z(z,a) — Z(x,a)) dz = 0 (4.4)

o —a+

Assim, o conjunto dos pontos z € [0, 1] tais que limy/ o1 Z(2,a')—Z(z, ) > 0 é de medida nula. [J

O lema abaixo é usado em um importante lema posterior. Ele afirma que, dada uma permutacao

limite Z, o conjunto Dz dos pares (z1,72) € [0,1]? tais que suas fdas em Z compartilham uma
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descontinuidade é de medida nula. Note que, para todo z; € [0,1], o conjunto Dz(z1) = {z2 €
[0,1] : (x1,22) € D} tem medida nula. Isso porque Z(z1,-) tem um conjunto enumeravel de pontos
de descontinuidades « e, pelo lema anterior, cada « sé pode ser descontinuo em um conjunto de
medida nula de fdas. Isso é um indicativo de que Dz tem medida nula no plano, ja que suas segoes
horizontais e verticais tém medida nula. Mas, isso s6 é valido se for provada a mensurabilidade de
Dz no plano, que é a dificuldade aqui. Gostarfamos entao de agradecer a imensa ajuda de Carlos

Gustavo Moreira [48], IMPA, que é o autor da elegante prova deste lema.

Lema 37. Dada uma permutacao limite Z : [0,1]2 — [0,1], seja Dz C [0,1]? o conjunto dos pares
(z1,22) tais que Z(x1,-) e Z(x2,-) tem uma descontinuidade em um mesmo ponto. Entao Dy é

mensurdvel em [0, 1)? e tem medida nula.

Prova. Seja A a medida de Lebesgue. Para x € [0, 1], seja A(z) o conjunto dos pontos « € [0, 1] tais
que Z(z,.) é descontinua em «. Por definigao, Z(z, ) nao é descontinua em 0 nem 1. Para a € [0, 1],

seja X («) o conjunto dos pontos z € [0, 1] tais que Z(z,.) é descontinua em a.

Para todo k > 1, seja Dy, C [0, 1]? o conjunto dos pares (1, x2) tais que Z(z1, ) e Z(x2, ) tem uma
descontinuidade de tamanho pelo menos 1/k em um mesmo ponto « € [0, 1]. Entao Dz = |J;—; Dk.
Se A(Dy) = 0 para todo k > 1, entdo Dz tem medida nula.

Fixe k > 1. Provaremos que A(Dj) = 0. Para todo inteiron > 0e 1 < j < 2" seja
(n) _ ) ; :
Vi ={xel0,1]: Z(z,j/2") = Z(z,(j = 1)/2") = 1/k}

o conjunto dos pontos x € [0, 1] tais que a fda Z(z,-) tem uma diferenga de pelo menos 1/k entre os
pontos (j — 1)/2™ e j/2™. Por exemplo, Yl(o) = [0,1], pois a variagao total é 1 j& que nenhuma fda
(

de Z é descontinua em 1. Note ainda que Yj(n) D 2;1 o Yj(n) D YQ(;ljll).

Observe que, para todo n > 1,
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Note também que

on

ADy) < A(U (Yj(") ><Yj("))> < iA(Yj("))? < (13%% A(Y, )ZA (4.5)
i=1 ==

j=1

Afirmamos as duas equacoes abaixo.

2”

Para todo n fixo, Z /\(Yj(n)) <k. (4.6)
j=1

lim max )\(Y( )) =0. (4.7)

n—00 1<5<2n

Com isso, fazendo n — oo e aplicando (4.6) e (4.7) em (4.5), temos que A\(Dy) = 0, como desejado.

Falta provar (4.6) e (4.7). Para provar (4.6), fixe n > 0. Para 1 < j < 2", seja 1;: [0,1] — {0,1}

(n) (n)

a funcao caracteristica de YJ , ou seja, 1;(z) =1seesdsexe YJ . Entao, para todo z € [0, 1],

temos que Z?ll 1;(x) < k, pois cada z pertence a no maximo k conjuntos Yj(n). Portanto

2”1

2n 1 1
STay™) = Z/ 1;(z) / 2)dz < / kdr < k
j=1"9 0

J=1

Suponha agora por contradi¢ao que (4.7) nao vale. Entao existe um 6 > 0 e existem sequéncias
(ng), ny — o0, e (ji), 1 < j; < 2™, tais que /\(Y}(lm)) > § para todo [ > 0. Para todo [ > 0, sejam
=(ji—1)/2" e by = j;/2™. Seja I; C [0,1] o intervalo [a;, b;).

Como YI(O) =[0,1] e a variagdo é 1 > 4, temos que ng =0, jo =1, a0 =0, by = 1 e Iy = [0,1).
Note ainda que, se )\(YQ(;IH)) > § ou A( 2(j7jl+11)) > §, entao )\(ngnl)) > 4. Com isso, podemos
considerar a sequéncia (n;) como a sequéncia dos naturais.

Construiremos uma arvore infinita I' com nés (j,n), n =0,1,2,...e1 < j <2" O né (j,n) tem
no maximo dois filhos (2j,n+ 1) e (25 — 1,n + 1). Existe uma aresta entre os nés (j,n) e (2j,n+ 1)
se e sO se )\(Y(n+1)) > 0. O mesmo para a aresta entre (j,n) e (25 —1,n+1).

Pelo exposto, temos que a arvore I' é infinita, conexa, estd contida na arvore binaria infinita e a

raiz de I' é o n6 (1,0), como ja explicado. O Lema de Konig afirma entao que I possui um caminho
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infinito partindo da raiz.

Podemos entao considerar as sequéncias (n;) e (j;) de acordo com este caminho infinito. Assim
a sequéncia de intervalos (I;) é encaixante. Ou seja, I1 D Iy D I3... Em particular, existe a € (0,1)

tal que (2, I; = a

Para todo | > 0, seja 1~/} = Yjsnl). Pelo ja exposto, temos também que 571 D }72 D }73 ... Seja
Y = N2y Y. Segue que A(Y) > 8 e Y C X(a). Temos entdo uma contradicio, pois A(X («)) =0. O

Lema 38. Dada a Configuracao 31, existe uma permutacao limite Z : [0,1]?> — [0, 1] tal que

(i) Para quase todo (z,y) € [0,1]%, Zq,, (x,y) — Z(z,y) (m — o)
(ii) Para quase todo z € [0,1], Zg,, (x,-) — Z(z,-) (m — o)

(iii) Para todo m e i,j € [ky,]

i/km 3/ km
sz:k2/ / Z(x,y)dx dy

1)/km J(j—1)/km

Prova. Pelo Lema 32, Qun(om(X), om(Y)), m = 1,2,..., forma um martingal e, como é limitado,
conclui-se pelo Teorema da Convergéncia de Martingais [27] que lim, . Zg,, (2, y) existe com prob-
abilidade 1. Isso significa que, para quase todo (x,y), Zg,,(x,y) converge. Do Lema 34, temos que
existe Z : [0,1]% — [0, 1] mensurdvel, tal que Z(z,-) é uma fda para todo z € [0, 1] satisfazendo (i) e
(ii).

Para provar (iii) observe que, para i,j € [kp]

i(kn/km) 3 (kn/km)

Qnliog) = lim (1)) > Qe

a=(i=1)(kn/km)+1y=(G—1)(kn/km)+1

9 l/km /km
— k2, lim / Bu(). 60 (y))da dy
n— (i—1)/km J (j—1) /km

'L/km /km
/ / (z,y)dz dy
(i—=1)/km J(5—1) /km

Falta mostrar que Z é uma permutacao limite. Note que, como Z é mensuravel, entao, pelo
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teorema de Fubini [53], Z(-,y) é uma fungao mensurdvel para quase todo y € [0,1]. Seja Y C [0,1] o

conjunto dos pontos y tais que Z(-,y) é mensuravel. Claramente Y é denso em [0, 1].

Tome agora qualquer y € (0,1]. Pela continuidade a esquerda e pela equagao A.1 da Segao A.1,

Z(z,y) = y/h_{} Z(z,y'), para todo x € [0,1].
y'ey

Com isso, Z(-,y) é o limite da convergéncia pontual de fun¢oes mensuraveis Z(-,y’) (v’ € Y). Entao,

pelo Teorema 80 da convergéncia dominada de Lebesgue, Z(-,y) é mensuravel para todo y € [0, 1].

Suponha entao, por contradigao, que Z nao satisfaz a condigao (b) da Definigao 35, ou seja, existe

um y € [0, 1] tal que

1
/ Z(z,y) de = y+ A, paraalgum —y <A <1—ycom |A| > 0.
0

Suponha inicialmente que y #0ey # 1. Tome ky, tal que k,, > 12/|A|, kn, > 2/y € kp, >

2/(1 —y). Tome j tal que ;- <y < ]H Observe entao que, de (iii)

Z/km ]/km ]/km
Zszj Zk2/ / wydazdy—k2// Z(z,y)dx dy

(i—1)/km —1)/km —1)/km

Portanto, da propriedade (b) da definicdo de permutacdo ponderada, temos que

3/km (G+1)/km 1
// Z(x,y)dx dy S% // Z(z,y) ‘7+ (4.8)

Como, para todo x € [0, 1], Z(x,-) é ndo decrescente, temos

z,y)dy < z, < / €T,y)ay. .
1/ km J(G-1)/km Km 1k Jj ks,

Logo, de (4.8) e (4.9), X

j—1 / J j+1

< | Z(e, L Nde <12 410
0 ( k ) ( )
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Como 1 < j < ky,, — 2, temos de (4.10) que

J7 7~ (5.2 Vdw <21 < Z%degﬂ 411
k
0 0

Logo, de (4.11) e do fato de Z(xz,-) ser nao decrescente, Vz € [0, 1], temos

2 j-1 1 j ! ! j+2 j+3 3
RS A Z(,—)d < | Z(z,y) de < Z(,7>d <IF2 o2
Y km—km—/o o ””—/o “y)“—/o Do S T S

Portanto, temos uma contradi¢ao e Z satisfaz (b), pois

Se y = 0 ou y = 1, valem argumentos idénticos com pequenas diferencas (tomando limitantes apenas
de um lado). Finalmente, se Z(x,-) é descontinua em 0 ou 1, faga Z(x,-) igual a fda Z, uniforme.

Pelo Lema 36, essa alteracao afeta apenas um conjunto de medida nula. O

4.4 Convergéncia das Sequéncias de Permutacoes

Sabe-se que toda fda tem associada uma medida de Lebesgue-Stieltjes (ver Secao A.1). A con-
vergéncia fraca de fdas é importante para mostrar a convergéncia das integrais sobre essas medi-

das. Seja Z : [0,1]> — [0,1] uma funcdo tal que Z(z,-) é uma fda para todo x € [0,1]. Fixado

(x1,...,2m) € [0,1]™, cada fda Z(x1,),...,Z(Tm, ) define uma medida, cujo produto define uma
medida sobre [0, 1]™. Dado m > 1, lembre que [0,1]7* é o conjunto dos pontos (ai,...,an) € [0,1]™
tais que a1 < --- < au,. Para melhor compreensao da notacao abaixo, indicamos a leitura da
Secao A.1.

Definicao 39. Dada uma permutacao 7 : Zy, — Zp (m > 1) e uma fungao Z : [0,1]2 — [0,1]
tal que Z(z,-) é uma fda para todo x € [0,1], seja Lz : [0,1]™ — [0,1] a funcao que leva todo

x=(z1,...,2m,) € [0,1]™ em

LT,Z(QJ> = /[0 - Z(.’L‘l, da.,.(l)) ce Z(l‘m, dOzT(m)> = /[0 1 Z(.’L‘Tfl(l), qu) s Z(l‘Tfl(m), dam)

A integral na definicdo acima, sobre o produto das medidas provenientes das fdas, estd escrita de
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dois modos diferentes. Sejam g1, ..., fi;, as medidas associadas as fdas Z(2.-1(1),°), .-+, Z(T7-1(m), *)-
O produto pi; = py X - -+ X py, dessas medidas é uma medida em [0, 1]™, o hiper-cubo unitario m-
dimensional (ou m-cubo unitério). O valor de L; z(z) é a medida p, de [0,1]7", um m-simplexo
do m-cubo. A Figura 4.5 abaixo faz uma ilustracao de [0, 1]} para o caso m = 3 (o 3-simplexo é
chamado de tetraedro). Como exemplo, se i, é a medida de Lebesgue em [0, 1]™, é ficil verificar que

a medida desse m-simplexo é igual a p,(]0,1]7") = 1/ml.

@, @,

Figura 4.5: 3-cubo [0,1]3 e o 3-simplexo [0,1]3

O Lema 40 abaixo é um dos mais importantes e técnicos dessa tese. Ele prova a convergéncia das

integrais multiplas de Lebesgue-Stieltjes para quase todo x € [0, 1]™.

Lema 40. Seja Z uma permutacao limite. Considere uma sequéncia de permutagoes ponderadas
Qn : [kn)? — [0,1] tal que Zg, (x,y) — Z(z,y) para quase todo =,y € [0,1] e Zg, (z,) — Z(z,)
para quase todo x € [0,1]. Seja T : Zy, — Zn, (m > 1) uma permutacao. Entao, para quase todo

x € [0,1]™, temos que

lim L;z, () = Lrz(x). (4.12)
n—oo
Prova. Seja [0,1]7 C [0,1]™ formado pelos pontos = = (x1,...,2m) tais que Zg, (zi,-) —— Z(x;,")

(n — 00), para todo i € [m]. Segue do enunciado que [0, 1]™\[0, 1] é de medida nula.

Seja [0,1]7" o conjunto dos pontos (x1,...,zmy) de [0,1]™ tais que, para algum par 1 < i < j < m,

Z(x;,-) e Z(xj,-) sao fdas com um mesmo ponto de descontinuidade. Temos pelo Lema 37 que [0, 1]}
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é de medida nula. Definimos entao [0, 1];" = como [0, 1];% = [0,1]7\[0,1]7*. Com isso, [0, 1]™\[0, 1]}"

bom bom bom

tem medida nula.

Temos que provar que todo = € [0,1]}"  satisfaz a equagdo 4.12. Para isso, faremos uso do

bom
Teorema 79 de Alexandrov, explicitado na Secdo A.1. Grosso modo, ele afirma que, dada uma
sequéncia de medidas de probabilidade p, p1, p2, - . . em um espaco métrico 2 e dado um subconjunto
A C Q tal que u(dA) = 0, entdo a convergéncia fraca das medidas p, — u (n — oo) implica a
convergéncia da medida p,(A) para p(A). A fronteira A de A é o conjunto dos pontos tais que

toda bola aberta centrada neles contém pontos de A e pontos de seu complementar Q\ A [41].

E fécil ver que a fronteira 90, 1] de [0, 1]” em [0,1]™ é o conjunto dos pontos (a; < - < @) €
[0,1]™ tais que a; = 41 para algum i € [m — 1]. Claramente, 00, 1]} tem medida de Lebesgue

nula em [0, 1]™

Fixe agora z = (21,...,2m) € [0,1]7% . Seja p a medida em [0, 1]™ consistindo no produto

bom*
das medidas de Lebesgue-Stieltjes provenientes de cada fda Z (.’L‘Tfl(i), -), para todo ¢ € [m]. Para
todo n > 1, seja p, a medida em [0,1]™ consistindo no produto das medidas de Lebesgue-Stieltjes
provenientes de cada fda Zg, (7,-1(;),"), para todo i € [m]. Como z € [0, 1]}, temos pelo Teorema

de Helly-Bray multivaridvel (ver Secao A.1) que u, converge fracamente para p (n — 00).

Para provar que lim,_.oc pn([0,1]2") = u([0,1]2"), que é exatamente a equagao 4.12 desejada,

podemos utilizar o Teorema 79 de Alexandrov. Para isso, devemos provar que p(9[0,1]3") = 0.

Para todo ¢ € [m — 1], seja ©; C [0,1]™ o hiper-plano formado pelos pontos (1,9, ... ,aq,) tais
que a;y1 = a;. Claramente, 9[0,1]™ < J/;" Qi. Logo u(d[0,1]7) < 3271 u(€).

Pelo Teorema de Fubini [53], temos que

= / / / / / Z(.Z'Tfl(l),dOKl)"'Z(%’T—l(m),dam)
a1€[0,1] Jase{a1} Jaz€[0,1] Jas€[0,1] am€l0,1]

Como, para todo k € [m], [

onel01] Z(@r=1(), dok) = 1, temos que

w0 = [ ([ 2 dan) 2, da)
a1€[0,1] ( azE{al} ( ) ) ( )

Seja Do o conjunto dos pontos de descontinuidade da fda Z(a:T_l(Q), -). A integral interna é positiva



58 CAPITULO 4. LIMITES DE SEQUENCIAS DE PERMUTACOES

se a1 € Dy e é zero caso contrario. Logo
W) < [ Z(aydan) = s (Do)
a1€D>o

onde '“Irl(l) ¢ amedida de Lebesgue-Stieltjes associada a fda Z(z,-1(1),-). Pelo Fato 73 da Segdo A.1,

Dy é enumerdvel. Como p _, (1) ¢ uma medida, entao é enumeravelmente aditiva. Ou seja, temos
/

que ﬂ;—l(l)(D2) = ZaeDQ MTfl(l)(a)'
Como z ¢ [0, 1], temos que as fdas Z(x.-1(1), ) € Z(2,;-1(3), -) ndo podem ser ambas descontinuas
em um mesmo ponto. Ou seja, ji,-1(1)(a) = 0 para todo a € Da. Logo, i _ (1)(D2) =0eu(Q)=0.

Analogamente, teremos 1(§2;) = 0 para todo ¢ € [m — 1]. Logo u(9[0,1]2") = 0. O

O fato abaixo ¢é usado para estabelecer a mensurabilidade das fungoes L. 7, (-). E usado também

na prova da convergéncia das densidades de subpermutacoes.

Fato 41. Seja 7 : Zy, — Zy, (m > 1) uma permutacao. Seja Qy : [kn)> — [0,1] (k, > 0) uma

permutagao ponderada. Entao, para todo x = (z1,...,2y) € (0,1]™

Lezo, () = > ] (Qn([k‘nitﬂv%(i)) = Qn([knzil, ar@) — 1)>

A€lkn+1]7v =1

Prova. Note que, para todo z1,a; € [0,1], 1 # 0

Za,(w1,01) = Za, ( ““Z:” , ““23”) = Qu([knz1], ko)

Com isso, para x = (x1,...,Ty) € (0,1]™

Lrzq, (z) = /[0 1 Zq, (21, daT(l)) 0 2 (@m,s daT(m))

- /[0,1];" Za, ( MZ;:J ’daT(l)) 7o, ( [kq;n:mW ’daT(m)>

Como Zg, (x,-) é uma fda discreta constante em cada intervalo (0, %], (ﬁ, %], e (

kn—1
kn

, 1], temos
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que as descontinuidades s6 podem ocorrer nos pontos o do conjunto {0, 1%7 e kf,fc_l, 1}. Por isso
n n

_ U{Jn$1—| [k’nxm—|
LT,ZQn (‘T) - /{0 L9 1 ZQn ( k'n 7da7’(1)) T ZQn ( kn vdaT(m)>

Skn ' kn’ )

N N ),

A€lkn+1]m i=1

m
= Z H (Qn( U{nl‘J ) a'r(i)) - QTL( [knx%—‘ » Ar (i) — 1)) )
A€kn+1]m i=1
onde, para lidar com descontinuidades em 1 e nao complicar a notagao, consideramos Zg,, (z;, ;) = 1,
para «; > 1 (z; € [0,1]). O

Corolério 42. Seja 7 : Zy, — Zy, (m > 1) uma permutagao. Se Z é uma permutacao limite, entao

L. z(-) é uma funcao Lebesgue-mensuravel.

Prova. Seguindo idéias de [13], aproximaremos permutagoes limite através de matrizes. Seja P =
(a1 < -+ < aj) uma particao de [0,1] em k intervalos V; = (a;,a;4+1] (0 < i < k), onde ap = 0 e
ar+1 = 1. Seja |V;| = a;4+1 — a; para todo i € [k].

Defina a matriz Qzp : [k]?> — [0, 1] da seguinte forma: para todo 4, € [K]

1

Qzp(i,j) =
|V1| : |VJ| VixV;

Z(z,y)dz dy.

Para todo n > 1, seja P, a parti¢ao de [0, 1] em intervalos consecutivos de tamanho 1/2" e seja
Qn = Qzp,. Assim, paran’ >n > 0, @,y é um “refinamento” de @,, e podemos obter um martingal,
assim como feito no Lema 32, provando, pela convergéncia dos martingais, que Zg,, (z,y) — Z(z,y)
para quase todo x,y € [0,1]. Com isso, pelo Lema 34, temos que Zg, (z,-) — Z(z,-) (n — 00),

para quase todo z € [0, 1].

Podemos entdo aplicar o Lema 40, mostrando que L, z(-) é o limite da convergéncia pontual (a
menos de um conjunto de medida nula) das fungoes L z, (+), que sao mensuraveis pelo Fato 41.

Logo, pelo Teorema 80 da convergéncia dominada de Lebesgue [8], L. z(-) é mensurédvel. O

Veremos abaixo que a convergéncia das permutacoes ponderadas para uma permutacao limite Z
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implica na convergéncia das densidades de qualquer subpermutacao 7, e o limite é a densidade de

subpermutacoes de 7 em Z, definido a seguir.

Defini¢ao 43 (Densidade de subpermutagoes em permutagoes limite). Dada uma permutagao 7 :
Ly — Ly, (m > 1) e uma permutacao limite Z : [0,1]2 — [0, 1], definimos a densidade de subper-

mutagoes t(1,Z) como

t(r,2) = m!/ L; 7(z)dx = m!/ (/ Z(x1,dor(ry) -+ Z (T, daT(m)))dazl codry,
[0,1]5 0,15 *J[0,1]5*
(4.13)

Lembre que, do Coroldrio 42, L. z(-) é Lebesgue-mensuravel. O termo m! vem do fato de que
A([0,1]7") = 1/m!, onde X é a medida de Lebesgue. Ou seja, é um fator de normalizagao. Esta

defini¢ao se assemelha a uma proposta por Cooper no Teorema 11 de [22] (ver Lema 10 da Segao 2.2).

Um exemplo simples desta notacao é se tomarmos uma permutagao limite Z, tal que Z,(z,y) = v,
para todo z,y € [0,1] (ou seja, todas as fdas sdo uniformes). Neste caso, temos que, para todo

T Loy — Lo,

t’T,Zu = m'/ / daT "'da’rm dx dﬂfm
(2] 0.1] ( oy ( )) '

1 1
= | J— e e —
m! /[0’1]? (m!>da:1 dxm, T (4.14)

pois A([0,1]7") = 1/m!. Essa equacao indica uma definigdo alternativa para as permutagdes quase-

aleatérias de Cooper, que serd dada no Corolério 66.

Para finalizar a caracterizagao, precisamos provar o lema auxiliar abaixo.

Lema 44. Considere, segundo a Configuragao 31, uma sequéncia de inteiros (ky,), km — 00, € uma
sequéncia de permutagoes ponderadas Q. : [km]? — [0,1] convergindo para uma permutacdo limite

Z :[0,1]?> — [0, 1] segundo o Lema 38. Entao, para toda permutacao 7 : Zy, — Zm, temos que

lim t(1,Q,) = t(7,2).

n—oo

Prova. Seja T : Zyp, — Z,, uma permutacao qualquer. Escreveremos L, para a funcao L, Zo, da



4.4. CONVERGENCIA DAS SEQUENCIAS DE PERMUTACOES 61

Definicao 39. Pela Definigao 28 de t(7, @y),

kn\
t(Tv Qn) = <m> Z Z H (Qn Xuar( Qn(Xwa (1) — 1))
Xe[kn| Aclkn+1]7r i=1
Pelo Fato 41, temos que

HrOn) = (’;j:>_1 3 Ln(f;l);’j)

Xelkn]g

Note que L, (wl, .. ,xm> = Ln(i%, e Xm) para todo x; € (Xé:17 f—;] (¢ € [m]). Podemos entao
ver 0 somatorio vy, jm cOmo uma integral multipla, “compactando” [ky] no intervalo [0, 1], onde

21 varia de 0 a 1, xo varia de i [knz1] a1, x3 varia de ﬁ[lﬁnwﬂ al,...

kN
Hr Qn) = <m> o /(0,1} /(,jn[knxﬂ,l} /(klnfknxz],l} .”/(klnfknxmﬂ,l} Lal@r,. - om) do -+ dam.

Com isso, temos o limitante superior

e\ !
t(r,Qn) < ( n) k,T/ L,(x) dx.
(7,@n) m o ()

Afirmamos ainda o seguinte limitante inferior

HrQn) > <Z>_lw</mm Lo(@) de - mk;1>

Para isso, note que os casos ruins da integral acima ocorrem quando algum dos m — 1 pares em

{(z1,22), (x2,23), ..., (Tm—1,Zm)} estdo em um mesmo intervalo do tipo [z-, ak—tl] Assim, temos
k -1 k [knmJ
s () e S [ ]
m [0 1 Z Ti4+1 Tm—1

m—1

o\ 7L . 1
> <m> kn(/[Ql]Z)nLn(l'la"-?xm) dry - dzg — ZE)’

=1
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como desejado.

Do teorema do confronto sobre os limitantes obtidos, temos

k) !
lim ¢(7,Q,) = lim ( > k,T/ L,(x) dx
e nTee N [0.1]

Da definicao de L,, e do fato (’:r’;)_lk:,T — m/!, temos

n—oo n—oo

lim t(T, Qn) = m! lim (/ ZQn (1‘1, daT(l)) ce ZQn (a:m, dOéT(m))>da:1 cee dxm
0,1z *J[0,1]z

Pelo Lema 38(ii), podemos aplicar o Lema 40, que garante a existéncia de um subconjunto [0, 1]~ C

bom,o
[0, 1]5" tal que [0, 1]5\[0, 1]37,, , ¢ de medida nula em [0, 1]™ e, para todo z = (21, ..., 2m) € [0,1]55,, ..

vale a equagao 4.12. Com isso, do Teorema 80 da convergéncia dominada de Lebesgue [52] sobre

[0, 1]55,m, 0+ temos

lim ¢(7,Q,) = m!/

n—oo [071];;«;7”’0

( lim / ZQn (-7317 dOéT(l)) . ZQn (I‘m, daT(m))>dI1 . dJUm
[0,1]7"

n—od

Da definigao de [0, 1] e pelo fato de [0,1]7"\[0, 1]} = ser de medida nula, temos

bom,o bom,o

n—oo

lim t(1,Q,) = m!/ (/ Z(xl,daT(l))---Z(wm,daT(m)))dxl coedry, = t(1,72)
(0,175 *J{0,1]5

O Teorema abaixo finaliza a caracterizagao.

Teorema 45. Seja (0,) uma sequéncia convergente de permutacées. Entao existe uma permutacao
limite Z : [0,1)2 — [0, 1] tal que
lim t(r,0,) = t(r,2),

n—oo

para toda permutacao T.

Prova. O Lema 30 mostra a existéncia da subsequéncia (o},) ¢ das sequéncias das partigoes (P, ;)
e das matrizes (Qm,;) e (Q;). Para 1 < j <m, seja oy, ; = K(Pm,j, Qm,j) e seja o, = K(Pu,j, Qj).
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Entao .
Ao, o i) < = (4.15)
' J
pois Py, ; ¢ uma particao fraca (1/j)-regular de o7,,, e
Ao,y Oms) < =+ 75 (4.16)
J ok

pelo Lema 30(iii) e pelo Lema 25. Tomando j suficientemente grande, temos de (4.15) e (4.16)

| o

Aoty ol ) < . (4.17)

S

Fixe uma permutacao 7. Seja Z,, ; = Zg;fn*j e Zj = Zg,. Claramente

T, Zmj) = t(T, 00 ).

m?j

Além disso, como Qp, ;(+,-) = Q;(-,-), temos que para todo z € [0, 1]

€
t(7_7 Zm,j) _t(Tv Zj) < 17
para m suficientemente grande, pois t(7,7;) = t(7,Q;) pode ser escrito pela equacdo (4.3) da

Definigao 28.

Finalmente, pelo Lema 38, existe uma permutagao limite Z tal que, para quase todo z € [0, 1],
Zi(z,) — Z(z,-) (j — 0). (4.18)
Tome € > 0 e escolha um inteiro mg tal que, para m > my,

t(r,oh,) — lim t(1,0,)| <

n—oo

el o

Segue de (4.18) e do Lema 44 que, com j suficientemente grande,

t(r,2) —t(r,Z;)| <

1 ™
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Para aplicacdo do Lema 29, podemos assumir que m > j > mqg > 24|7|?/c. Pelo Lema 30 e por
(4.17) temos que

3
t(T,a;n)—t(T,az,j)] < 2 dn(ol, on) < 272 < Z

Conclui-se entao o Teorema, pois

‘t(T,Z)— lim t(7,0,)| < e

n—oo

4.5 Permutacoes Z-aleatodrias

Definicao 46 (Permutagio Z-aleatéria). Dada uma permutacdo limite Z : [0,1]> — [0,1] e um
inteiro n > 0, uma permutagao Z-aleatéria (ou Z-permutacao-aleatéria) o(n, Z) é gerada da seguinte
forma: Nos geramos aleatoria e independentemente n pares de nimeros (X1,a1),...,(Xp,ay) em
[0,1]? tais que X; é uniforme e a; é gerado segundo a fda Z(X;,-), ondei € [n]. Sejam R, S : Z,, — Zy,
as permutagoes tais que R(i) = [{j : X; < X;}| e S(¢) = |{j : aj < a;}|, para todo i € [n]. Entao
o(n,Z) =S -R™1, ou seja, é6 a permutacdo de Z, em Z, tal que o; = S(R™'(i)), para todo i € [n].

Por exemplo, se n = 4, X = (0.7,0.3,0.9,0.2) e a = (0.8,0.2,0.5,0.3), entdo R = (3,2,4,1) e
S = (4,1,3,2). Portanto, 0 = (2,1,4,3). Observe que nao ha conflito pois, devido ao Lema 36, a
sequéncia (aj,as,...,a,) terd dois elementos iguais com probabilidade 0.

Um modo equivalente é gerar uniformemente (X; < --- < X,,) em [0, 1]7 e gerar aleatoriamente
(a1,...,a,) em [0,1]" segundo as fdas Z(Xi,:),...,Z(Xn, ). Assim, o(n,Z) serd a permutacao

obtida da ordem de (aq,...,an).

Teorema 47 (t(7,0(n,Z)) converge para t(r,7)). Para toda permuta¢ao T : Zy, — Ly € n > m,

temos que

() E(t(r,a(n, Z))) — (1, 2)

(b) P(‘t(T,J(n,Z))—t(T,Z)‘ >5> < 2exp{—e2n/2m?}
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Prova. Gere o(n,Z), ou seja, gere aleatoriamente X = (X7 < --- < X,,) em [0, 1]? e gere aleatoria-
mente (ai,...,a,) em [0,1]" segundo as fdas Z(Xy,-),...,Z(Xn, ).

Dada uma funcao injetiva ¢ : [m] — [n] tal que ¢(1) < --- < ¢(m), seja Ag o evento: “(ai,...,an)

segue o padrdao de 7. Temos que, condicionado em X, a probabilidade de Ay é
P(4y | X) = /[oum 2(Xg), dor)) -+ Z(Xg(m), d0r(m) ).

Portanto, pela lei da probabilidade total,

IP(A¢> = Ey (IP(A¢ | X)) = IEX</[071]M Z(X¢(1),daT(1))-..Z(Xd,(m),daT(m))) = t(1,2).

Seja I a varidvel indicadora do evento Ag. Logo E(Iy) = P(Ag). Lembrando que A(71,0) =
(2)t(r,0) ¢ o niimero de ocorréncias de T em o, temos que A(7,0(n, Z)) = >4 1y, onde o somatério
é sobre todas fungoes injetivas ¢ : [m] — [n]. Logo, obtemos (a), pela linearidade da esperanca,

m

E(A(T,a(mZ))) = S E(y) = <n>t(T,Z).
¢

Para provar (b), recorremos a idéia de martingais de exposi¢ao [4]. Para maiores detalhes sobre
martingais, ver a Definigdo 68 da Segao A. Seja o : Z,, — Zy, onde o ~ o(n,Z). Seja Xo,..., X, a
a(1),... ,U(i)). Com isso, X = E(t(T, 0)) =

sequéncia de variaveis aleatorias tal que X; = E (t(T, o)
tHr, Z) e X, = E(t(T, o)|o(1), ... ,U(n)) = t(r,0).

Ja observamos na Secao A que esse tipo de construgdo é um martingal, chamado martingal de
Doob. Note ainda que |X;11 — X;| < m/n, pois a diferenga no nimero de ocorréncias de 7 em

Z-permutacoes-aleatérias de tamanho n que diferem em apenas um elemento é menor ou igual a

(o) = ()

Aplicando entao a desigualdade de Azuma (ver Teorema 69 da Secao A), onde ¢ = m/n, temos

P(’t(r,a(n,Z))—t(T,Z)‘ > 5) = P(’XH—XO‘ > 6)
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52

72n(m/n)2} < 2exp{ —Ezn/2m2}.

< 2exp{ —
O

Corolario 48 (Permutagoes Z-aleatérias sdo convergentes). Dada uma permutacao limite Z :
[0,1]2 — [0,1], a sequéncia de permutacdes (o(n, Z)) é convergente com probabilidade 1 e seu limite
éZ.

Prova. Fixe e > 0 e uma permutagao 7 : Z,, — Zn,. Seja A, o evento (“ t(r,o(n, Z))—t(r, Z)’ > f-:”).

O Teorema 47 mostra que P(A4,) < Qexp{ — 52n/2m2}.

Portanto,
(0.@)
Z Pr (An> < o0.
n=1
Do lema de Borel-Cantelli, temos que a probabilidade de que A,, n = 1,2,..., ocorre para infinitos

valores de n é nula. Como isso vale para qualquer £ > 0, temos que t(7,0(n,Z)) — t(1,Z) com
probabilidade 1. Como o conjunto de todas as permutagodes 7 possiveis é enumeravel, temos que isso

ocorre com probabilidade 1 para todo 7. O

Juntando o Corolario 48 e o Teorema 45, temos o0 nosso resultado principal:

Teorema 49 (Resultado Principal). Para toda sequéncia convergente de permutagoes (o,,), existe
uma permutacao limite Z : [0,1]? — [0, 1] tal que

lim t(1,0,) = t(7,2), para toda permutacao 7.

n—oo

Além disso, para toda permutacao limite Z : [0,1]> — [0, 1], existe uma sequéncia convergente de

permutacoes (o,) que converge para ela.
4.6 Unicidade do Objeto Limite

Nosso resultado principal das secOes anteriores é bastante geral e é bastante semelhante aos
resultados obtidos por Lovész e Szegedy [46] para grafos densos. Seria interessante, no entanto,
se provassemos algo sobre a unicidade do objeto limite de sequéncias convergentes de permutacgoes,

assim como é feito por Borgs et al. em [13]. Por exemplo, podem haver dois objetos limites diferentes
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para uma sequéncia convergente? Claro que sim, pois a alteracdo de uma tnica fda afetara apenas

um conjunto de medida nula.

Em [13], é provada a unicidade do objeto limite no caso de sequéncias convergentes de grafos.
Essa unicidade é baseada em uma distancia entre os graphons, de tal forma que dois graphons tem
distancia 0 se e s6 se a densidade de homomorfismos de H ¢ igual nos dois graphons para todo
grafo H. Com isso e tendo em vista a Definicao 23, definimos a distdncia retangular entre duas

permutagoes limite.

Defini¢ao 50 (Distancia retangular entre permutagoes limite). Dadas permutagées limite Zy, Zs :

[0,1]% — [0, 1], definimos a distancia retangular entre Z, e Z3 como

D) a2 €2 a2
do(Zy, Zy) = sup ‘/ / Zl(x,doz)d:v/ / Zs(x,da)dx (4.19)
z1<z2€[0,1] 1 Ja 1 Jag
a1 <a2€]0,1]

)

Para simplificar a notagao, escreveremos simplesmente

T2 pag
do(Zy, Z2) = sup ‘/ / <Z1—Zz)(l‘,da)d$‘
z1<w2€[0,1] 1 Jaq
a1 <az€0,1]

Observe que podemos estender automaticamente esta definigio para fungoes Z : [0,1]? — [0, 1]
que satisfazem apenas a condigao (a) da Definigao 35. Isso é 1til pois podemos aplicar esta distancia
para fungdes Zg provenientes de permutagoes ponderadas @) (que por sua vez também podem ser

matrizes de adjacéncia @), provenientes de permutagoes o de inteiros).

Dada uma permutagao ponderada () e uma permutacdo limite Z, podemos definir a distancia
do(Z,Q) = do(Z,Zg). Podemos fazer o mesmo para distancia entre uma permutacdo o e uma

permutacao limite Z, tomando dg(Z,0) = do(Z, Zg,,).

O lema abaixo relaciona a distancia retangular e a densidade de subpermutagdes em permutagoes

limite. E o analogo do Lema 29 e possui uma prova muito semelhante.

Lema 51. Fixe uma permutacao T : Z.,, — Z,, qualquer. Entao, dadas duas permutacoes limite
71,75 :0,1]? — [0,1], temos

|t(r, Z1) — t(1, Z2)| < m? - do(Z1, Z)
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Prova. Fixe 7 : Zy, — Zn. Da Definicao 43 de densidade de subpermutagoes em permutagoes limite,

é facil ver que vale a equacao abaixo, por causa de sucessivos cancelamentos.

’t(T, Zl) — t(T, ZQ)‘ = m" Z (Yk — Yk_1>‘ < m! Z ’Yk — Ykz—l y (4.20)
k=1

k=1

onde, para 0 < k < m,

Yk:/[ | (/[ ] Zl(xludaﬂ'(l))"'Zl(xkadaT(k))ZQ($k+lvdaT(k+1))"'Z2($m7da7(m)))dl‘l"'dxm
0,11 Jo,1m

Fixe 1 <k <m. Seja 2* = (1,...,Zp_1,Thi1,--->Tm) € [0,1]™7 1. Seja z(2*) a medida produto
das medidas provenientes das fdas Z1(x1), ..., Z1(vk—1), Z2(Tk+1), - - -, Zo(x,). Fazendo xg = g =0

€ Tm+t1 = Qm+1 = 1, temos por Fubini que

Th+1 Qr(k)+1
Y =/ / (/ / Z1 (g, doe(iy) da:k) dz(z*) dx*
0,15 J10,1]5 " Makor Jarg—1

Observe também que

Y, / / (/MH/WMZ( o) diy) d=(a*) d’
k—1 — 20Tk, A0 Tk Z\T T
! [071]?71 [071]?71 Thk—1 [ (k)

T(k)—1

Portanto

T+1 Or (k)41
‘Yk - Yk—l‘ = ‘/ / (/ / <Z1 — Zg) (7g, dor(ry) dmk> dz(z*) dx*
(0,15~ J[o,15+! Tp—1 Jor(r)—1

Thil  [Or(k)+1
< / / / / (Z1 - Zg) (7g, dovr(ry) dmk‘ dz(z*) dx*
[071]?_1 [071]?,—1 Tk—1 (€2

T(k)—1

< / / (dD(Zl,Zg)) dz(z*) dx*
0,15~ Jjo,15+

Finalmente, como desejado,

1
(m—1)!

IN

do(Z1, Zs).

1

_ 2
mdD(Zl,Zz) = m dD(Z]_,ZQ)

‘t(T, Zy) — t(r, ZQ)‘ < m!-m-
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O lema abaixo mostra que a distancia retangular entre permutagoes limite Z e permutacoes Z-
aleatérias tende a 0 (ver Teorema 2.9 e 4.7 de [13] para o caso de grafos). Esse resultado é utilizado
para provar a volta do Lema 51. Ou seja, quanto menor as densidades de subpermutagoes, menor
a distancia retangular. Na prova deste lema, recebemos mais uma grande ajuda de Carlos Gustavo

Moreira [48], IMPA, a quem somos imensamente gratos.

Lema 52 (Distancia entre permutagoes limite e uma amostra). Seja Z uma permutacao limite.
Entao, com probabilidade 1, a sequéncia (o(n, Z)) é tal que

lim do(Z,0(n,Z)) = 0

n—oo
Prova. Fixe n > 10®%. Gere o = o(n, Z). Relembre da Definicdo 46 os pares (X, ax), k=1,2,...,n,

e as permutacoes R, S : Z, — Zy, tais que 0 = S - R™!. Fixe 11 < 29 € [0,1] e oy < a € [0,1]. Seja

L(o) o nimero de elementos k € [n] tais que z1n < R < xon e agn < Sk < aan.

Note que, se 0(i) = j parai € [|1n]+1, [z2n]] e j € [[a1n]+1, [azn]], entdo o(i) = S(R™!(i)) =
S(k) = j para k € [n] tal que R(k) =i e S(k) = j. Portanto, é facil ver que

[z2n] [avan]

o) = 3 Y (@i - Qulii-1).

i=|z1n]+1 j=|ain]+1

Pela definicao de Z, = Zg,, temos (lembre que @, contém apenas 0 e 1)

lzan|/n rlazn]/n x2 oz
L(o) = n/ Zy(x,da) dx = n/ / Zy(x,da)dr + 4 (4.21)
L 1 Jay

zinl/n lain]/n

Para k € [n], considere o evento Ay = (:L‘m < R < xan e aqn < S < a2n>. Sabe-se [23]
segundo estatistica de ordem que, em uma distribui¢ao uniforme de n elementos em [0, 1], o k-ésimo
menor elemento segue a distribuicao Beta(k,n — k + 1) para todo k € [n], significando que tem
média k/(n + 1) e varidncia menor que 1/n. Observe entdo que, nos pares (Xy,ar), k € [n], a
distribuicao dos elementos (Xji,...,X,) é uniforme por defini¢ao. Além disso, a distribuicao dos

elementos (ay,...,a,) também é uniforme, pois pela Defini¢ao 35(b) temos que

/01 /: Z(z,do)dz = /01 (Z(:z:,OéQ)—Z(x,al)>dg; — 4y ay.
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Com isso, o |z1n|-ésimo menor elemento de R estd cada vez mais concentrado em z; para n

—1/4

grande. Aplicando Chebyschev, temos que uma variacao de mais de n ocorre com probabilidade

—-1/2

menor que n . O mesmo vale para o |ran]-ésimo menor elemento de R. O mesmo também vale

para os |ajn|-ésimo e |agn]-ésimo menores elementos de S.

Seja D o evento dos |z1n|-ésimo e |zon|-ésimo menores elementos de R e os |ain]-ésimo e
| aan |-ésimo menores elementos de S nao variarem mais de n~/* de suas médias. Pelo exposto,
P(D) > 1 — 4n~'/2. Temos entéo que, para todo k € [n]

IP’(Ak> —P(Ay, | D)-P(D) + P(Ay, | D) -P(D) (4.22)
Sejam x| = x1 — n_1/4, xf =z + n_1/4, Ty = T — n_1/4, x; =x9+ n_1/4, ap =) — n‘1/4,

oz;r = a1 +n V4, Qg = g — N~

Claramente, P(Ax|D) > P(E1|D) e P(A|D) < P(E»|D).

1/4 o 045|r = ag + n~14. Considere os eventos FE1 e Ey abaixo.

E1:<xf<Xk§x2_eaf<ak§a2_) e Egz(xl_<Xk§x;“eal_<ak§a;)

Note ainda que P(E1|D) = P(Ey, D)/P(D) = (P(E1) — P(Ey, D))/P(D) > (P(E1) —P(D))/P(D).
Além disso, P(FEs|D) = P(Ey, D)/P(D) < P(E;)/P(D). Como n > 10% e P(D) < 4n~'/2, temos

P(E, | D) > P(E)) — 50" Y2 e P(Ey| D) < P(Ey) + 5n~ /2

Portanto, de 4.22, temos ]P’(Ak) > ]P’(E1 | D) —4n~Y2 > P(E)) — 9n~1/2. Além disso, temos que
P(Ax) < P(E:2 | D) +4n~Y2 < P(E) + 9n~'/2. Note ainda que

T2 ot
/ / 1 (x,da)dx < / / (z,da)dr =af —a] = on~1/4 (4.23)
T ay
Ty rag
:/ / Z(z,do)d / / Z(z,da)dx £ 4n /4
ef Jaf

O mesmo vale para P(E3). Portanto,

P(Ak> —_ /2/ 2Z(l‘,da)d$ + (4n*1/4 i 97171/2).

1 gy

Com isso,
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Seja Iy a varidvel indicadora do evento Ay. Logo E(Iy) = P(Ag). Portanto L(o) = 3 ycin Ik

Obtemos entao, pela linearidade da esperanca, que

E(L(a(n,Z))) = S E(I) = n-P(4).

k€(n]

Usando argumentos idénticos ao da prova do Lema 47, podemos obter um martingal Yy, ..., Y, tal
que V; = E(L(a)‘a(l), .. ,o(z’)). Com isso, Y = E(L(o)) eY, = E(L(o—)|a(1), .. ,U(n)) = L(o0).
Como |Yi+1 — Yi| < 1, temos pela desigualdade de Azuma (Teorema 69) que

P(‘L(a(n,Z)) . E(L(a(n,Z)))‘ > En) - IP(

’>6n) < 2exp{—52n/2}.

Como n > 10%, temos que 4n~ /4 +9n=1/2 £ 4n=1 < 5n~1/% e portanto

‘/ / (z,da)dr — / / (z,da) dx‘ > 5+5n_1/4) < Zexp{—52n/2},

Tomando z1, 2, a1, as € [0,1] no conjunto V;, = {0, 1 o n, ce ”771, 1}, temos que

T o 2
/ 2/ ’ (Zy — Z) (:U,da)dx’ >e+ 5n_1/4) < 2<Z> exp{ - 52n/2}.
X1 (5}

P(H:Ul < xo, a1 < ag €V,

Fixe ¢ > 0. Seja B,, o evento
To g
B, = (Elm < x9,01 < ag € 10, 1], ‘/ / (Zg - Z)(a:,da)dx‘ > 6+6n_1/4>.
1 aq
Portanto, de 4.23,
o\ 2
P(B,) < 2(2) exp{ —5271/2} < exp{ — €2n/2+4ln(n)}.
Em outras palavras, temos que
P(dD(Z, o(n,Z)) >e+ 6n71/4> < exp { —e?n/2 + 4ln(n)}. (4.24)

Por Borel-Cantelli, temos que a probabilidade de que B,,, n = 1,2, ..., ocorre para infinitos valores

de n é nula. Como isso vale para todo ¢ > 0, entdo do(Z,o(n,Z)) — 0 (n — oo0) com probabilidade
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1. O

Lema 53. Sejam Z; e Z, permutagées limite tais que ‘t(T, Z1) — t(r, Z2)| < 1/(m + 1)! para todo
m>0erT: Ly — L. Entao do(Zy,Z3) = 0.

Prova. Fixe ¢ > 0. Tome m > 3/s. Como P(c(m,Z1) = 1) = t(r, Z1), para todo T : Zp, — Zp,

temos que

Z ’]P’(a(m,Zl):T) —P(O’(m,ZQ):T)‘ < m!(ml—i—l)! < g

Tl —Tom

De maneira idéntica a feita por Borgs et al. na prova do Teorema 3.7(b) de [13], podemos acoplar

o(m, Z1) e o(m, Z3) de tal forma que o(m, Z1) # o(m, Z3) com probabilidade menor que £/3.

Para isso, podemos gerar o(m, Z1) e o(m, Z2) de forma que, para toda permutacao 7 : Zy, — Zm,

P(o(m,Z1) =7 & o(m, Z3) = 7) ¢ igual ao menor valor entre P(o(m, Z1) = 7) e P(0(m, Z3) = 7).
Pelo Lema 52, podemos tomar m grande o suficiente tal que E(do(Z1,0(m,Z1))) < ¢/3 e
E(do(Za,0(m, Zs))) < £/3. Portanto,

do(Z1, Z2) < E(do(Z1,0(m, Z1))) + E(do(o(m, Z1),0(m, Z2))) + E(dg(o(m, Z3), Z2)) < €

Como isso vale para todo £ > 0, temos que do(Z1, Z2) = 0. O

Corolério 54. do(Z1,Z2) = 0 se e s6 se t(r,Z1) = t(1, Z2) para toda permutacao 7. Além disso,
seja (0,) uma sequéncia convergente de permutagoes tal que o,, — Z1. Entao o, — Za se e s6 se
do(Zy1, Z3) = 0.

Prova. Segue direto dos Lemas 51 e 53. 0

4.7 Testabilidade em Permutacoes

Testabilidade ja foi mencionada brevemente na Introducao. Seguindo de perto varias idéias de
Borgs et al. [13], estaremos interessados em testabilidade de pardmetros de permutagoes. Dada uma
permutagao o : Z, — Znp, desejamos estimar algum parametro f(o) de o, como nimero de pontos

fixos, namero de ciclos, tamanho maximo de uma subpermutacao ordenada, e etc.
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Definigao 55. Dados inteiros k < n e uma permutagao o : Z,, — Zn, seja sub(k, o) a subpermutacao
aleatoria de Zj, em 7y, obtida da seguinte maneira: Escolha aleatéria e uniformemente um subconjunto
S ={s1 <--- < s} de tamanho k em [n]. A ordem determinada pela sequéncia (o(s1),...,0(s)) é

a permutacao sub(k,o) : Zi — Z.

O resultado abaixo é um corolédrio do Lema 52 e é semelhante ao Teorema 2.9 de Borgs et al. [13].

Corolario 56. Dados k > 108 e uma permutacao r : Z,, — Z,, onden > e, entdo com probabilidade
maior que 1 — 2exp{—+k/3}, temos que do(m, sub(k,m)) < 7Tk~/* .

Prova. Um modo equivalente para se gerar sub(k, ) é gerar o(k, Z;) como no Lema 52, mas condi-

cionado ao evento F de que nao ha dois elementos X; e X; em um mesmo intervalo do tipo [b;—l, %]
. k
para b € [n]. E facil ver que P(E) > (1 - %) >1- %2 > 1 — exp{—k/2}. Podemos entao seguir

toda a prova do Lema 52 condicionado ao evento E e concluir pela equacdo 4.24, para e = k~ /4,

que P(dg(zﬂ,a(/ﬁ,zﬁ)) > 71/ ’E) < exp{—v&/3}. Logo, P(dg(ﬂ,sub(k,ﬂ)) > 7k /A ‘E) <
exp{—Vk/3}. Portanto,

P(dg(ﬂ, sub(k, 7)) > 7k‘1/4> < exp{—VE/3} + (1—P(E)).

O]

Definicao 57. Um parametro f de permutacées é testavel se, para todo € > 0, existem Inteiros
k < ng tais que, se o : Z, — Z, €é uma permutacao, onde n > ng, entao podemos computar uma

estimativa f de f a partir da subpermutacdo aleatéria sub(k, o) tal que
P(If(0) = fl>¢) < =

onde f = f(sub(k,0)).

O resultado abaixo é o andlogo para permutagoes do Teorema 6.1 de [13] para grafos.

Lema 58. Seja f um parametro limitado de permutagoes. Se f é testavel entao, para toda sequéncia

convergente (o,,) de permutagées, temos que (f(o,)) converge, ou seja, existe o limite lim,, .~ f(oy).

Prova. Como f é testavel, é facil ver pela Definicao 57 que para todo ¢, existem k < ng tais que, se
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o : 24y — Z, é uma permutacao onde n > ng, entao

f(o) —E(f(sub(k,0)))| < e

Fixe entdo ¢ e sejam k e ng obtidos como acima. Seja (0,) uma sequéncia convergente de

permutagoes. Logo para toda permutacao 7 : Zy — Zj, existe o limite ¢(7) de t(7,0,), para n — oc.

Portanto
P(sub(k,0,) =7) = t(r,00) — t(7).

Com isso, como f é limitado

E(f(sub(k,00)) — S tr)-f(7) = a

T: L — Ly,
Assim, temos que para n suficientemente grande,

[f(on) —ar| < [f(on) —E(f(sub(k,0n)))| +& < 2.

Portanto, f(o,) varia menos do que 4¢ para n grande. Como isso vale para todo € > 0, temos

que (f(op)) é uma sequéncia de Cauchy e portanto é convergente. O

O lema abaixo mostra a volta do lema acima (semelhante ao Teorema 6.1 de [13] para grafos).

Lema 59. Seja f um parametro limitado de permutagoes. Assim, se (f(o,)) converge para toda

sequéncia convergente (o,) de permutagoes, entao f é testavel.

Prova. Afirmamos que para todo £ > 0, existe § e ng tais que, se o e o’ s20 permutacoes com mais
de ng elementos tais que dg(o,0’) < ¢, entdo |f(o) — f(o')| < e.

/

Caso contrario, existe ¢ > 0 e duas sequéncias (o,,) e (o),

), n — oo, tais que dg(op,0),) — 0,

/

mas |f(op,0,)| > e. Podemos assumir por um argumento de diagonalizagdo que (o,) e (o},

) sao
convergentes. Como d(oy,0],) — 0, temos que a sequéncia composta (01,0}, 02,0%,...) também é
convergente. Isso é uma contradi¢do, pois, pelo enunciado, (f(o1), f(0}), f(02), f(05),...) também

converge.
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Suponha que f nao é testdvel. Entao existe ¢ > 0 e uma sequéncia (o,) de permutagdes com

lon| > €" tal que |f(0y,) — f(sub(n,oy))| > e com probabilidade maior que ¢ para todo n.

Tome, do 1° pardgrafo, § e ng tais que |f(o) — f(0’)| < € se dg(o,0’) < §. Pelo Corolério 56,
temos que, para n grande, do(oy,, sub(n, 0,)) < 6 com probabilidade maior que 1—¢/2. Entao, temos
uma contradigao, pois, do 1° pardgrafo, |f(oy,) — f(sub(n,o,)| < € para n grande, com probabilidade

maior que 1 —¢/2. O

Corolério 60. Dada uma sequéncia de permutacoes (m,) que converge para uma permutagao limite

Z, entao do(my, Z) converge para 0.

Prova. Fixe € > 0. Note que, para todo k > 1 e 7 : Zy — Zj, temos que P(c(k,2) =7) = t(1,2) e

P(sub(k,m,) = 7) = t(r,my). Portanto, como t(t,m,) — (7, Z), temos que para n grande

3 ’P(U(k,Z):T)—P(sub(k,ﬂn):ﬂ’ <

Tl — Ly

Wl ™

De maneira idéntica a feita por Borgs et al. na prova do Teorema 3.7(b) de [13], podemos acoplar
o(k,Z) e sub(k,m,) de tal forma que o(k,Z) # sub(k,m,) com probabilidade menor que £/3. Pelo
Lema 52, temos que E(dn(Z,0(k,Z))) < ¢/3 para k grande. Pelo Corolario 56, podemos tomar k
grande o suficiente tal que, para n grande onde |m,| > €, temos que E(do(mp,o(k,m,))) < /3.

Portanto, para k e n suficientemente grandes
do(mn, Z) < E(do(my, sub(k, m,))) + E(do(sub(k, m,),0(k, Z))) + E(do(o(k, Z), Z)) < €
Como isso vale para todo € > 0, temos que dg(my,, Z) — 0. O

O Corolario 61 abaixo é uma aplicacao do Lema 58. Ele prova a nao-testabilidade de trés
parametros de permutagoes. Seja o : Z, — Z, uma permutagao. Seja pf(o) a densidade de pontos
fixos de o, ou seja, o nimero de indices i € [n] tais que o (i) = ¢ dividido por n. Seja cic(o) o nimero
de ciclos de o dividido por n. Um ciclo de ¢ é um subconjunto {ci,...,c;} C [n] tal que o(cx) = 1
e o(c;) = ¢i41, para todo i € [n — 1]. Seja ordmax(o) o tamanho méximo de uma subsequéncia

ordenada dividido por n.

Coroléario 61. A densidade de pontos fixos pf(-), a densidade de ciclos cic(-) e a densidade da

subsequéncia ordenada mdxima ordmax(-) sao parametros nao-testaveis de permutagoes.
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Prova. Para todo n > 0, sejam o, = (1,2,3,...,n) eo), = (n,1,2,3,...,n—1). E fécil ver que (on)

/

/) sdo sequéncias convergentes de permutagoes, pois t(7,0,,) — t(1,0,) = 1 se 7 é ordenada, e

e (o

t(r,0l,) — t(7,0,) = 0 caso contrario.

Observe, no entanto, que nenhum ponto de o}, é fixo, mas todos os de o, sdo. Ou seja, pf(o,) =1
e pf(o],) = 0 para todo n > 0. Observe ainda que todo ponto de o, forma um ciclo de tamanho 1
(pois sao pontos fixos). Mas o/, tem apenas um ciclo de tamanho n, a saber, (n,n—1,n—2,...,2,1).
Ou seja, cic(oy,) =1 e cic(o],) = 1/n para todo n > 0.

Seja (o)) = (01, 0%, 03,0, ...) a sequéncia de permutagdes obtida intercalando as sequéncias (o7,)

"

") é convergente, mas pf(ol) e cic(ol) nao convergem. Logo, pelo Lema 58,

e (0],). Claramente (o

pf(+) e cic(-) nado sdo parametros testaveis.

Para todo n > 0, seja ainda m, : Z,, — Z, tal que m,(1) = 1, m,(i) = i+ 1 (para i < n par),
(1) = i—1 (parai > 1 impar) e m,(n) = n (se n é par). Por exemplo, 7 = (1,3,2,5,4,7,6,8) e mg =
(1,3,2,5,4,7,6,9,8). E ficil ver que (m,) é convergente, pois o nimero de inversdes (subpermutacoes
(2,1)) é igual a |(n — 1)/2]. Dividindo por (}), temos que t((2,1),m,) — 0. Portanto, ¢(r,m,) —

t(r,0pn) =1 se 7 é ordenada, e t(7,m,) — t(7,0,) = 0 caso contrario.

Note ainda que, para todo n > 0, ordmaz(cy,) = 1, mas ordmaxz(n,) = [(n+1)/2]/n — 1/2.
Seja (7,) = (01, 72,03, T4, ...) a sequéncia de permutagoes obtida intercalando as sequéncias (o,,) e
(7). Claramente (m],) é convergente, mas ordmax(w),) ndo converge. Logo, pelo Lema 58, ordmax(

‘)
nao é testavel. O

Este corolario é interessante, pois o senso comum nos diz que é facil estimar a densidade de pontos
fixos de uma permutacao. Basta selecionar pontos aleatérios e contar quantos deles sao fixos. No
entanto, em nossa definicao de testabilidade para permutacdes, ao tomarmos uma subpermutacao
nés perdemos a informacao de cada ponto na permutacao original. Por exemplo, dada a permutagao
(6,1,2,3,4,5) sem pontos fixos, se selecionamos aleatoriamente as posigoes 2, 4 e 6, teremos a sub-
sequéncia (1, 3,5), que gerard a subpermutacao (1,2, 3), com trés pontos fixos. Problema semelhante
ocorre na estimagao do nimero de ciclos, devido a perda da informacao de cada ponto na permutacao

original.

Outros parametros interessantes de permutacoes podem ser estudados com relagdo a sua testa-
bilidade. Seja .S, o conjunto de todas as permutagoes de Z,, em Z,. Dada uma métrica d em Sy, o

peso wg(m) de uma permutagao 7 € S,, é definido como wy(m) = d(m,e), onde e = (1,2,...,n) é a
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permutagao identidade [16].

Essa nogao de peso é 1til para métricas d “invariantes a direita”, ou seja, métricas tais que
d(m,0) = d(nt,07) para todo 7,0,7 € S, onde 7 = (w(7(1)),7(7(2)),...,7(7(n))) é uma per-

mutacio em S,. Com isso, se d é invariante & direita, entdo d(m,0) = d(mo~ !, e) = wy(ro™1).

Existem varias métricas invariantes & direita em S,,. Dados w,0 € S, muitas delas contam o
nimero minimo de operagoes que levam 7 a . Entre as mais conhecidas podemos citar (juntamente

com o tipo de operacao permitida) [25]:
e Hamming dh(m,o): operagoes de substitui¢ao de um elemento.

e Ulam du(m,o): operagdes “remove um elemento e insere em outra posi¢ao”.

e Transposicao dt(m,o): operagoes de transposigao entre quaisquer dois elementos. Também é

chamada distancia de Cayley.

e Kendall-tau dkt(m, o): operacoes de transposigao entre quaisquer dois elementos adjacentes.

Considere as distancias dh, du e dt normalizadas por n e a distancia dkt normalizada por (72‘)

Em [24] e [25], também mencionam-se outras métricas invariantes a direita em S, a saber:

e L; (ou Spearman footrule): ly(m,0) = (g)f1 Sy |7(@) = o(i))

. . _ [ nn*-1) -1 n . .\ 2
e Ly (ou Spearman rank correlation): la(mw, o) = <?) S (w(i) — o(4))
o Lot loo(m,0) = L maxi<i<y |7(i) — 0(i)]

Corolario 62. Os pesos wan(+), wau(-), wa(-) e wy (), referentes as distancias de Hamming, de
Ulam, de transposicao e Ly, sao parametros nao-testaveis de permutagées. O peso wgk(-) referente

a distancia Kendall-tau é um parametro testavel de permutacoes.

Prova. Em [25], constam vérias relagoes sobre essas distancias. Por exemplo, temos que a distancia

de Hamming dh(rm, o) é igual a n menos o nimero de pontos fixos em o~ 1. A distancia de Ulam

1

du(m, o) é igual a n menos o tamanho da subsequéncia crescente maxima de mo~". A distancia

de transposicao (também chamada de Cayley) dt(w, o) é igual a n menos o numero de ciclos em
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mo~t. A distancia Kendall-tau (também chamada de “bubble sort”) dkt(m,o) é o niimero de pares

(i < j) € [n]? tais que 7(i) < 7(j) e (i) > o(j) ou w(i) > 7(j) e (i) < a(j).

Temos entao que wgp(m) é igual a 1 — pf(m), way(m) é igual a 1 — ordmax (), wg(m) é igual a

1 — cic(m) e wage(m) = t((2,1),7) (densidade de pares invertidos em 7).

Com isso, o resultado sobre wgi () segue direto do Lema 59 e os resultados sobre wgp(+), way(+)

e wg () seguem direto do Corolario 61. Sobre w;__(+), basta seguir a prova do Coroldrio 61 e verificar

7

que wy__ (o)) ndo converge, pois w;__(0,,) = 0, mas wy__(o},) = (n—1)/n — 1. O

O lema abaixo segue direto do Lema 1 de [25].

Lema 63. Dada uma permutacdo limite Z : [0,1]> — [0,1], temos que os pesos wy, (c(n,Z)) e
wy, (0(n, Z)) referentes as distancias Ly e Ly sobre permutagées Z-aleatérias convergem para n — 0o

e os limites dependem apenas de Z.

Prova. Considere as permutacoes aleatérias R, S : Zy, — Zn, n > 0, obtidas da seguinte forma: sejam
((Xz-,Yg))?:1 pares em [0, 1]? tais que ]P’(Xi <s,Y; < t) = H(s,t), s,t € [0,1], onde H : [0,1]*> — [0, 1]
¢ uma funcao de distribuicao conjunta. Suponha, como hipétese, que X; # X; e Y; # Y}, para todos
i < j € [n]. Sejam entdo R,S : Z, — Z, tais que, para i € [n], R(i) = [{j : X; < X;}| e
S@) =y :Y; <V}

Em [25], mostra-se que [1(R,S) e l2(R,S) convergem para n — oo e que os limites dependem
apenas de H. Observe que, dada uma permutacio limite Z : [0, 1]> — [0,1] e n > 0, uma permutacio
Z-aleatéria o(n, Z) é obtida da mesma forma segundo a Definicao 46, onde o(n, Z) = S - R~1. Note
que, nesse caso, a funcao de distribuicdo conjunta H pode ser obtida facilmente de Z. Além disso, o

Lema 36 garante que a hipdtese ocorre com probabilidade 1. O

Acreditamos que esse lema é um passo importante para provar que os pesos wy, (-) € wy,(-) s@o

parametros testaveis de permutacoes.
4.8 Comentarios Finais

Uma primeira observacao imediata e intuitiva do nosso resultado principal é que temos agora

um algoritmo para geracao de permutacgoes aleatérias bastante gerais, tendo como modelo uma
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permutacao limite Z. Este algoritmo vem se juntar a outros mais antigos, como o de Fischer-Yates-

Knuth (permutagoes aleatérias comuns) e o de Sattolo (permutagoes ciclicas aleatérias).

Como permutacoes limite sdo objetos infinitos em geral, podemos definir um modelo finito mais

simples, a saber:

Definicao 64 (Permutacao F-aleatéria). Dada uma sequéncia finita F = (Fy, Fy, ..., F}) de fdas

continuas tais que
k

1
z Z Fi(y) =y, para todo y € [0, 1], (4.25)
i=1

definimos a permutagao F-aleatdria o(n,F) da seguinte forma: N6s geramos independentemente n
nimeros X1 < X9 < -+ < X,, em [0,1]. A permutacao o(n,F) é igual a (a1, as,...,a,) onde, para

1 <i<mn,a;€|0,1] é gerado aleatoriamente segundo a fda F} se % <X; < %, onde j € [k].

E facil ver que podemos obter de F uma permutacao limite Zz : [0,1]2 — [0,1], onde Zz(z,-) =

Fj(-) se x € [%, %), satisfazendo as condigbes da Defini¢ao 35 (por isso a importancia dessas fdas

serem continuas). Com isso, nosso resultado mostra que (o(n,F)) é convergente.

Talvez seja interessante impor mais condigoes as fungoes em F para facilitar futuros calculos. Uma
idéia é que as fungoes em F sejam lineares por partes. Fixando um m, tais fungoes sao formadas por
retas entre pontos (Xi/m, A1/m) e (Xa/m, Az, m) onde Xi, Xo, A1, A3 € {0,1,...,m}. Com isso

tais fdas sao “uniformes” em certos intervalos.

Outra questao interessante é que podemos ter também uma nova definicdo de sequéncia quase-
aleatéria de permutagoes, que abrange a de Cooper [22]. Chung, Graham e Wilson [20] definem
uma sequéncia (Gy,) de grafos como quase-aleatéria com densidade p (0 < p < 1) se, para todo

grafo simples F', o nimero de copias de F' em G, converge para |V(Gn)]|V(F)|p‘E(F)|

, 0 Mesmo que
(G(n,p)),n — oco. Lovéasz e S6s [45] definem uma sequéncia (G),) de grafos como H-quase-aleatoria,
onde H é um grafo ponderado, se, para todo grafo simples F', o nimero de cépias de F' em G, é
assintoticamente o mesmo que o nimero de cépias de F' em um grafo H-aleatério G(n, H) (definido

na Segao 3).
Com isso, podemos também definir sequéncia F-quase-aleatoria de permutacoes, onde F é uma
sequéncia finita de fdas continuas satisfazendo 4.25.

Definicao 65 (Sequéncia F-quase-aleatéria de permutacoes). Dizemos que uma sequéncia (o,,) de

permutagoes é F-quase-aleatdria se t(t,0,) converge para t(1, Zr) para toda permutagao 7.
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Cooper define permutagoes quase-aleatérias [21] de outro modo (ver Introdugao). Podemos dar
uma definicao alternativa para as permutacoes quase-aleatorias de Cooper e na mesma linha quase-

aleatoriedade para grafos.

Corolario 66. Uma sequéncia (oy,) de permutagoes é quase-aleatdria (no sentido de Cooper [21]) se

e s6 se, para toda permutacao 7 : Ly, — L, t(7,0y,) converge para 1/m).

Prova. Se é quase-aleatéria no sentido de Cooper, entao obedece a condi¢ao (UB) de balanceamento
(ver Secao 1.1). Segundo a Definigao 22, teremos que do(oy,, Z,) — 0, onde Z,, é a permutagcao limite
tal que todas as fdas sd@o uniformes. Com isso, pelo Lema 51, (0,) é uma sequéncia convergente e

t(r,0n) — t(1,Zy) = 1/m!, como desejado.

Se t(7, 0y,) converge para 1/m! para toda permutacao 7 : Zy, — Z,, entdo existe uma permutagao
limite Z tal que e t(7,Z) = 1/m! para todo 7 e do(oy, Z) — 0. Pelo Corolario 54, do(Z, Z,,) = 0.
Portanto, do(oy, Z,) — 0, o que satisfaz a condigdo (UB) de balanceamento de Cooper e a quase-

aleatoriedade de (o,,) segundo Cooper. O

Assim, a quase-aleatoriedade de Cooper para permutagoes estaria contida em nossa definicao de

F-quase-aleatoriedade, onde F tem apenas uma funcao, a fda uniforme.

Alem disso, Chung, Graham e Wilson [20] mostram que varias propriedades de sequéncias de
grafos “quase-aleatérias com densidade p” sao equivalentes entre si. Lovdsz e S6s [45] fazem o mesmo
para H-quase-aleatoriedade, onde H é um grafo ponderado. Cooper [21] faz 0 mesmo para sequéncias
quase-aleatorias de permutagoes. Seria um resultado interessante se provassemos, assim como eles, a
existéncia de vérias propriedades equivalentes para esta nocao de F-quase-aleatoriedade generalizada

para permutacoes.

Outra possivel aplicacao se refere a uma conjectura de J.Cooper e R.L.Graham [22]. Eles definem
uma sequéncia de permutacoes (0,) como “m-simétrica” se, para todo 7 : Zy, — Zy, t(T,040)
converge para 1/m!. A questao é saber se, para todo m > 2, existe uma sequéncia m-simétrica
que nao é (m + 1)-simétrica. Para m = 2, Cooper [22] mostra que a sequéncia (o, ), onde o, =

(n+1,...,2n,1,...,n) é 2-simétrica, mas nao contém a subpermutacao (1,3,2).

Observe que, pelo Corolario 66, uma sequéncia de permutacoes é quase-aleatéria se e s6 se é

m-simétrica para todo m > 1.

A questao acima motiva outra questdo mais abrangente e bastante natural em problemas de
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quase-aleatoriedade. Em muitos casos, uma sequéncia quase-aleatoria é aquela em que, para toda
subestrutura, o nimero de cépias é assintoticamente o mesmo que em sequéncias de estruturas
aleatdrias. A questao é saber se existe um conjunto finito de subestruturas tais que basta garantir

essa propriedade para estas subestruturas.

Chung, Graham e Wilson [20] provam surpreendentemente que esta propriedade basta ser verifi-
cada para dois grafos Ky e Cy. Lovédsz e S6s [45] provam que esta propriedade basta ser verificada

para um conjunto finito de grafos.

Formalmente, nossa conjectura pode ser colocada da seguinte forma.

Conjectura 67. Seja F = (Fy, Fy, ..., F}) uma sequéncia finita de fdas continuas satisfazendo 4.25.
Existe um conjunto finito T’ de permutagées tal que, se (0,) é uma sequéncia de permutagoes onde,
para todo T € T, (7, 0,) é assintoticamente o mesmo que em permutagoes F-aleatdrias, entao (o)

é F-quase-aleatoria?

A prova desta conjectura é uma negacao da conjectura de J.Cooper e R.L.Graham, mas é mais
abrangente pois nao esta restrita a sequéncias m-simétricas de permutacoes. Nesse caso particular, ela
diz que, existe um M > 1 tal que ocorre o seguinte: uma sequéncia de permutacoes é quase-aleatoria

se e sO se é m-simétrica para todo 1 <m < M.

Finalmente, outro resultado interessante seria a prova de que todo modelo razoavel de permutacao
aleatéria é uma permutacao Z-aleatéria para alguma permutacao limite Z, faltando definir o que

seria um modelo razodvel. Lovédsz e Szegedy fazem isso para modelos de grafos aleatérios em [46].
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Apéndice A

Resultados Basicos de Analise e Probabilidade

Esta secao tem como objetivo apresentar resultados basicos utilizados nessa tese. Principalmente,

as desigualdades de Chebyschev, Chernoff e Azuma.

Seja X uma varidvel aleatéria positiva. A desigualdade de Markov diz que, para todo 5 > 0,
P(X > 3) < E(X)/p.
A desigualdade de Chebyschev diz que, para todo 8 > 0,
P(|X - E(X)| > B) < Var(X)/8?,

onde Var(X) = B(X?) — E?(X).

Se X é uma varidvel inteira e positiva, temos entao que

P(X >0) < E(X),

Var(X)
P(X =0) < ——-.
W=0= )

Assim, se E(X) — 0, entao X = 0 quase sempre (lembre que X ¢ inteira). Aqui estamos
considerando uma sequéncia infinita de X dependendo de algum parametro n tendendo ao infinito [4].
Se E(X) — o0, isso nao significa que X > 0 quase sempre. Por Chebyschev, isso vale se Var(X) =
o(FE?(X)). Var(X) nio é muito facil de se calcular, mas geralmente utilizam-se os mesmos esquemas

comuns que facilitam seu célculo.

83
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Fixe n > 0. Para 1 <i < n, seja X; a varidvel aleatéria indicadora (0-1) de um evento A; com
probabilidade p; = P(4;) = P(X; = 1). Ou seja, X; = 1 se A; ocorre e, caso contrario, X; = 0. Com
isso,

Var(X;) =pi(1 —pi) < pi = BE(X;).

Se X = X1+ -+ X, entdo, como

Var(X) = Z Var(X;) + Z Cov(X;, X;),
i=1 i#j

onde Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X;)E(X;), temos que

Var(X) < B(X) + ZCO’U(XZ',XJ').
i#j

Note que se X; e X; sao independentes, entdo Cov(X;, X;) = 0. Escrevemos entao i ~ j se i # j
e os eventos A; e A;j nao sao independentes. Note que, se i ~ j, entdo Cov(X;, X;) < E(X;X;) =
Pr(A; N Aj). Logo,
Var(X) < E(X) + A,

onde
A=Y P(AiNA) =) P(A)> P(4|A).
inj i ji
Se Xy,..., X, sdo simétricas (“todos parecem a mesma coisa”), temos que
A = S P(AA)
jri
é o mesmo valor para todo i =1,...,n. Com isso, A = A*E(X).

Com isso, se B(X) — oo e, A = o(E%(X)) ou A* = o(E(X)), entdo, por Chebyschev, X > 0 e
X ~ E(X) quase sempre.

Alternativamente, a desigualdade de Chernoff diz que, se Xy, ..., X, sdo mutuamente indepen-
dentes, entao
P(|X — E(X)| > t) < 2exp{—2t*/n}.
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Por outro lado, a desigualdade de Hoeffding diz que, se X1,..., X, sd@o independentes entre si,

mas nao sao indicadoras (0-1), entao

_ 942
P(X —E(X)>t)<exp {Z’Ll(b%—a)?}

onde a; < X; < b, EF(X;) < o0 e Var(X;) < oo, para todo i = 1,...,n. Outra versdo desta

desigualdade diz que, se a; =0 e b; = 1, para todo ¢ = 1,...,n, entao

2
P(X — E(X) > t) < exp {?)E(tX)}

42
P(X — B(X) < —t) < exp{QE(tX)},

e, consequentemente,
—¢2

P(IX - EX)|=1) < 2€Xp{3E7(X)}'

Uma desigualdade um pouco mais sofisticada, a desigualdade de Azuma, é obtida sobre martin-
gais. A definicdo abaixo foi tirada de [36]. Sejam W, (X;)I', e (Y;)}, varidveis aleatérias em um

mesmo espaco de probabilidades.

Definigao 68 (Martingais). Dizemos que (X;)!" , é um martingal com relacao a (Y;)}, se
(a) E(\Xﬁ) < o0, para todo 0 <i<n
(b) E(XiH ‘ Yo, ... ,Yi> = X;, paratodo0<i<n

Se E(|W]) < oo, podemos obter um martingal a partir de W, chamado martingal de Doob [27], da
seguinte forma: X; = E(W|Yp,...,Y;), para todo 0 < i < n. E facil ver que (X;)?_, é um martingal

com relacao a (Y;)I,, pois, da propriedade da esperanga condicional, temos

E(X;1|Y0,....Y:) = EEWY,, ..., Y1) | Yo,...,Y:) = E(W[Yy,....Y;) = X;,
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e da desigualdade de Jensen (médulo é uma fungao convexa), temos

E(1Xi]) = E(‘E(W!Yo,...%)

) gE(E(\W\‘YO,...,Yi)) :E(|Wy> < 0.

Em muitas aplicagoes, como no Teorema 47, W é uma fungao f(Y1,...,Y,), ouseja, W é determinado
pelas varidveis aleatérias Y7,...,Y,. Nesse caso, Xg = E(W) e X,, = E(W|Yp,...,Y,) = W. Esse

martingal vai revelando cada vez mais informagao sobre a varidvel aleatéria W.

Teorema 69 (Desigualdade de Azuma [6], [37]). Dadas sequéncias de varidveis aleatorias (X;)7
e (Y;)!, em um mesmo espaco de probabilidades, tal que (X;)!", é um martingal com relacao a
(Yo)iy e | Xix1 — Xi| < ¢ para todo 0 < i < n, entao

—\2

P(|X; — Xo| = ) < 26Xp{w}

A.1 Funcoes de distribuicao acumulada (Fda’s)

Os resultados desse capitulo seguem basicamente o classico livro “Probability Theory 17 de
M.Loeve [44] (cap. IV).

Seja R um espaco métrico e D um subconjunto de R. Dizemos que z € R é um ponto de
acumulacao de D se toda bola aberta com centro em x contém pontos de D. Dizemos que D é denso
em R se todo elemento de R é ponto de acumulacao de D. Os racionais, por exemplo, sdo densos nos
reais. Seja D C [0,1] um conjunto denso em [0, 1]. Seja Fp : D — [0, 1] uma fungao nao-decrescente
tal que Fp(0) = 0.

Como todo ponto a € (0,1) é um ponto de acumulagao de D, podemos investigar a existéncia de
lim,_,, Fp(xz). Como Fp é nao-decrescente e limitada em D, o fato abaixo mostra que existe (e é
unico) o limite & esquerda lim,_,,- Fp(z), para € D, e é igual a sup, ., Fp(z) [43]. O mesmo para

o limite & direita, igual a inf,~, Fp(x) (ndo necessariamente igual ao da esquerda).

Fato 70. Para todo a € (0, 1], existe o limite a esquerda em a e é igual a

lim Fp(x) = sup{Fp(x):z € D,z < a}.

r—a—
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Para todo a € [0, 1), existe o limite a direita em a e é igual a

lim+FD(x) = inf{Fp(z):z € D,x > a}.

r—a

Prova. Seja L = inf{Fp(z) : © € D,z > a}. Para todo ¢ > 0, existe um 0 < § < 1 — a tal que
a+d € DelLl < Fpla+d) <L+e Como Fp é nao decrescente, entdao todo z € D N (a,a + 0)
satisfaz L < Fp(x) < L + €. Pela definicao de limite & direita, lim, ., Fp(z) = L. Anélogo para o
limite & esquerda. ]

Para simplificar, escrevemos

Fp(a—) = lim Fp(z) = sup{F(z):z € D,z <a}, paratodoa € (0,1]
z €D

Fp(a+) = lim Fp(x) = inf{F(x):x € D,z > a}, paratodoa € [0,1)
zeD
Seja F: [0,1] — [0, 1] uma funcio nao decrescente tal que, para todo 2 € D, F(z) = Fp(z). E

facil ver [43] que F' e Fp possuem os mesmos limites laterais, ou seja,

lim F(z) = lim_ Fp(a2'), para todo a € (0,1]
ze(0,1] 2 €D

lim F(z) = lim Fp(z'), paratodo a € [0,1) (A.1)
z—at z'—a
z€(0,1] @ €D

Dizemos que Fp é continua a esquerda se F(x) = F(x—), para todo x € D\{0}. Dizemos que Fp
é descontinua em 0 se Fp(0+) > 0. Dizemos que Fp é descontinua em 1 se Fp(1—) < 1. Dizemos
que Fp é descontinua em xz € D\{0,1} se Fp(z+) — Fp(z—) > 0.

Uma observagao simples é a seguinte.

Fato 71. Seja FJ, : D — [0,1] nao-decrescente tal que F},(0) = 0. Se F}, nao é continua & esquerda,
entao podemos obter uma fungao nao-decrescente Fp : D — [0, 1] continua a esquerda com Fp(0) = 0,
fazendo Fp(x) := Fp,(z—), se x € D\{0} é um ponto de descontinuidade de FJ,.

Abaixo definimos fungoes de distribuicdo acumulada (fda). A definigdo usualmente vista na
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litera-tura [5] tem como dominio a reta real. Nossa defini¢ao é sobre o intervalo [0, 1].

Definicao 72. Dizemos que F : [0,1] — [0,1] é uma func¢ao de distribuicdo acumulada (fda) se

(a) E nao decrescente e F(0) =0

(b) E continua & esquerda, ou seja, F(x) = F(x—) para todo x € (0, 1]

Uma observacao importante é sobre o conjunto dos pontos de descontinuidade de uma fda.

Fato 73. Para toda fda F', o conjunto dos pontos de descontinuidade é enumeravel.

Prova. Se F tem pelo menos n pontos de descontinuidade 0 < x1 < x9 < -+- < x, < 1, entao

0< F(x1) < F(z1+) < F(22) < F(22+) < -+ < F(wp) < F(ap+) < 1.

Seja p(xy) = F(xp+) — F (k) o “salto” de cada ponto de descontinuidade. Assim

n n

S par) = S (Flart) = Flay)) < F(1) = F(0) = L.

k=1 k=1

Portanto, para todo 0 < € < 1, o nimero de pontos de descontinuidade com saltos p(xg) > ¢ é
menor que 1/e. Portanto, para todo inteiro m, o nimero de pontos de descontinuidade com saltos
maiores que 1/m é finito e menor ou igual a m e, portanto, o nimero de pontos de descontinuidade

é enumeravel. O

Abaixo definimos convergéncia fraca de fdas, que serd bastante utilizada.

Defini¢ao 74. Dada uma fda F, seja C(F) o conjunto dos seus pontos de continuidade. Dizemos
que uma sequéncia de fdas F,, converge fracamente para uma fda F' (ou simplesmente F, = F ) se

F,, converge em C(F). Dizemos que (F,) converge fracamente se existe uma fda F tal que F,, — F.

Fato 75. O limite da convergéncia fraca, se existe, é inico [44].

Prova. Suponha que F,, - F' ¢ F,, % F" para fdas F' e F”. Seja D = C(F')n C(F"). Entao
F’ = F" nos pontos de D. Pelo Fato 73, o conjunto [0, 1]\ D é enumeravel e D é denso em [0, 1]. Seja
Fp:D —[0,1] tal que Fp(x) = F'(z) = F"(z), para z € D.
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Pela continuidade & esquerda e por (A.1), temos que, para a € (0, 1],

F'(a) = lim F'(x) = lim Fp(z') = lim F"(z) = F"(a)

T—a~ z'—a” T—a~
z€[0,1] ' € D z€]0,1]
Logo, F' = F” também nos pontos de [0, 1]\ D. O

O resultado abaixo diz que se uma sequéncia de fdas (F},) converge pontualmente em um conjunto

denso de [0, 1], entao ela converge fracamente.

Fato 76. Uma sequéncia de fdas (F,,) converge fracamente se e s6 se converge pontualmente em um

conjunto denso D de [0, 1].

Prova. Se F,, = F, entdo converge pontualmente em C(F), que é denso em [0, 1]. Suponha entdo
que F,, converge pontualmente em um conjunto denso D C [0,1] para Fp : D — [0,1]. Obviamente
D contém 0, pois F,,(0) = 0 para todo n > 0. Suponha que Fp é continua & esquerda em D\{0}
(sendo aplique o Fato 71). Seja entao F' : [0,1] — [0, 1] a funcao definida a partir de Fp da seguinte
forma: Va € (0,1]

F(a) = lim Fp(x).

rT—a

z €D

Observe que Fp(x) = F(z) para todo z € D e que F' é uma fda, pois Fp é continua a esquerda.

Assim, por (A.1), temos que, para todo a € (0,1),

lim F(z1) = lim Fp(a) e lim F(z2) = lim Fp(a”). (A.2)
z1—a” ' —a~ zo—at 2 —at
116[0,1] ' € D 1’26[071} 2 e D

Tome entao 2’ < 2’ € D e a € (0,1) tal que 2/ < a < 2”. Como F,(z') < F,(a) < F,(2"), temos

Fp(2') <liminf F,(a) < limsup F,(a) < Fp(z"). (A.3)

n—oo n—oo

Se a € (0,1) é um ponto de continuidade de F, entao

lim F(xg) = lim F(z1) = F(a).
5225[5171} 5112[51,1]
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Ou seja, de (A.2)
lim Fp(z”) = lim Fp(z') = F(a).
z'—at ' —a”
z' € D ' € D
Fazendo em (A.3) 2/ — a~ e 2" — a™ em D, temos que liminf,, o Fy,(a) = limsup,,_,., Fn(a),

que sera igual a F'(a) pela equagdo acima. Com isso, F'(a) = limy,_o Fy(a). O

Uma das principais aplicacoes desta segao é o cdlculo da integral de Lebesgue-Stieltjes sobre fdas.
A o-dlgebra de Borel de um espago métrico 2, Borel(2), é a menor o-dlgebra que contém os abertos
de Q.

Sabe-se [44] que toda funcao de distribuicao acumulada tem associada uma medida de Lebesgue-

Stieltjes bem definida sobre os borelianos do espaco.

Dada uma fda Fj : [0,1] — [0, 1] a medida de Lebesgue-Stieltjes p1 sobre Borel(|[0, 1]) associada
a F) é determinada da seguinte forma: 11[0,1] = 1 e pifa,b) = Fi(b) — Fi(a) (para a < b € [0,1]).
Note que pi1{1} = p1[0,1] — p1[0,1) = 1 — F1(1). Como p1[0,1] = 1, entdo pq é também uma medida
de probabilidade.

Um comentério sobre esta medida é que, dada a fda F; no intervalo [0, 1], podemos facilmente
obter uma fungdo F] na reta real, como usualmente visto na literatura, da seguinte forma: Fj(z) =
Fy(x) (para todo z € [0,1]), F{(z) = 0 (para todo z < 0) e F{(x) = 1 (para todo z > 1). A medida
w} de Lebesgue-Stieltjes sobre Borel(R) obtida de F] é idéntica a u1 nos conjuntos de Borel([0, 1]).

Uma notagdo comum para a integral de Lebesgue-Stieltjes de uma funcao Borel-mensurével g :

[0,1] — R sobre p; é a seguinte

/ g dFy =/ g du. (A.4)
[0,1] [0,1]

Dadas k > 1 fdas F1, ..., Fj, sejam pq, . .., i as medidas de probabilidade associadas. A medida-
produto g = pig X - - - X pug é também uma medida de probabilidade em [0, 1]¥ sobre Borel([0, 1]*) [44]

e uma notagdo comum para a integral de uma funcio Borel-mensurével g : [0,1]¥ — R sobre u é a

/ gdFy---dFy, = / g dpu. (A.5)
[0,1]* [0,1]

seguinte
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Os teoremas de Helly-Bray abaixo (Capitulo IV de [44]) relacionam a convergéncia fraca de fdas

e a convergeéncia das integrais de Lebesgue-Stieltjes de uma funcéo continua e limitada.

Lema 77 (Teorema de Helly-Bray). Seja g : [0,1] — R uma funcao continua e limitada. Se F,, — F,

entao

lim g dF, :/ g dF
=20 J10,1] [0,1]

Lema 78 (Teorema de Helly-Bray multivaridvel). Fixe um inteiro k > 1. Seja g : [0,1]* — R uma
fungao continua e limitada. Para todo i € [k|, seja F; uma fda e (F;,) uma sequéncia de fdas tais

que F;, —- F,. Entao

lim gdry,---dFy, = / g dFy---dFy
e Jo,]k [0,1)*

Enunciaremos agora o teorema de Alexandrov [44], as vezes chamado portmanteau [8], [49], que
mostra a relagao entre convergéncia fraca de medidas e a convergéncia da medida de um subconjunto.
Segundo [51], Billingsley [9] foi provavelmente o primeiro a denominar este teorema pelo termo
portmanteau, que significa “mala com dois compartimentos”. Com isso, quer dizer que o teorema

coloca afirmagoes diferentes em um mesmo pacote (pois mostra a equivaléncia).

Dizemos que um espago métrico §2 é separdvel se possui um subconjunto denso enumeravel. A
fronteira A de um subconjunto A de €2 sdo os pontos tais que toda bola aberta centrada nele contém

pontos de A e pontos do complemento de A.

Teorema 79 (Teorema de Alexandrov (ou portmanteau) [9]). Dado um espago métrico separavel €
e uma sequéncia de medidas de probabilidade u, j11, 42, . . . Sobre os conjuntos de Borel de (), temos

que as condicoes abaixo sao equivalentes:

(a) Para todas as fungoes continuas e limitadas g : @ — R:

lim [ gdu, = /gdu
Q Q

n—o0

(b) limy, 00 pin(A) = u(A), para todo A C Q tal que u(0A) = 0.
(c) limsup,,_,o pn(C) < u(C), para todo C C Q fechado.

(d) liminf, oo un(U) > w(U), para todo U C Q aberto.



92 APENDICE A. RESULTADOS BASICOS DE ANALISE E PROBABILIDADE

. w .~ , . .
Dizemos que pu,, converge fracamente para 1 (u, — p) se uma dessas condigoes é satisfeita.

Nessa tese, teremos k > 1 sequéncias (F; ) (i € [k]) de fdas que convergem fracamente F; ,, — Fj.
Seja p, o produto das k medidas de Lebesgue-Stieltjes das fdas F; ., i € [k]. Seja p o produto das k
medidas de Lebesgue-Stieltjes das fdas Fj, ¢ € [k]. O Teorema de Helly-Bray multivaridvel obtém o
item (a) do Teorema 79 acima, onde © = [0,1]*. Com isso, segue o item (b) para A = [0,1]*. Isso

seré usado no Lema 44 da Secdo 4.3, onde se prova que u(9[0,1]%) = 0.

Um resultado usado juntamente com o Teorema de Alexandrov para provar a mensurabilidade
de certas fungoes é o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. A versao abaixo é devida a

Billingsley [8], onde A é a medida de Lebesgue.

Teorema 80 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Fixe k > 0. Seja g : [0,1]* — R uma funcao
Lebesgue-mensurdvel tal que f[o 1k lg| dA < oo. Seja (f,) uma sequéncia de fungées Lebesgue-
mensurdveis f, : [0,1]¥ — R tal que, para quase todo = € [0,1]%, | f,(2)] < g(z) e

lim f,(z) = f(z).

n—oo

Entéo f: [0,1]* — R é Lebesgue-mensurdvel e

lim fod\ = / £ dx
n=2 Jlo,1]k [0,1]F

Mostraremos agora um resultado sobre conjuntos separdveis e um coroldrio que diz que subcon-

juntos de espacos métricos separdveis sao também separédveis [42].

Definicao 81. Uma colecao B de abertos num espago métrico M chama-se uma base quando todo
aberto A C M se exprime como uma uniao de conjuntos de B. Ou seja, dado um aberto A C M
ex € A, existe B € B tal que x € B C A. Escrevemos B(z;r) para a bola aberta com centro em
x € M eraior >0, ou seja, B(x;r) ={y € M :d(x,y) <r}.

Fato 82 (Separavel < Tem base enumeravel). Um espago métrico M é separdvel se e s6 se possui

uma base enumeravel de abertos [42].

Prova. Se M é separavel, entao existe um conjunto E enumeravel denso em M. Seja B a colegdo dos
abertos com centro em pontos de F e raio racional. Logo B é enumeravel. Falta mostrar que B é uma
base. Fixe A C M abertoe xz € A. Existem y € E er > 0 racional tais que B(z;2r) C Aed(z,y) < r.
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Por definigao, B(y;r) € B. Além disso, se z € B(y;r), entdo d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) < 2r. Logo,
x € B(y;r) C B(x;2r) C A.

Suponha agora que M possui uma base enumerdvel B de abertos. Seja £ um conjunto formado
selecionando um ponto de cada aberto em B. Logo E é enumerdvel. Falta mostrar que F é denso
em M. Fixe x € M e seja A um aberto qualquer que contém z. Como B é uma base, existe B € B
tal que x € B C A. Por definicdo, existe um elemento de £ em B C A. Portanto E é denso. O

Corolario 83. Se M é um espacgo métrico separavel e X C M, entao X é separavel.

Prova. Note que todo aberto em X é da forma AN X, onde A é um aberto de M. Seja B =
{B1, By, ...} a base enumerdvel de M. Portanto A = |J, Bi, e AN X = [J,(B;, N X). Ou seja,
Bx ={B1NX,ByNX,...} éuma base enumeravel de X. Logo X é separavel. O
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permutagao limite, 49

permutagao
Z-aleatoria, 64
densidade de subpermutagoes, 41
discrepancia de, 9
distancia entre, 37
quase-aleatoria, 9

subconjunto
denso, 48, 89
separavel, 48, 92

Teorema
Alexandrov, 57, 91
convergéncia dominada de Lebesgue, 49, 50,
54, 59, 62, 92
Helly-Bray, 57, 63, 91
Konig, 53
testabilidade, 3
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