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Convexidade em Grafos

▶ Convexidade é um tema clássico da Matemática.
▶ Teoremas de Carathéodory (1911), Radon (1921), Helly (1923) e

Erdős-Szekeres (1935): bases da área de Convexidade Combinatória.
▶ Levi (1951): Convexidade abstrata: desigualdade de Levi (rd ≥ hℓ)
▶ Erdős et al. (1972): Convexidade em torneios.
▶ Harary-Nieminem’1981 (Convexity in Graphs): 1o artigo em grafos gerais,

onde foi introduzido o parâmetro Tempo de Iteração.

▶ 2000-2010-2020: Pesquisa sobre a complexidade computacional de
parâmetros de convexidade em grafos.

▶ Jayme Szwarcfiter: Grande pesquisador/propagador da área. Há 17

referências de artigos dele (citadas 30 vezes) em livro do IMPA, 2023.



Convexidade em Grafos



Os 10 Parâmetros de Convexidade de Grafos

1. hn(G ): número de Envoltória tam menor conjunto de envoltória S
de G na convexidade C: convC(S) = V .

2. in(G ): número de Intervalo: tam menor conjunto de intervalo S
de G na convexidade C: IC(S) = V .

3. con(G ): núm Convexidade: tam maior conjunto convexo S ⊊ V

4. cth(G ): número de Carathéodory

5. rd(G ): número de Radon

6. hℓ(G ): número de Helly

7. rk(G ): Posto (rank)

8. gp(G ): número de Posição Geral

9. ti(G ): Tempo de Iteração: max tiC(S) entre conjuntos S ⊆ V .

10. tp(G ): Tempo de Percolação: max tiC(S) entre conjuntos S ⊆ V ,
que são conjuntos de envoltória. ti(G ) ≤ tp(G )

gp(G ) ≥ rk(G ) ≥ rd(G ) ≥ hℓ(G ) ≥ rd(G )

cth(G )



Tempo de Iteração

Convexidade Geodésica
▶ Seja G um grafo e S ⊆ V (G ). O intervalo geodésico Ig(S) é o

conjunto S e todo vértice em caminho ḿınimo entre 2 vértices de S .

▶ S é convexo geodesicamente se Ig(S) = S . O fecho convexo
geodésico convg(S) é o menor conjunto convexo contendo S .

▶ Obtém-se convg(S) de Ig(·) aplicada sucessivamente a partir de S .
Seja Ikg(·) a função obtida de k aplicações de Ig(·).

▶ O tempo de iteração tig(S) é o menor k tal que Ikg(·) = convg(S).

▶ O tempo de iteração tig(G ) é o máximo tig(S) para S ⊆ V (G ).

Convexidades Monofônica e P3/P
∗
3

▶ Monofônica: caminhos induzidos

▶ P3: caminhos com 3 vértices. P∗
3 : caminhos induzidos com 3 vértices
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Tempo de Iteração
Um dos primeiros parâmetros de convexidade [Harary, Nieminem, 1981]. Em 2016 e

2020, algoritmos polinomais foram obtidos para grafos distância hereditária. Porém, a

questão da complexidade computacional permanecia em aberto.

Convexidades Geodésica, Monofônica e P3/P
∗
3

▶ Geodésica: caminhos ḿınimos. tig(G ), tig(S), Ig(S), convg(S)

▶ Monofônica: caminhos induzidos. tim(G )

▶ P3: caminhos com 3 vértices. tip3(G )

▶ P∗
3 : caminhos induzidos com 3 vértices. tip3 ∗(G )
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Tempo de Iteração
Um dos primeiros parâmetros de convexidade [Harary, Nieminem, 1981]. Em 2016 e
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questão da complexidade computacional permanecia em aberto.

Convexidades Geodésica, Monofônica e P3/P
∗
3

▶ Geodésica: caminhos ḿınimos. tig(G )
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▶ P∗
3 : caminhos induzidos com 3 vértices. tip3 ∗(G )

Nossos resultados no Tempo de Iteração

▶ Fomos os primeiros a definir o Tempo de Iteração em outras
convexidades, além da geodésica.

▶ Provamos que o Tempo de Iteração P3 é NP-Dif́ıcil em bipartidos

▶ Usamos esse resultado para provar um problema que estava em
aberto desde 1981: o Tempo de Iteração geodésico é NP-Dif́ıcil.

▶ Dois últimos resultados de complexidade computacional entre os 10
principais parâmetros nas convexidades geodésica e P3.
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Tempo de iteração P3 é NP-Dif́ıcil em bipartidos

▶ Redução do Problema 3SAT para m ≥ 10 cláusulas

▶ Exemplo para a fórmula Φ = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2)

▶ Grafo G obtido de Φ é bipartido

▶ Formula SAT ⇔ Tempo de iteração tip3(G ) = 2m
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Tempo de iteração geodésico é NP-Dif́ıcil

▶ Redução do Problema do Tempo de Iteração P3 em bipartidos.

▶ Grafo G ′ obtido de G tem diam 2: crie em G ′ um vértice universal u

▶ Como G é livre de triângulos, todo caminho ḿınimo em G ′ entre
vértices de G não vizinhos é um P3 (induzido).
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▶ Open problem: complexidade do tempo de iteração monofônico.



Número de Posição Geral - No-Three-In-Line

▶ No-Three-In-Line Problem (Puzzle with Pawns) de H. Dudeney de
1917: Dado n, encontrar o máximo de pontos em posição geral
com coordenadas inteiras entre 1 e n (não há 3 numa mesma reta)?

▶ [Flammenkamp, 1998]: 2n pontos p/ n ≤ 46. Em aberto p/ n > 46.

▶ Problema em Grafos: dado G , obter o maior conjunto de vértices
em posição geral geodésica: sem 3 num caminho ḿınimo em G .
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Número de Posição Geral

▶ S ⊆ V (G ) está em posição geral em uma convexidade C se não
existem x , y , z ∈ S distintos tais que z ∈ IC({x , y}), onde C pode
ser qualquer convexidade, como a geodésica, monofônica ou P3.

▶ O Número de Posição Geral gpC(G ) é o tamanho do maior
conjunto em posição geral na convexidade C.
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▶ gpg(G1) = 7. Conj {a, b, c, k, ℓ,m, n} em posição geral geodésica.

▶ gpm(G1) = 5. Conj {a, k, ℓ,m, n} em posição geral monofônica.



Número de Posição Geral monofônica

▶ Na convexidade P3, um conjunto em posição geral induz um
subgrafo com grau máximo 1: gpp3(G ) = diss(G ) [Yannakakis, 1981]

▶ Na convexidade P∗
3 , um conjunto em posição geral induz um

subgrafo cujas componentes conexas são cliques: gpp3(G ) = iuc(G )
[Ertem et al., 2020]. Independent union of cliques.

▶ Na convexidade geodésica, Manuel e Klavžar 2018 provaram que
gpg(G ) é NP-Dif́ıcil.

Teorema: gpm(G ) é NP-Dif́ıcil

▶ Dado G qualquer, constrúımos G ′ tal que gpm(G
′) = ω(G ) + 1

▶ Clique máxima é NP-dif́ıcil ⇒ gpm(G ) é NP-dif́ıcil

▶ Clique máxima é n1−ε-inaprox ⇒ gpm(G ) é n1−ε-inaprox ∀ε > 0

▶ ω(G ) ≥ k é W[1]-dif́ıcil em k ⇒ gpm(G ) ≥ k é W[1]-dif́ıcil em k



Número de Posição Geral P3

Na convexidade P3, um conjunto em posição geral induz um subgrafo
com grau máximo 1: gpp3(G ) = diss(G ) [Yannakakis, 1981]

Teorema: Decidir se gpp3(G ) ≥ k é XP, mas W[1]-dif́ıcil em k.

▶ Redução do Problema Multicolored Independent Set.

Teorema: Decidir se gpp3(G ) ≥ k possui kernel em nd(G ) + k de tam
O(nd(G ) · k) e kernel em vc(G ) + k de tam O(vc(G ) + k), onde nd(G ) é
a neighborhood diversity e vc(G ) é o tam de uma cobertura ḿınima de G .

Teorema: Decidir se gpp3(G ) ≥ k é FPT na cliquewidth do grafo.
Ademais, gpp3(G ) é computável em tempo linear para grafos distância
hereditária.



DÚVIDAS ???


