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» Convexidade é um tema cldssico da Matematica.

» Teoremas de Carathéodory (1911), Radon (1921), Helly (1923) e
Erdds-Szekeres (1935): bases da drea de Convexidade Combinatéria.

» Levi (1951): Convexidade abstrata: desigualdade de Levi (rd > h()

» Erdés et al. (1972): Convexidade em torneios.

P Harary-Nieminem'1981 (Convexity in Graphs): 1° artigo em grafos gerais,
onde foi introduzido o parametro Tempo de lteracdo.

» 2000-2010-2020: Pesquisa sobre a complexidade computacional de
pardmetros de convexidade em grafos.

» Jayme Szwarcfiter: Grande pesquisador/propagador da drea. Ha 17
referéncias de artigos dele (citadas 30 vezes) em livro do IMPA, 2023.
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Os 10 Parametros de Convexidade de Grafos

1.
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10.

hn(G): niimero de Envoltéria tam menor conjunto de envoltéria S
de G na convexidade C: conve(S) = V.

in(G): nimero de Intervalo: tam menor conjunto de intervalo S
de G na convexidade C: I¢(S) = V.

con(G): niim Convexidade: tam maior conjunto convexo S C V
cth(G): nimero de Carathéodory

rd(G): niimero de Radon

h¢(G): nimero de Helly

rk(G): Posto (rank)

gp(G): nimero de Posicdo Geral

ti(G): Tempo de lteracdo: max tic(S) entre conjuntos S C V.

tp(G): Tempo de Percolacdo: max tic(S) entre conjuntos S C V,
que s3o conjuntos de envoltdria. ti(G) < tp(G)

gp(G) > rk(G) > rd(G) > hi(G) > CTL(—(GG))



Tempo de Iteracao

Convexidade Geodésica

> Seja G um grafo e S C V/(G). O intervalo geodésico I,(S) é o
conjunto S e todo vértice em caminho minimo entre 2 vértices de S.

» S é convexo geodesicamente se 1,(S) = S. O fecho convexo
geodésico convg(S) é o menor conjunto convexo contendo S.

» Obtém-se convg(S) de I4(-) aplicada sucessivamente a partir de S.
Seja Ig(-) a fungdo obtida de k aplicagdes de I, (-).

» O tempo de iteragdo tig(S) é o menor k tal que I’g‘(-) = convg(S).
» O tempo de iteracdo tig(G) é o maximo tig(S) para S C V(G).

Convexidades Monof6nica e P3/P;

» Monofonica: caminhos induzidos

» Ps: caminhos com 3 vértices. P3: caminhos induzidos com 3 vértices
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Tempo de Iteracao

Um dos primeiros pardmetros de convexidade [Harary, Nieminem, 1981]. Em 2016 e
2020, algoritmos polinomais foram obtidos para grafos distancia hereditdria. Porém, a

questdo da complexidade computacional permanecia em aberto.

Convexidades Geodésica, Monof6nica e P;/P;

> Geodésica: caminhos minimos. tig(G),tig(S),Iz(S), convg(S)
» Monofénica: caminhos induzidos. tiy,(G)
» P3: caminhos com 3 vértices. tip3(G)

» PZ: caminhos induzidos com 3 vértices. tiy3.(G
3 p
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Tempo de Iteracao

Um dos primeiros pardmetros de convexidade [Harary, Nieminem, 1981]. Em 2016 e
2020, algoritmos polinomais foram obtidos para grafos distancia hereditdria. Porém, a
questdo da complexidade computacional permanecia em aberto.

Convexidades Geodésica, Monof6nica e P;/P;

> Geodésica: caminhos minimos. tig(G)
» Monofénica: caminhos induzidos. tiy,(G)
> P3: caminhos com 3 vértices. tip3(G)

» Pj: caminhos induzidos com 3 vértices. tip3.(G)
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Tempo de Iteracao

Um dos primeiros pardmetros de convexidade [Harary, Nieminem, 1981]. Em 2016 e
2020, algoritmos polinomais foram obtidos para grafos distancia hereditdria. Porém, a
questdo da complexidade computacional permanecia em aberto.

Convexidades Geodésica, Monof6nica e P;/P;

» Geodésica: caminhos minimos. tig(G)

» Monofdnica: caminhos induzidos. tin(G)

» P3: caminhos com 3 vértices. tip3(G)

» Pj: caminhos induzidos com 3 vértices. tip3.(G)

Nossos resultados no Tempo de lteracao
» Fomos os primeiros a definir o Tempo de lteracdo em outras
convexidades, além da geodésica.
» Provamos que o Tempo de lteragdo P3; é NP-Dificil em bipartidos

» Usamos esse resultado para provar um problema que estava em
aberto desde 1981: o Tempo de lteracdo geodésico é NP-Dificil.

» Dois tltimos resultados de complexidade computacional entre os 10
principais parametros nas convexidades geodésica e-P;.



Os 10 Parametros de Convexidade de Grafos
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hn(G): niimero de Envoltéria tam menor conjunto de envoltéria S
de G na convexidade C: conve(S) = V.

in(G): nimero de Intervalo: tam menor conjunto de intervalo S
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con(G): niim Convexidade: tam maior conjunto convexo S C V
cth(G): nimero de Carathéodory
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h¢(G): nimero de Helly

rk(G): Posto (rank)

gp(G): nimero de Posicdo Geral

ti(G): Tempo de lteracdo: max tic(S) entre conjuntos S C V.

tp(G): Tempo de Percolacdo: max tic(S) entre conjuntos S C V,
que s3o conjuntos de envoltdria. ti(G) < tp(G)

gp(G) > rk(G) > rd(G) > hi(G) > CTL(—(GG))



Tempo de iteracao P; é NP-Dificil em bipartidos

» Reducdo do Problema 3SAT para m > 10 cldusulas

» Exemplo para a férmula @ = (x3 V) A (1 VX2) A (X7 V x2)
» Grafo G obtido de ® é bipartido

» Formula SAT < Tempo de iteragdo tip3(G) = 2m




Tempo de iteracao geodésico é NP-Dificil
» Reduc¢do do Problema do Tempo de lteracdo P; em bipartidos.

» Grafo G’ obtido de G tem diam 2: crie em G’ um vértice universal u

» Como G é livre de tridngulos, todo caminho minimo em G’ entre
vértices de G n3o vizinhos é um P;5 (induzido).

» Open problem: complexidade do tempo de iteragdo monofénico.



Nimero de Posicdo Geral - No-Three-In-Line

» No-Three-In-Line Problem (Puzzle with Pawns) de H. Dudeney de
1917: Dado n, encontrar o maximo de pontos em posicao geral
com coordenadas inteiras entre 1 e n (ndo hd 3 numa mesma reta)?

» [Flammenkamp, 1998]: 2n pontos p/ n < 46. Em aberto p/ n > 46.

Conjunto maximo
em Posi¢do Geral
geométrica no
tabuleiro 8x8

16 pedes:

i 2 por linha e
2 por coluna

» Problema em Grafos: dado G, obter o maior conjunto de vértices
em posicao geral geodésica: sem 3 num caminho minimo em G.



Nimero de Posicdo Geral - No-Three-In-Line

» No-Three-In-Line Problem (Puzzle with Pawns) de H. Dudeney de
1917: Dado n, encontrar o maximo de pontos em posicao geral
com coordenadas inteiras entre 1 e n (ndo hd 3 numa mesma reta)?

» [Flammenkamp, 1998]: 2n pontos p/ n < 46. Em aberto p/ n > 46.
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Conjunto Méaximo em Posigdo Geral
geométrica

20 pontos: 2 por linha e 2 por coluna

» Problema em Grafos: dado G, obter o maior conjunto de vértices
em posicao geral geodésica: sem 3 num caminho minimo em G.



Nimero de Posicao Geral

> S C V(G) estd em posicdo geral em uma convexidade C se no
existem x,y, z € S distintos tais que z € I¢({x, y}), onde C pode
ser qualquer convexidade, como a geodésica, monof6nica ou Ps.

» O Nuamero de Posicdo Geral gp.(G) é o tamanho do maior
conjunto em posi¢do geral na convexidade C.
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» gp,(G1) = 7. Conj {a, b, c, k,£, m,n} em posicdo geral geodésica.
» gp.(G1) =5. Conj {a, k,€, m,n} em posicdo geral monofénica.



Nimero de Posicio Geral monofénica

» Na convexidade P3, um conjunto em posi¢ao geral induz um
subgrafo com grau maximo 1: gp,3(G) = diss(G) [Yannakakis, 1981]

» Na convexidade P, um conjunto em posi¢cdo geral induz um
subgrafo cujas componentes conexas sdo cliques: gp3(G) = iuc(G)
[Ertem et al., 2020]. Independent union of cliques.

» Na convexidade geodésica, Manuel e KlavZar 2018 provaram que
gpg(G) é NP-Dificil.

Teorema: gp,,(G) é NP-Dificil
» Dado G qualquer, construimos G’ tal que gp,,(G') = w(G) + 1
» Clique méxima é NP-dificil = gp,,(G) é NP-dificil
» Clique maxima é n'~*-inaprox = gp,,(G) é n*~“-inaprox Ve >0
» w(G) > k é W[1]-dificil em k = gp,,(G) > k é W[1]-dificil em k



Nimero de Posicao Geral P3

Na convexidade Pz, um conjunto em posi¢do geral induz um subgrafo
com grau méaximo 1: gp,3(G) = diss(G) [Yannakakis, 1981]

Teorema: Decidir se gp,3(G) > k é XP, mas W[1]-dificil em k.
» Reduc¢do do Problema Multicolored Independent Set.

Teorema: Decidir se gp,3(G) > k possui kernel em nd(G) + k de tam
O(nd(G) - k) e kernel em vc(G) + k de tam O(ve(G) + k), onde nd(G) é
a neighborhood diversity e vc(G) é o tam de uma cobertura minima de G.

Teorema: Decidir se gp,3(G) > k € FPT na cliquewidth do grafo.
Ademais, gpp3(G) é computavel em tempo linear para grafos distancia
hereditaria.
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