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Complexidade

Algoritmos versus Légica ot

em Algoritmos

Pesquisa em Algoritmos

Légica 1o ordem

» Estuda um problema computacional

» Tenta encontrar um algoritmo “eficiente”
(polinomial ou exponencial)  (exato ou aproximativo)

» Tenta provar complexidade
(NP-completude, inaproximabilidade, APX-hardness, ...)

» Tenta achar uma formulagcdo de programacdo matematica
(para aplicar Programac3o Linear, Inteira,...)

Pesquisa em Légica
» Estuda légicas (1o ou 20 ordem, 1o ordem com ponto fixo,
Mon&dica 20 ordem)
» Tenta ver quais classes de complexidade s3ao “descritas” por
uma légica
» Tenta definir novas légicas com o objetivo de “descrever”
classes de complexidade.




Algoritmos com Légica

Pesquisa em Algoritmos e Légica

| 2

>

>

Estudar um problema computacional
Tentar encontrar um algoritmo polinomial usando légica

Tentar provar complexidade usando légica

Classes de Complexidade para Problemas de Decisao

>

vV vV.v. vV v v .Y

Classe P: tem algoritmo de tempo polinomial.

Classe NP: tem algoritmo n3o-determ. de tempo polinomial.
Classe NP: possuem verificador de tempo polinomial.
Questao NP=P: Serd que todo problema razodvel é ficil?
Classe PSPACE: possuem algoritmo de espago polinomial.
Hierarquia: P C NP C PSPACE.

NP-Completude: todos em NP se reduzem polin. a ele.
PSPACE-Completo: todos PSPACE se reduzem polin. a ele.
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Légica Proposicional
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Varidveis: x1, X2, ..., X,
Literais: x1,X1, X2, X2, - - -  Xn, Xp

Operadores: OR (x1 V x2), AND (x1 A x2), NOT (X1 = —x1)

Exemplo:

>

¢ = (Xl\/X2) AN (X1V72) AN (71 \Y X2)

O = (VX)) A aVR) A (KT V x) A (KTVX)

Problema SAT: dada uma férmula légica proposicional ¢,
ela é satisfativel? Ou seja, existe uma atribuicdo de V ou F as
varidveis de modo que ¢ seja V?

Problema k-SAT: Forma Normal Conjuntiva, cldusulas com
k literais.

Teo Cook-Levin, 1976: SAT e k-SAT (k > 3) sdo
NP-Completos.

2-SAT pertence a P.
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Légica de 1o ordem

>
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>
>

Varidveis: x1,Xo,...,Xn

Literais: Xy, X1, X2, X2, . -« y Xny Xn

Operadores: OR (x1 V x2), AND (x1 A x2), NOT (X1 = —x1)
Quantificadores: “para todo” (V), “existe’ (3)

Exemplo:

v

v

v

v

® = Vxdxe [(aVx) A VX))
(b/ = 3X1VX2 [(Xl \/XQ) N (71V72)]

Problema ASAT ou TQBF: dada uma férmula 1o ordem ¢
(totalmente quantificada), ela é verdadeira?

TQBF é PSPACE-Completo.
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Complexidade

Légica de 1o ordem em Grafos Parametrizada e

Aplicagdes de Légica
em Algoritmos

Problemas de decisao em grafos

Légica 1o ordem

» Cliquei: grafo G tem k vértices formando uma clique?
» Indepy: grafo G tem k vértices formando conj. independente?

> Domy: grafo G tem k vértices que dominam todos vértices?

Clique, = Ixqy,...3xk /\ Xi £ X A /\ Ex;x;
1<i<j<k 1<i<j<k

Indepy = dxq,...3xk /\ Xi # Xj N /\ —Ex;x;
1<i<j<k 1<i<j<k

Domy := dxy, ... Ix /\ xi # xj NVy \/ (Exiy V (xi = y))
1<i<j<k 1<i<k




, . Complexidade

Légica de 1o ordem em Grafos omehe
s em Algoritmos

» CobVerty: grafo G tem k vértices que cobrem todas arestas? e

> Ps-convexy: grafo G tem k vértices sem Ps-infectar ninguém?
(nenhum par possui um vizinho em comum fora do conjunto)

> Romany : E possivel definir k vértices tipo 2 e ¢ vértices tipo

1 tq todo vértice sem tipo é vizinho de um vértice tipo 27

Légica 1o ordem

CobVert, :=3xy,...3Ixx | ...Vy,z mEyz Vv \/ (xi=y)V(x=2)
1<i<k

Psconvy :=3xq, ... IxVy \/ Exiy N\ Exjy | — \/ Xi=Yy
1<i<j<k 1<i<k

Romany ¢ := 3xy, .. .Xk+g( /\ Xi # XjA\Vy \/ Ex;yVv \/ (xi=vy)
i<j<k ie[k] i€[k+4]

Roman, = \/ Romany p—ok
0<k<p/2]




, . Complexidade
L de 20 ord Parametiosia
Og ICa € 20 ordem Aplicagdes de Légica
em Algoritmos

» Légica lo Ordem + Quantif. em conj. (ou duplas, triplas,...)
» Teo Fagin, 1974: NP < Ldgica Existencial 20 ordem

» Exemplo: coColor ¢ grafo G pode ser particionado em k Léien B el
conjuntos independentes e ¢ cliques? coChromatic,

» Exemplo: ZidColory: G tem k-colora¢do prépria tq conj de
cores na viz fech de qq par de vert. adj. n3o-twin s3o distintos

coColory ¢ = 3X1, ..., Xire (Part(Xl, e Xew) A

/\ Indep(X;) A /\ C/ique(Xj)), onde

1<i<k k<j<k+t

Part(Xi, ..., X¢) 7\1xy( \/ Xixn N\ —|(X,-x/\XJ-X))
i€[k+4] 1<i<j<k+e

Indep(X) :=Vx,y /\ ((Xix A Xiy) — —Exy)
1<i<k

Clique(X) :==Vx,y /\ ((Xix A Xiy) — Exy)
1<i<k




Complexidade

Légica de 20 ordem Ny

em Algoritmos

> Ldgica lo Ordem + Quantif. em conj. (em qq relacdes)
» Teo Fagin, 1974: NP < Ldgica Existencial 20 ordem

» Exemplo: coColor ¢: grafo G pode ser particionado em k R
conjuntos independentes e ¢ cliques? coChromatic,

» Exemplo: ZidColory: G tem k-coloragdo prépria tq conj de
cores na viz fech de qq par de vert. adj. n3o-twin sdo distintos

coColor g := X, ..., Xese (Part(Xh e Xere) A

/\ Indep(X;) A /\ C/ique(Xj)>,

1<i<k k<j<k-+t

LidColor, := Xy, ..., Xk (Part(Xl7 oy Xk) A /\ Indep(X:)A Vx,y
1<i<k

((Vz, Exz «+ Eyz)V(3z, ExzA—3w, EywA \/ (XizAXiw))V (... )))
1<i<k




, . Complexidade
Logica de 20 ordem em grafos etz e
em Algoritmos

» Conexo(R): subgrafo de G induzido por R é conexo?

» RecolorConvexy: grafo G 2-colorido pode ser recolorido com
k alteragbes de modo que cada cor seja conexa?

» MaxTimey: grafo G pode ser infectado em k passos? (i B0 Gt

Conexo(R) :=VX (Vx,x € R > x € X)V (Vx,x € XN R)V
Ix,y (Exy Ax,y ERAxE XAy & X)

RecolorConvexy := 3xi, ..., xx Conexo(R*) A Conexo(B™),

onde R* =R A {xq,...,xk} e B* =B A {x1,...,x},
onde A é diferenga simétrica.

MaxTimey := 3w, Xo, ..., Xi¥x (w € Xk\Xk_l)/\( A (Xix = X,-+1x))
i<k

A (/\(X € Xip1 \ Xi) = Jy, z(Exy A Exz A Xiy A X,-z)> A (ka>
i<k



Logica de 20 ordem em grafos

> Légica Monadica 20 ordem (MSO): Quantificagdo apenas
em conjuntos

» MSO; (quantificagdo apenas em conjuntos de vértices)
» MSO, (quantificagdo apenas em conj. de vértices e arestas)

» Hamilt: grafo direc. G possui um caminho hamiltoniano?

Hamilt := 3W 3x,y Inicio(W,x) A Fim(W,y) A
Az Meio(W,z)V (z=x)V (z=y)

Resumo
» Ldgica de 1o ordem: Cliquey, Independy, Domy, CobVerty,
Roman,, Ps3-convex.

» Légica Monadica de 20 ordem: coColory ¢, LidColory,
Conexo, RecolorConvexy, MaxTimey, L(2,1)color.

» Ldgica de 20 ordem: Hamilt ndo é MSO;-expressivel.
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. . Complexidade
Complexidade Parametrizada Jamettis
em Algoritmos

Fixed Parameter Tractability

» Um problema de decisao é FPT com relagdo a um pardmetro

V se existe um algoritmo que o decide em tempo f(W) - n®1),
FPT, Courcelle e
» Definicdo formal através de linguagens: problema de decisido Frick-Grohe

parametrizado.

Exemplo: Cliquey: algoritmo de tempo O(n*) nao serve.
Exemplo: CobVerty: algoritm tempo O(kn + 1.274%) serve [2006]
Exemplo: Pardmetro pode ser:

v

k (padrdo), ou

A(G), (Tempo Maximo [S., Marcilon, 2015]) ou
treewidthtw(G), (Cochromatic [Campos et. al., 2014])
neighborhood-diversity(G), ([J.Aratjo et al., 2015])
cliquewidth cwd(G), ou vertex-cover(G), ou ...

bounded vertex-cover — bounded tw — bounded cwd
FPT vertex cover <— FPT treewidth <— FPT cliquewidth

vV vVv.v v v .Yy
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Teorema de Courcelle, 1995 Jamettis
em Algoritmos

Problema de decisdo em grafos que pode ser expresso por uma
MSO-férmula ¢. Entdo FPT linear O(m + n) em tw(G) + |¢|.
Além disso, se ¢ é MSOy, entdo FPT linear em cwd(G) + |¢|.

Corolario
FP.T', Courcelle e
» Colory, ¢idColory, RecolorConvexy, MaxTimey, L(2,1)color Frick-Grohe

sdo FPT em cwd(G) + k.
» coColory ¢ é FPT linear com relagdo a cwd(G) + k + £.
» Colory, coChromatic,, e LidColor sdo FPT linear em tw(G).
» L(2,1)color, ndao é FPT apenas em tw(G).

Problema

» Utilidade existencial: algoritmo do teorema n3o é “bom".

» Algoritmo Progr. Dindmica usando Decomposicao em Arvore
costuma ser mais eficiente (apesar de dar muito trabalho)

» coColory ¢ € FPT O(n®) com relagdo tw(G) [Campos..., 2014]
» coChromatic, é FPT O(m+ n) em tw(G) [Campos..., 2014]
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Teorema de Frick-Grohe, 2001 Parametrizada e

Aplicagdes de Légica
em Algoritmos

Dado um problema de decisdo em grafos que pode ser expresso
por uma férmula 1o ordem, ent3o ele é FPT quadratico
O(m + n)? em grafos planares e em grafos com A(G) limitado.

Corolario

FPT, Courcelle e
Frick-Grohe

> Cliquey, Independy, Dom,, CobVert,, Roman,, Ps-convex
sdo FPT em grafos planares e em grafos com A(G) limitado.

Problema
> Algoritmo muito complicado
» Ldgica de 1o ordem ndo “pega” muita coisa

» Desafio R$ 20,00: Extens3o para Légica 1o ordem com
Ponto Fixo. Se sim, incluiria RecolorConvexy, pois Conexo é
1oOrdem-PF (eu acho !!).

» neighborhood diversity lim. — local treewidth lim. 77
» bounded vertex-cover — bounded neigh-div — bounded cwd

» bounded vertex-cover — bounded trewidth — bounded cwd




Complexidade

Aplicacoes para Problemas de Otimizacao Parametrizads e

Aplicagdes de Légica
em Algoritmos

Considere um problema de otimizagdo em grafos do seguinte tipo:

v

Objetivo: obter ¢ (fixo) subconjuntos Xi, ..., Xy
Xi,..., Xy devem satisfazer uma MSO-férmula dada

Todo vértice v tem m inteiros associados fi(v), ..., fm(v)

vV vV

Max. ou Min. Aplicagdes em

Otimizagcdo

> e Y fi(v)

i€l[e],je[m] vEX;

Exemplo Max Weight Clique.

» ¢ =1 (ou seja, obter 1 conjunto Xj, que seja uma clique.

» m =1 (ou seja, cada vértice v tem um peso inteiro f1(v)).

> a;1 =1 (ou seja, obter a clique com peso maximo).
Exemplo Roman Number.

> ¢ =2 (obter 2 conj X1, Xy sat. Roman(Xi, X2)).

» m =1 (cada vértice v tem peso f1(v) = 1).

> a11 =1 e ap1 =2 (ou seja, minimizar | Xi| + 2| X3|).




Aplicagdes para Problemas de Otimizacao
Clique-width cwd(G): menor niimero de labels necessérios para
construir G usando 4 operacdes:

» Criacdo de um vértice v com label /

» Unido de dois grafos

» Join label i com label j

» Renomear label i para label j
Cografos < cwd < 2; Distancia-hereditaria = clique-width < 3
CliqueWidth expression de G (sequéncia de operacdes)

Teorema2 de Courcelle, 2000

Seja G tal que cwd(G) < k fixo. Se (*) problema OPT "bom” e
(**) sabe-se CliqueWidth expression de G, entdo OPT pode ser
resolvido em tempo linear. Se sé vale (*), entdo OPT pode ser

resolvido em tempo ciibico (tempo 25*1 para obter express3o).

» Cwd expression para distancia-hereditdria (Golumbic, 2000)
» S., Szwarcfiter, Kante (2015): aplica¢Bes para rank-geodético

» Mais: Hierarquia W, problemas W[2]-completos, ...
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Obrigado !! :-)

Vamos trabalhar juntos !! E publicar muitos artigos !!
Perguntas 77 N3o valem perguntas sobre ping-pong !!

Pergunta basica: “Rudini, vocé me empresta a sua
raquete no campeonato de ping-pong do ParGO?'

Resposta: Nao empresto minha butterfly com trés
camadas de borracha para “patos”

g B (BeeTares)
n\'V
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