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Convexidade é um tema cldssico da Matematica.

Euclides (300 a.C.): vdrias contribui¢des nos “Elementos’.
Arquimedes (250 a.C.): 1° definicdo precisa de curva/superficie convexa.
Kepler, Descartes, Euler, Fourier, Gauss, Cauchy, entre outros.
Minkowski (1910): desenvolvimento sistematico da Teoria da Convexidade

Teoremas de Carathéodory (1911), Radon (1921), Helly (1923) e
Erd6s-Szekeres (1935): bases da drea de Convexidade Combinatéria.
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Convexidade em Grafos
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CON
GEOMETRY

Geodesic
Convexity in
Graphs

Levi (1951): Convexidade abstrata: desigualdade de Levi (rd > h?)
Erdés et al. (1972): Convexidade em torneios.
Harary-Nieminem'1981 (Convexity in Graphs): 1° artigo em grafos gerais
R. E. Jamison (1982): "“Por que convexidade abstrata?’

“Uma possivel razio é que convexidade abstrata pode ser feita
facilmente. N&o €é nada dificil criar um conjunto razodvel de
axiomas para um sistema de conjuntos convexos, um operador

de fecho convexo, ou uma fungdo de intervalo generalizada. Mas
isso estd longe de ser considerado uma resposta satisfatéria”.



Convexidade em Grafos

» 2000-2010-2020: Pesquisa sobre a complexidade computacional de
pardmetros de convexidade em grafos.

» Jayme Szwarcfiter: Grande pesquisador/propagador da drea. Sé
neste livro h3 17 referéncias de artigos do Jayme (citadas 30 vezes).




Geometria Convexa: breve resumo

» R0 espaco real d—dimensional
> S C R?¢é convexo se S contém todo segmento entre pontos de S

» conv(S) (fecho convexo/convex hull): menor convexo que contém S.

fecho convexo

conjunto S intervalo I(S) )
convi

» Propriedades Essenciais: A intersecdo de dois conjuntos convexos
em R é um conjunto convexo. Ademais § e RY s3o convexos.

» Definicao: x é ponto extremo de um conjunto convexo S se
x & conv(S \ {x}). Seja Ext(S) pontos extremos de S.

> Teorema de Minkowski-Krein-Milman: Todo S C R? convexo
fechado e limitado é o fecho convexo de seus pontos extremos.



Geometria Convexa: breve resumo

fecho convexo

conjunto S intervalo I(S) )
convi

» Funciao de intervalo I(S) é o conjunto de todo ponto em algum
segmento entre dois pontos de S inclusive.

» Obtem-se conv(S) aplicando sucessivamente a fungdo de intervalo.

> Tempo de iteracdo ti(S): menor k tq I*(S) = conv(S), ou seja,
s30 necessarias k aplicacdes da fungdo de intervalo até obter conv(S)



Teoremas Classicos: Carathéodory (1911)

> Carathéodory (1911): Dado S C RY, se x E conv(S), entdo existe
C C S com |C|] <d+1 tal que x € conv(C

A1yl



Teoremas Classicos: Carathéodory (1911)

> Carathéodory (1911): Dado S C RY, se x € conv(S), ento existe
C C S com |C] <d+1 tal que x € conv(C).

> Carathéodory (1911) equivalente: cth(S)<d+1 VS C R? convexo

> Nimero de Carathéodory cth(S) de S C R? convexo: menor c tq
VS CSexeconv(S): 3CCS com |C| <c: x € conv(C).

» Nimero de Carathéodory alternativo: cth(S) é o tamanho do maior
subconjunto Carathéodory independente C C S, onde C é
Carathéodory independente se

conv(C) # U conv(C \ {x}).
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Teoremas Classicos: Radon (1921)

» S CRYé Radon dependente se pode ser particionado em k=2 conj
cujos fechos convexos se intersectam; cc, é Radon independente.

JANIAN

» Radon (1921): Todo S € RY com |§| > d+2 é Radon dependente.
Ou seja, todo conjunto Radon independente tem < d + 1 pontos.

> Radon (1921) equivalente: rd(S) < d+1 VS C R convexo.

» Nimero de Radon rd(S) de S € RY convexo: tamanho do maior
subconjunto Radon independente S’ C S.

> Generalizacio - Tverberg (1966): Todo S C RY com
(d+1)(k —1)+ 1 pontos é Radon k-dependente.



Teoremas Classicos: Helly (1923)

» Helly (1923): Se F é uma familia de conjuntos convexos em R tal que
cada d + 1 membros de F tem um ponto em comum, entdo todos os
membros de F tem um ponto em comum.

Figure: Exemplo R?: intersecio n3o vazia 3 a 3 = intersecdo n3o vazia total

» Tipico teorema Helly-type: Se cada grupo de n membros de uma familia
de objetos possui uma certa propriedade, entdo toda a familia possui essa
propriedade. Propriedade aqui é ter um ponto em comum.

> Generalizagdes do Teorema de Helly com cores.



Teoremas Classicos: Helly (1923)

» Helly (1923): Se F é uma familia de conjuntos convexos em R tal que
cada d + 1 membros de F tem um ponto em comum, entdo todos os
membros de F tem um ponto em comum.

(@) (b)
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Figure: Exemplos do Teorema de Helly: casos ndo contemplados

> Helly (1911) equivalente: h#(S)<d+1 ¥S C R? convexo
» Nimero de Helly h¢(S) de S convexo: menor h > 2 tq, se cada h

membros de uma familia F de subconj convexos de S tém ponto em
comum, entdo ha um ponto em comum a todos os membros de F.

» Nimero de Helly alternativo h/(S): tam. maior subconjunto Helly

independente H C S, onde H é Helly independente se
Myen conv(H\ {x}) = 0. [Berge-Duchet'1975].



Teoremas Classicos: Erdds-Szekeres (1935)

Pontos em Posicao Geral

> S C R finito em posicdo geral: se ndo tem 3 pontos colineares.
» Nimero posicio geral gp(S): maior subconj de S em posicdo geral.
» No-Three-in-Line Problem de Dudeney (1917): para caso

S=1{1,...,m}?> C N? em aberto para m > 46.
Pontos em Posicdo Convexa

» S C R finito em posicdo convexa (ou convexamente independent):
se Ix € S: x € conv(S \ {x}).

» Nimero posicdo convexa (rank) rk(S): maior subconjunto de S em
posi¢do convexa. [R.E.Jamison’1981]
Teorema de Erdés-Szekeres (1935)

» Vd,n:3dN: todo S C RY de tam N em posicdo geral

» tem subconjunto de tam n em posi¢do convexa,  ou seja, rk(S)>n



Teoremas Classicos: Erdds-Szekeres (1935)

Teorema de Erdds-Szekeres (1935)
» Vd,n:3N: todo S CR? detam N em posicio geral

» tem subconjunto de tam n em posi¢do convexa,  ou seja, rk(S)>n

Esther Klein (Szekeres) George Szekeres Paul Erdds

» Generalizagio do Happy Ending Theorem (Esther Klein’1933):
todo conjunto de 5 pontos em posicdo geral no plano possui um
subconjunto de 4 pontos em posi¢do convexa (quadrildtero convexo).



Capitulo 2 - Convexidade em Grafos

Capitulo 2

Convexidade em Grafos



Definicao de Convexidade Abstrata

Definicdo de Convexidade

» Convexidade C sobre conjunto V finito (Levi'1951): familia C de
subconjuntos de V fechada sob intersecio! tais 0, V € C.

» Os membros de C sdo chamados conjuntos convexos em C.

» Resumo: () e V s3o convexos em C e a intersecdo de dois conjuntos
convexos em C também é convexa em C.

Exemplo para V = {a, b}
> Cl { (Z)a {37 b}

b
>C = {0 (), fan}};
>ci= {0, (b}, {a b} };
> o= {0 {a}, {b}, {25} }

1Para conjuntos infinitos, é necessaria mais uma condi¢cdo: a unido infinita de
conjuntos convexos aninhados é convexa.



Definicdo de Fecho Convexo conve(S)

Definicdo de Fecho Convexo

» Fecho convexo conve(S) de S C V é o menor conjunto C-convexo
contendo S.

Com fecho convexo, definem-se cth¢(S), rde(S), hlc(S) e rke(S) de um
conjunto S na convexidade C analogamente.

» cthe(S) : tam maior subc Carathéodory independente C C S em C:
Usecconve(C\ {x}) # conve(C).

» rdc(S) : tam maior subconjunto Radon independente R C S em C:
3 biparticdo (Ri, Ry) de R tq conve(R;) N conve(Ry) # 0.

» h{c(S) : tam maior subconjunto Helly independente H C S em C:
Mer comve(H\ {x}) = 0.

» rke(S) : tam maior subc convexamente independente P C S em C:
Bx € P: conve(P\ {x}).

Para definir tic(S) e gpe(S) precisamos do conceito de intervalo I¢(S).



Definicdo de Fecho Convexo conve(S)

Definicao de Fecho Convexo

» Fecho convexo conve(S) de S C V é o menor conjunto C-convexo
contendo S.

Com fecho convexo, definem-se cth¢(S), rde(S), hle(S) e rke(S) de um
conjunto S na convexidade C analogamente.
Propriedades de Operador de Fecho

O fecho convexo conve(+) é um operador de fecho (closure operator), ou
seja, para todo 5,5 C V:

(i) S C conve(S)
(i) SCS" = conve(S) C conve(S)

(extensividade);

) (
(i) conve(D) = 0 (normalizagio?);
) (

monotonicidade);
(iv) conve(conve(S)) = conve(S)

idempoténcia).

Para definir tic(S) e gpe(S) precisamos do conceito de intervalo I¢(S).

2De acordo com Van de Vel'1993, alguns autores n3o consideram a normalizacio:



Definicao de Intervalo I¢(S5)
Defini¢do original de intervalo (Calder'1971)

> Fungio I: (¥) — 2" tal que a,b € I({a, b}).
» Familia C induzida por I(-): conjuntos S tais que I(S) = S,
onde I(S) = U, ,beS I({a, b}).
> Prova-se que familia induzida por I(S) é uma convexidade sobre V.

9 9

conjunto S intervalo I(S) fecho co(nsv)exo
conv

Definicdo ampliada de Intervalo

I:2Y — 2V é uma funcio de intervalo sobre V se para todo 5,5’ C V:
(i) SCI(S) (extensividade);

(i) SCS = I(S) IS (monotonicidade);

(i) (@) = 0 (normalizac3o).



Definicdo de Intervalo I¢(S)

Definicao de Intervalo
1:2Y — 2V é uma funcio de intervalo sobre V se para todo S, S’ C V:

(i) SCI(S) (extensividade);
(i) SCS = I(S)CI(S) (monotonicidade);
(i) 1(0) = 0 (normalizacdo).

Lema: A familia C de subconjunt de V induzida por I(-) é convexidade.

Prova: ()= VCI(V)CV=I(V)=V=VeCl. (i) = 0 e C.
Finalmente, sejam S; e S, dois conjuntos em C. Por definicdo, I(S51) = S
e 1(52) = 52. De (II), 1(51 N 52) g 1(51) = 51 e 1(51 n 52) Q 1(52) = 52.
Portanto, I(5; N'S;) € 51N S,. De (i), S1 NS CI(S51NS,). Portanto,
I(51 N S) = S1 NS, e consequentemente S; NS, estd em C. Como C é
fechada sob intersecdo e (), V € C, entdo C é uma convexidade.



Convexidade de Intervalos
I:2Y — 2V & uma funcio de intervalo sobre V se para todo S, S’ C V:

(i) SCIS) (extensividade);
(i) SCS = I(S)CI(S) (monotonicidade);
(i) 1(0) = 0 (normalizagdo).

Convexidade C de intervalos: I(-) é dada

» Toda funcdo de intervalo induz uma tnica convexidade.

> Toda convexidade pode ser induzida por uma (ou mais de uma)
func3o de intervalo (por exemplo, o préprio fecho convexo).

» Quando na definicdo de uma convexidade C é associada
explicitamente uma fungdo de intervalo I¢(-) que a induz,
dizemos que C é uma convexidade de intervalos.

» As principais convexidades estudadas s3o convexidades de intervalo
(Ic(-) é claramente definida).

» Formalmente (van de Vel'1993): espago de convexidade (V/,C)
versus espaco de convexidade de intervalo (V,1¢).

» Evitamos essa terminologia e consideramos que toda convexidade C
é de intervalo e, portanto, tem um fun¢3o de intervalo I¢ associada.



Convexidade de Intervalos

I:2Y — 2V é uma funcio de intervalo sobre V se para todo S, S’ C V:
() s C1(s)

(i) SC§ = 1(S) C (S

(i) 1(0) = 0

R. E. Jamison (1982): "Por que convexidade abstrata?’

“Uma possivel razdo é que convexidade abstrata pode ser feita
facilmente. N&o é nada dificil criar um conjunto razodvel de
axiomas para um sistema de conjuntos convexos, um operador
de fecho convexo, ou uma fungdo de intervalo generalizada. Mas
isso estd longe de ser considerado uma resposta satisfatéria”.

» Convexidade C induzida por I(-): conjuntos S tais que I(S) = S.

» Convexidade C sobre conjunto V finito (Levi'1951): familia C de
subconjuntos de V fechada sob intersecdo tais (), V € C.



Tempo de iteracao e Nimero de Posicio Geral

O fecho convexo de S pode ser obtido com a aplicagdo sucessiva da

fungdo de intervalo I¢(-) até se obter um conjunto convexo, ou seja:

conve(S)=U2, T6(S), onde I5(S) é a k-ésima iteragio de I¢(-) sobre S:
> 12(S) =S e I£TH(S) = Ic(14(S)) para todo k > 0.

Costuma-se dizer que S gera/ativa/infecta 1c(S) em 1 passo ou
conve(S) em tantos passos na convexidade C.

Com funcdo de intervalo I¢, definimos como antes o tempo de iteracao
e o nimero de posicao geral para uma convexidade C.
> Tempo de iteracio tic(S): menor k tq I5(S) = conve(S).
> Nimero de posicdo geral gp.(S): tam do maior S’ C S em posicdo
geral em C, onde S’ estd em posicido geral se ndo tem 3 elementos
X, ¥,z tais que z € Ie({x, y}).

Exemplo: n>2, V=[n]={1,2,...,n} e C={0,[n]}. Fun¢3o de intervalo
L(0)=0, Ic([n)=[n] e Ic(S)=SU{min([n]\ S)}, se S &C.



Os 10 Parametros de Convexidade de Grafos

Dado um grafo finito G, dizemos que C é uma convexidade no grafo G
se C é uma convexidade de intervalos sobre V = V/(G).

1. h
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10.

n(G): num Envoltdria: tam menor conjunto de envoltéria S de G
na convexidade C: conve(S) = V.

in(G): num de Intervalo: tam menor conjunto de intervalo S de G
na convexidade C: I¢(S) = V.

con(G): num Convexidade: tam maior conj convexo SCV em C.
cth(G): num Carathéodory: cthe(G) = cthe(V).

rd(G): num Radon: rde(G) = rde(V).

h¢(G): num Helly: héc(G) = héc(V).

rk(G): Posto (rank): rke(G) = rke(V).

gp(G): num Posicdo Geral:  gps(G) = gpe(V).

ti(G): Tempo de lteracdo: max tic(S) entre conjuntos S C V.

tp(G): Tempo de Percolacdo: max tic(S) entre conjuntos S C V,
que sdao conjuntos de envoltdria.



Convexidades de Caminhos em Grafos

Dada familia P de caminhos em G, seja fungdo Ip(S) igual a S mais todo
vértice em qualquer caminho de P com ambas as extremidades em S.

Lema: Dada uma familia P de caminhos em G: Ip(-) é uma fungdo de
intervalo sobre V(G) e portanto induz uma convexidade em G.

Prova: Extensividade, Monotonicidade, Normalizacdo Ok. O

As convexidades de grafos mais estudadas sdo convexidades de caminhos:
» Convexidade Geodésica [Harary, Nieminem, 1981]
» Convexidade Monofénica [R.E.Jamison, 1982]
» Convexidade m® [Dragan, Nicolai, Brandstadt, 1999]
» Convexidade P; [Centeno, Dourado, Szwarcfiter, 2009]
» Convexidade P; [R.T.Aratjo, Sampaio, Szwarcfiter, 2013]

sendo P respectivamente a familia de todo caminho minimo, ou induzido,
ou induzido com > 3 vértices, ou P; qualquer, ou P3 induzido.



Convexidades de Caminhos em Grafos

Dada familia P de caminhos em G, seja fungdo Ip(S) igual a S mais todo
vértice em qualquer caminho de P com ambas as extremidades em S.

As convexidades de grafos mais estudadas sdo convexidades de caminhos:
» Convexidade Geodésica [Harary, Nieminem, 1981]
» Convexidade Monofénica [R.E.Jamison, 1982]
» Convexidade m® [Dragan, Nicolai, Brandstidt, 1999]
» Convexidade P; [Centeno, Dourado, Szwarcfiter, 2009]
» Convexidade P; [R.T.Aratjo, Sampaio, Szwarcfiter, 2013]

sendo P respectivamente a familia de todo caminho minimo, ou induzido,
ou induzido com > 3 vértices, ou P; qualquer, ou P3 induzido.

Classes de grafos
» Distancia-heredit: cam induzido = minimo. Geodésica=—Monofdnica
> Didmetro 2: Geodésica = PJ

> Livre de tridngulo: P3; = P;



Convexidades de Caminhos em Grafos (Exemplos)
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Exemplos simples: Convexidades Geodésica, Monofdnica e P3
» hng(G) = hny(G) = hny3(G) = hnps(H) =2
> ing(G) =inm(G) =3; inp3(G) =6
» cong(H) = conm(H) = conpz(H) =n—1=16
> tip3(G) =tpy3(G) =8
> ti3(H) = tpp3(H) = 15. Tempos sempre iguais?



Convexidades nao baseadas em Caminhos

Exemplos

» Convexidade de Steiner [Caceres, Mérquez, Puertas, 2008]

» Convex r-intervalo [Dourado, Rautenbach, Santos, Schifer, Szwarcfiter, 2013)]
» Convexidade F-livre [Dourado, Gutierrez, Protti, Sampaio, Tondato, 2022]
» Convexidade TSS [R.T.Araiijo, Sampaio, 2023]

Convexidade TSS
» Funcdo limiar 7: V(G) — N.
» Convexidade TSS (Target Set Selection): cada vértice v tem um
limiar 7(v) préprio de vizinhos necessérios para sua ativacdo.

» Fungdo de intervalo I.(S) contém S mais todo vértice v fora de S
que tem pelo menos 7(v) vizinhos em S.

» Convexidade P3: 7(v) = 2 para todo vértice v.

» I, é uma funcgdo de intervalo se e sé se 7(v) >0 Vv € V(G).
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Perguntas (se houver tempo) 77?
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Introducao

» Dez parametros mais estudados em convexidade em grafos

» Convexidades mais conhecidas: geodésica, monofénica e P;



Introducao

» Dez parametros mais estudados em convexidade em grafos
» Convexidades mais conhecidas: geodésica, monofénica e P;
> Ext(G) é o conjunto de pontos extremos de V(G)



Introducao

» Dez parametros mais estudados em convexidade em grafos
» Convexidades mais conhecidas: geodésica, monofénica e P;
> Ext(G) é o conjunto de pontos extremos de V(G)

» Todo vértice v € Ext(G) deve estar em qualquer conjunto de
intervalo (e de envoltdria)



Numero de Intervalo

» O nimero de intervalo in(G) é o tamanho do menor conjunto de
intervalo do grafo G.



Numero de Intervalo

Vi 2]

V13 Via V3 Va

Vs

V6
V12 Vi1 Vio

Vo Vs



Numero de Intervalo

Vi 2]
V13 Via V3 Va
Vs
V6
V12 Vi1 Vio
Vo Vg

> vértices simpliciais vs, vg, Vg € Vg



Numero de Intervalo

Vi V2

Vi3 Vig V3 Vg

Vs

V6
V12 Vi1 V1o

2] Vg



Numero de Intervalo

Vi V2
Vi3 Vig V3 Vg
Vs
Ve
V12 Vi1 Vio
Vo Vg

> ing(Gl) =6



Numero de Intervalo

V2
V3 Vy
V5
Ve
Vi1 Vio
Vo Vg

» Na convexidade monofénica, {vs, vs, v, Vo, vi2} é um conjunto de
intervalo de Gy de tamanho 5 (in,(G) = 5)

Vi
V13 Via
V12



Numero de Intervalo

Vi V2

Vi3 Vig V3 Vg

Vs

V6
V12 Vi1 V1o

V9 Vg



Numero de Intervalo

V2
V3 Vg
Vs
Ve
Vi1 Vio
Vo Vg

> Na convexidade P, {va, v, v7, vg, v11, v13} é um conjunto de
intervalo de G; de tamanho 6 (in,3(Gi1) = 6 > hny3(Gr) = 4)

Vi
V13 Via
V12



Numero de Intervalo

» Para arvores nas convexidades geodésica e monofdnica, ing(T) e
inm(T) sdo iguais ao nimero de folhas para toda &drvore T.



Numero de Intervalo

> Para drvores nas convexidades geodésica e monofénica, ing(T) e
inm(T) sdo iguais ao nimero de folhas para toda &drvore T.

» Para ciclos, ing(C,) = hng(G,) e inm(Cy) = hny(Cp).



Numero de Intervalo

> Para drvores nas convexidades geodésica e monofénica, ing(T) e
inm(T) sdo iguais ao nimero de folhas para toda &drvore T.

» Para ciclos, ing(C,) = hng(G,) e inm(Cy) = hny(Cp).

» Para o grafo completo K, com pelo menos n > 2 vértices, é facil ver
que ing(K,) = inm(K,) = n e que ing3(K,) = 2.



Niumero de Envoltdria

» O nimero de envoltdria hn(G) é o tamanho do menor conjunto de
envoltéria de G



Niumero de Envoltdria

» O nimero de envoltdria hn(G) é o tamanho do menor conjunto de
envoltéria de G

» hn(G) <in(G)



Niumero de Envoltdria

» O nimero de envoltdria hn(G) é o tamanho do menor conjunto de
envoltéria de G

» hn(G) <in(G)
> hn(G) > | Ext(G)|



Niumero de Envoltdria

V2
V3 Vg
Vs
Ve
Vi1 Vio
Vo Vg

> Na convexidade geodésica, {vi, vs, v, vg, Vo, v12} € um conjunto de
envoltéria de Gy de tamanho 6 (hng(G) = 6)

Vi
V13 Via
V12



Niumero de Envoltdria

Vi V2

V13 V14 V3 V4
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Niumero de Envoltdria

V2
V3 Vy
V5
Ve
Vi1 Vio
Vo Vg

» Na convexidade monofénica, {vs, vs, v, Vo, vi2} é um conjunto de
envoltéria de G de tamanho 5 (hnp,(G) = 5)

Vi
V13 Via
V12



Niumero de Envoltdria

Vi V2

Vi3 Vig V3 Vg

Vs

V6
V12 Vi1 V1o

V9 Vg



Niumero de Envoltdria

Vi V2
Vi3 Vig V3 Vg
Vs
Ve
V12 Vi1 Vio
Vo Vg

> Na convexidade Ps3, {vs, vg, V12, 14} é um conjunto de envoltdria de
Gy de tamanho 4 (hny3(G) = 4)



Niumero de Envoltdria

» Para toda drvore T, hng(T) = hny(T) = ndmero de folhas de T.



Niumero de Envoltdria

» Para toda drvore T, hng(T) = hny(T) = ndmero de folhas de T.

» Em um ciclo C, com n > 3 e vértices vivs ... V,, ndo ha vértices
simpliciais, mas é facil ver que quaisquer 2 vértices ndo adjacentes
formam um conjunto de envoltéria na convexidade monofénica.



Niumero de Envoltdria

» Para toda drvore T, hng(T) = hny(T) = ndmero de folhas de T.

» Em um ciclo C, com n > 3 e vértices vivs ... V,, ndo ha vértices
simpliciais, mas é facil ver que quaisquer 2 vértices ndo adjacentes
formam um conjunto de envoltéria na convexidade monofénica.

» Assim hny,(G) =3 e hny,(C,) =2 para n > 4.



Niumero de Envoltdria

» Na convexidade geodésica, 2 vértices sdo suficientes se n é par e 3
vértices sdo necessdrios e suficientes se n é impar.



Niumero de Envoltdria

» Na convexidade geodésica, 2 vértices sdo suficientes se n é par e 3
vértices sdo necessdrios e suficientes se n é impar.

» Assim hng(C,) =2 se n é par e hng(C,) = 3 se n é impar.



Numero de Convexidade

» O nidmero de convexidade con(G) é o tamanho do maior conjunto
convexo préprio do grafo G



Numero de Convexidade

» O nidmero de convexidade con(G) é o tamanho do maior conjunto
convexo préprio do grafo G

» Nas convexidades geodésica e monofé6nica, temos que
con(G) = n—1 se, e somente se, G tem vértice simplicial. Portanto,
cong(K,) = cony(K,) = n—1.



Numero de Convexidade
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Numero de Convexidade

V2
V3 Vy
V5
Ve
Vi1 Vio
Vo %]

» Além disso, para o grafo Gi, cong(Gi) = conm(Gy) = 14 — 1 =13,
pois G; tem vértice simplicial.

Vi
V13 Via
V12



Numero de Convexidade

» Na convexidade P3, conp3(G) =n—1 se, e somente se, G tem
vértice de grau 1. Portanto cony3(Gy) < 14 —2 =12



Numero de Convexidade

» Na convexidade P3, conp3(G) =n—1 se, e somente se, G tem
vértice de grau 1. Portanto cony3(Gy) < 14 —2 =12

> conps(K,) =1.



Numero de Convexidade

» Na convexidade P3, conpg(G) =n—1 se, e somente se, G tem
vértice de grau 1. Portanto cony3(Gy) < 14 —2 =12

> conps(K,) =1.

» Toda arvore T com pelo menos 2 vértices, tem o nimero de
convexidade igual a n — 1 nas trés convexidades
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» Em um ciclo C,, conp(C,) =2



Numero de Convexidade

» Em um ciclo C,, conp(C,) =2

> Na convexidade geodésica, cong(C,) = | 52|

2




Numero de Convexidade

» Em um ciclo C,, conp(C,) =2

> Na convexidade geodésica, cong(C,) = | 52|

2
» Na convexidade P3, cony3(C,) =n—2sen>4econg(G)=1.




Tempo de Iteracao

» Dado um grafo G e uma convexidade sobre G, o tempo de iteracido
de um conjunto S C V/(G), denotado por ti(S), é definido como o
menor inteiro k tal que I¥(S) = conv(S)



Tempo de Iteracao

» Dado um grafo G e uma convexidade sobre G, o tempo de iteracido
de um conjunto S C V/(G), denotado por ti(S), é definido como o
menor inteiro k tal que I¥(S) = conv(S)

» O tempo de iteracdo ti(G) é o maior valor ti(S) entre todos os
conjuntos S C V(G).



Nimero de Percolacao

» O tempo de percolacdo tp(G) é o maior valor ti(S) entre todos os
conjuntos S C V/(G) que sdo conjuntos de envoltdria de G na
convexidade considerada



Tempos de lteracdo e de Percolacao
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Tempos de lteracdo e de Percolacao
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> ti(Gp) = tp(Gz) = 8 nas trés convexidades: geodésica, monofénica e
Ps



Tempos de lteracdo e de Percolacao

6 O3
S

» Observe que os vértices em vermelho ndo formam em G um
conjunto de envoltdéria, mas continuam com o mesmo tempo de
iteragdo 8 e, por isso, ti(G;) = 8 nas trés convexidades: geodésica,
monofbnica e Ps.



Tempos de lteracdo e de Percolacao

6 O3
S

» Observe que os vértices em vermelho ndo formam em G um
conjunto de envoltdéria, mas continuam com o mesmo tempo de
iteragdo 8 e, por isso, ti(G;) = 8 nas trés convexidades: geodésica,
monofbnica e Ps.

» nas convexidades geodésica e monofénica, entdo
tPm(G3) = tpy(Gy) =1



Tempos de lteracdo e de Percolacao

G;
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» Observe que os vértices em vermelho ndo formam em G um
conjunto de envoltdéria, mas continuam com o mesmo tempo de
iteragdo 8 e, por isso, ti(G;) = 8 nas trés convexidades: geodésica,
monofbnica e Ps.

» nas convexidades geodésica e monofénica, entdo
tPm(G3) = tpy(Gy) =1
> tpp3(G3) = tips(G3) =8



Tempos de lteracdo e de Percolacao

> tip3(Kn) = tpp3(Ki) = 1 e, nas convexidades geodésica e
monofénica, ti(K,) = tp(K,) =0



Tempos de lteracdo e de Percolacao

> tip3(Kn) = tpp3(Ki) = 1 e, nas convexidades geodésica e
monofénica, ti(K,) = tp(K,) =0

» Nos nos ciclos, temos que os tempos de iteracdo e de percolagdo sdo
iguais a 1 nas trés convexidades: geodésica, monofénica e Ps.



Tempos de lteracdo e de Percolacao

» Nas arvores com mais de 2 vértices, os tempos de iteracio e de
percolagdo sdo iguais a 1 nas convexidades geodésica e monofdnica.



Tempos de lteracdo e de Percolacao

» Nas arvores com mais de 2 vértices, os tempos de iteracio e de
percolagdo sdo iguais a 1 nas convexidades geodésica e monofdnica.

» Com relacdo a convexidade P3, a situacdo é diferente e os
parametros podem destoar bastante. Para n > 1, uma arvore com
tempo de iteracdo n e tempo de percolacdo 1.

T



Nimero de Posicao Geral

» Um conjunto S de um grafo G estd em posicdo geral na convexidade
C se S n3o contém 3 elementos x, y, z tais que z estd no intervalo
dexey



Nimero de Posicao Geral

» Um conjunto S de um grafo G estd em posicdo geral na convexidade
C se S n3o contém 3 elementos x, y, z tais que z estd no intervalo

dexey
» O nidmero de posicdo geral gp.(S) de G é o maior subconjunto de
V(G) em posicio geral em C.



Nimero de Posicao Geral

> Seja n > 4, gp(K,) = n nas convexidades geodésica e monofénica
» Na convexidade Ps, gpp3(K,,) =2,



Nimero de Posicao Geral

> Seja n > 4, gp(K,) = n nas convexidades geodésica e monofénica
» Na convexidade Ps, gpp3(K,,) =2,
» Nos ciclos, gp,,(Cs) =2



Nimero de Posicao Geral

vvyyVvyy

v

Seja n > 4, gp(K,,) = n nas convexidades geodésica e monofénica
Na convexidade P3, gpp3(K,,) =2,

Nos ciclos, gp,,(Cs) =2

Com relagdo aos ciclos na convexidade geodésica, gpg(C,,) = 3 para
n>5egp,(C) =2

Na convexidade P3, gp,3(Ca) = 3]

3



Nimero de Posicao Geral
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» Note que o conjunto {vi, vs, Vs, Vg, Vo, V12, V13} estd em posi¢do
geral na convexidade geodésica. Logo temos que gp,(G1) > 7.
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Nimero de Posicao Geral

V2
V3 Vg
Vs
V6
Vi1 V10
Vo 1Z]

» Note que o conjunto {vi, vs, Vs, Vg, Vo, V12, V13} estd em posi¢do
geral na convexidade geodésica. Logo temos que gp,(G1) > 7.

» Note que o conjunto {vs, ve, vg, Vo, v12} estd em posicdo geral na
convexidade monof6nica, logo temos que gp,,(G1) > 5.

Vi
V13 Vig
2

Vi



Posto

» Um subconjunto S de vértices de um grafo G estd em posicdo
convexa ou é convexamente independente se nenhum x € S pertence

a conv(S\ {x})



Posto

» Um subconjunto S de vértices de um grafo G estd em posicdo
convexa ou é convexamente independente se nenhum x € S pertence

a conv(S\ {x})
» O posto de G, denotado por rk(G), é definido como o tamanho do
maior subconjunto convexamente independente de V(G).



Posto

» Seja n > 4. Na convexidade monofénica, rky(K,) =ne
rkm(Pn) = rkm(Cp) = 2

» Na convexidade geodésica, rkg(K,) = n, rkg(C,) =3 paran>5e
rkg(C4) =2

> Na convexidade P, rkps(Kn) = 2 e rkp3(C,) = | 4]
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Posto

V13

Vi V2
Vig V3 Vg
Vs
Ve
V12 Vi1 Vio
Vo Vg

> Note que {vi, v5, vg, Vg, Vo, V12, v13} € convexamente independente
na convexidade geodésica, logo temos que rkg(G1) > 7.




Posto

V13

Vi V2
Vig V3 Vg
Vs
Ve
V12 Vi1 Vio
Vo Vg

> Note que {vi, v5, vg, Vg, Vo, V12, v13} € convexamente independente
na convexidade geodésica, logo temos que rkg(G1) > 7.

> Note que {vi, vs, vg, v, Vo } é convexamente independente na
convexidade monofénica, logo temos que rkg(Gy) > 5.




Numeros de Carathéodory, Radon e Helly de um grafo

» cthe(G) : tam maior subc Carathéodory independente S C V(G) na
convexidade C: [ J,.sconve(S \ {x}) # conve(S).

» rde(G) : tam maior subconjunto Radon independente S C V(G) na
convexidade C: 3 bipart (51, S,) de S: conve(S;1) Nconve(S,) # 0.

» hlc(G) : tam maior subconjunto Helly independente S C V/(G) na
convexidade C: [, cs conve (S \ {x}) = 0.

» Parametros muito estudados na literatura.

v

Inspirados nos teoremas classicos de Carathéodory, Radon e Helly.

» [Coelho, Dourado, Sampaio, 2015] e [Dourado, da Silva, 2017]
provaram que, além de serem NP—dificeis, sdo altamente
inaproximaveis nas convexidades P3 e geodésica.

» Ou seja, ndo possuem algoritmo polinomial com fator de
aproximac3o n'~¢ para nenhum £ > 0, a menos que P=NP.



Nimero de Carathéodory cth(G)

>

>

cthe(G) @ tam maior subc SCV(G)na
convexidade C: |J,.gconve(S\ {x}) # conve(S).

Exemplo Convexidade P;5: conjunto C das folhas de uma &rvore
bindria completa B. O intervalo Ip3(-), comecando por C, gera um
nivel de B por vez, até a raiz r. Ou seja, r € convyz(C), mas

r & Uyec convps(C \ {u}): todas as folhas sdo necessérias para
gerar a raiz. Assim cthp3(B) = hnp3(B) é o niimero de folhas de B.

Exemplo Convexidade geodésica: Grafo B, adicionando vértice
universal u a B. O intervalo I4(-) em B,, comegando por C (folhas),
é quase igual ao em B na convexidade P3, com a raiz r gerada por
ultimo. A diferenca é que u serd gerado na primeira iteracdo, mas,
como € universal, u n3o ajuda a gerar outros vértices na convexidade
geodésica. Assim cthg(B,) = hng(B,) é o nimero de folhas de B.



Nimero de Carathéodory cth(G)

» cthe(G) : tam maior subc Carathéodory independente S C V(G) na
convexidade C: |J,.gconve(S\ {x}) # conve(S).

» Seja n > 4.
» Grafo completo K: cthy(K,) = cthyn(K,) =1 e cthpz(K,) = 2.
» Grafo caminho P,: cthg(P,) = cthm(P,) = cthy3(Pn) = 2.

» Grafo ciclo C,: cthg(C,) = cthn(GC,) = cthy3(C,) = 2.



Nimero de Radon rd(G)

» rdc(G) : tam maior subconjunto Radon independente S C V(G) na
convexidade C: 3 bipart (51, S,) de S: conve(S;y) N conve(S,) # 0.

» Sejan>4.
» Grafo completo K,: rdg(K,) = rdm(K,) = n e rdp3(Kn) = 2.
» Grafo caminho P,: rdg(P,) = rdm(P,) =2 e rdp3(Pn) = [2n/3].

» Grafo ciclo C,: rdm(C,) =2, rdg(C,) =3 se n>5, rdg(G4) =2 e
rdp3(Cn) = [2n/3].

> Arvore completamente binaria B na convexidade Ps: rd3(B) é
o nimero de folhas, pois qualquer particdo das folhas gera
subarvores separadas.



Nimero de Helly h?(G)

» hlc(G) : tam maior subconjunto Helly independente S C V(G) na
convexidade C: [, cs conve(S \ {x}) = 0.

Teorema [Duchet’88]: h/,,(G) = w(G) para todo grafo G. Conseq,
hlg(G) = w(G) para todo grafo G distancia hereditdria, como arvores (hfg(T) = 2).

» Seja n > 4.
> Grafo completo K,: h/z(K,) = hén(K,) = ne hip(K,) = 2.
» Grafo caminho P,: hlz(P,) = h{n(P,) =2 e hly3(P,) =777.

» Grafo ciclo C,: hln(C,) =2 e hly(C,) =3 paran>be
hlg(Cs) = 2.



Desigualdades entre os parametros

Teorema: Para todo grafo G e toda convexidade sobre G,
» in(G) > hn(G) > |Ext(G)|
> ti(G) > tp(G) e gp(G) > rk(G)

Teorema: Para todo grafo G com pelo menos 2 vértices e toda
convexidade sobre G tal que {v} é convexo para todo v € V(G),

> h{(G) > 2 e rk(G) > rd(G)

Prova: |S| = 2 é Helly independente, pois cada vértice sozinho é convexo. Se S é

convexamente dependente, existe v € conv(S \ {v}) e portanto S é Radon dependente
devido a parti¢do {v} e S\ {v}.

Teorema [Levi’'1951]: rd(G) > h{(G) para todo G e toda convexidade.
Teorema [Eckhoff-Jamison’1976]: Para todo G e toda convexidade,

rd(G) — 1

cth(G) > () =1

se h{(G) > 2.
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Secdo 9.1

Modelos de Difusao em Grafos



Secdo 9.1 - Modelos de Difusao em Grafos

Convexidade TSS

>
>

vy

vvyYVvyvyy

v

Fungio limiar 7 : V(G) — N.
Convexidade TSS (Target Set Selection): cada vértice v tem um
limiar 7(v) préprio de vizinhos necessdrios para sua ativa¢go.

Convexidade P3: 7(v) = 2 para todo vértice v.

Fungdo I.(S) contém S mais todo vértice v fora de S que tem pelo
menos 7(v) vizinhos em S.

A fungdo I, é de intervalo se e sé se 7(v) >0 Vv € V(G).
Majority thresholds: 7(v) = [d(v)/2], em que d(v) é o grau de v
r-neighbor bootstrap percolation: 7(v) = r para todo v.

[Holroyd 2003]: Conjunto inicial escolhido aleatoriamente.

[Kempe, Kleinberg e Tardos 2003]: limiares aleatdrios em certa faixa

Nos préximos slides, vamos assumir que 7(v) < d(v) para todo v.



Algoritmo TSS-size-tree
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Algoritmo TSS-size-tree (drvore T, fungdo limiar 7)

considere T como &rvore enraizada em um vértice r de grau d(r) > 2
seja 7/(v) = 7(v) para todo vértice v de T
seja x(f) = 0 para toda folha f de T
enquanto h3 vértice v com x(v) n3o definido, faca
seja u um vértice cujos filhos tém x(-) definido e seja w o pai de u
se 7/(u) > 2, entdo
x(u) + 1, '(w) « 7'(w)—1
sendo
x(u) < 0
se 7/(u) <0, ento: 7'(w) + 7'(w)—1
retorne os vértices v com x(v) =1




Algoritmo TSS-time-tree

Figure: Arvore com tempo de percolagdo 15. Limiares em vermelho, vértices
saturados em cinza e caminho maximo de n3o saturados em amarelo. Nimeros
nos vértices sdo tempos de ativagdo. Tempo O representa o conjunto alvo, que

contém 29 vértices.



Secdo 9.2 - Jogos de Convexidade em Grafos

Secdo 9.2

Jogos de Convexidade em Grafos

» [Harary, 1984]: Definiu os primeiros jogos de convexidade.



Jogos de Convexidade

Dado G e uma convexidade, introduzimos 4 jogos. Em todos, o conjunto
L de vértices rotulados comeca vazio e f(L) e g(L) dependem do jogo.
Alice e Bob alternadamente rotulam um vértice n3o-rotulado v que n3o
estd em f(L). O jogo termina quando g(L) = V(G).

> No jogo da envoltéria: f(L) = L e g(L) = conve(L).

> No jogo do intervalo: f(L) =L e g(L) =1Ic(L).

» No jogo da envoltéria fechada: f(L) = g(L) = conve(L).

» No jogo do intervalo fechado: f(L) = g(L) = I¢(L).

Variante normal: (ltimo a jogar vence.
Variante pobre (misére): dltimo a jogar perde.
Variante de otimizac3o: Alice vence se num vértices rotulados < k.
» nimero do jogo da envoltdria ghnq(G),
» nidmero do jogo do intervalo gin(G),
» nidmero do jogo fechado da envoltdria cghne(G),
>

ndmero do jogo fechado do intervalo cging(G).



Jogos de Convexidade

Teorema: Dado um grafo G com n vértices e uma convexidade sobre G,

» hne(G) < cghne(G) < ghn(G) < min{ 2-hne(G) -1, n},

> inc(G) < cging(G) < ging(G) < min{ 2-in¢(G) =1, n }

Exemplo na convexidade Ps3: K, no limite inferior. Em ciclos:

> hnp3(Ca) = 2, cghn3(Cy) = ghn3(Cy) =3,
hnps3(Cs) = 3, cghnp3(C6) =4e ghnp3(C6) =5.

> hnps3(Gs) = cghnp3(C5) = ghnp3(C5) = 3.

> hnps(G7) =4 e cghnp3(C7) = ghnp3(C7) =5<T7.

Teorema: Jogos da envoltdria nas variantes normal e pobre sio
PSPACE-completos.
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Perguntas (se houver tempo) 77?
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Capitulo 4: Convexidades Geométricas |
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Conjuntos convexos na Geometria

Um conjunto S no plano é um conjunto convexo se nenhum ponto
fora de S estd em um segmento de reta com extremidades em S.

/

nao convexo convexo
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A familia de conjuntos convexos é fechada sob intersecdo

Se S1 e Sy sdo convexos entdo S; N S, também é convexo. J
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Pontos extremos

Um ponto x é um ponto extremo de S se nenhum segmento de
reta com extremidades em S\ {x} contém x como ponto interno. J
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Fecho convexo

O fecho convexo de um conjunto de pontos A no plano & o menor
conjunto convexo que contém A.
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Construcdo iterativa do fecho convexo

Inicie com um conjunto de pontos A,
e faca H= A,

@ adicione a H os pontos que estdo em um segmento de reta
entre dois pontos de H,

@ e repita até que nenhum novo ponto possa ser adicionado
(isto &, H & convexo).

Esse processo é a convexificacio de A.

conjunto de pontos (esquerda), adigdo de segmentos (centro),

fecho convexo (direita)
7/36



Todo conjunto convexo é o fecho convexo de seus pontos extremos. )

/
. - -
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Transportando conceitos da Geometria para a Combinatéria

Definicdo de Convexidade

Uma convexidade sobre um conjunto ndo vazio V é uma familia ¢
de subconjuntos de V' (chamados conjuntos convexos) em que:

@ () e V sdo conjuntos convexos;

@ a intersecdo de conjuntos convexos € um conjunto convexo.

Convexidade de Grafo

Se V = V/(G) para algum grafo G entdo ¢ é uma convexidade de
grafo de G.
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Seguindo as mesmas defini¢des...

Sejam G um grafo e ¥ uma convexidade de G.

@ Dado um conjunto S C V(G), o menor conjunto S’ € €
contendo S é o fecho convexo de S.
Notagdo: S’ = conv(S)

@ Um vértice x de um conjunto convexo S € € é um vértice
extremo de S se S\{x} é também convexo.
Notagdo: Ext(S) = conjunto de vértices extremos de S

@ ¢ & uma convexidade geométrica (ou geometria convexa) se
satisfaz a Propriedade de Minkowski-Krein-Milman:
todo conjunto convexo S € ¥ satisfaz S = conv(Ext(S)).
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Intervalo: o analogo combinatério de segmento de reta

Seja P uma colegdo de passeios de G (p.ex., a colegdo de todos
os caminhos minimos de G).

e O intervalo /(u, v) de u,v € V(G) & o conjunto de todos os
vértices que estdo em um passeio de P de v a v.

e Para S C V(G), defina I(S) = Uy ves!(u, v).
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Construcdo iterativa do fecho convexo usando intervalos

Inicie com um conjunto de vértices S C V(G).
@ Faca 5o =S
o Calcule Sj41 =1(S),i=0,1,2,...
e Como G é finito, existe k tal que Sx11 = Sk
@ Neste ponto, temos conv(S) = S

@ —> O processo produzira no final um conjunto convexo
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Convexidade de grafo via operador de intervalo

@ Seja X a colegdo de todos os caminhos minimos de G
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Convexidade de grafo via operador de intervalo

@ Seja X a colegdo de todos os caminhos minimos de G

e /(S) =SU{x: x estd em um caminho minimo entre
vértices de S}
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Convexidade de grafo via operador de intervalo

@ Seja X a colegdo de todos os caminhos minimos de G

e /(S) =SU{x: x estd em um caminho minimo entre
vértices de S}

@ Um conjunto S é convexo se nenhum x ¢ S esta em um
caminho minimo entre dois vértices de S
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Convexidade de grafo via operador de intervalo

@ Seja X a colegdo de todos os caminhos minimos de G

e /(S) =SU{x: x estd em um caminho minimo entre
vértices de S}

@ Um conjunto S é convexo se nenhum x ¢ S esta em um
caminho minimo entre dois vértices de S

@ Em outras palavras: S é convexo < [(S) =S

13/36



Convexidade de grafo via operador de intervalo

@ Seja X a colegdo de todos os caminhos minimos de G

1(S) = SU{x: x esta em um caminho minimo entre
vértices de S}

Um conjunto S é convexo se nenhum x ¢ S esta em um
caminho minimo entre dois vértices de S
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Seja € ={SC V(G) | I(S)=S}
% & uma convexidade de G !

Mais precisamente, % é a convexidade geodésica de G

Mas: % n3o é necessariamente uma convexidade geométrica

Quest3o: caracterize os grafos G para os quais a convexidade
geodésica de G é geométrica

.
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Definindo convexidades via sistemas de caminhos

Convexidade geodésica —> caminhos minimos

Convexidade monofénica —> caminhos induzidos

Convexidade P3 —> caminhos com 3 vértices

Convexidade P; —> caminhos induzidos com 3 vértices
Convexidade m® —> caminhos induzidos com 3 ou mais arestas
Convexidade /% => caminhos induzidos com k ou menos arestas
Convexidade de pedagio —> passeios com pedagio

Convexidade de pedagio fraco —> passeios com pedagio fraco

etc.
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A principal questio

@ Fixe uma regra r para definir os conjuntos convexos (p.ex.,
uma regra baseada em algum sistema de caminhos)

@ Determine a classe de grafos cujas r-convexidades sdo
geomeétricas
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@ Fixe uma regra r para definir os conjuntos convexos (p.ex.,
uma regra baseada em algum sistema de caminhos)

@ Determine a classe de grafos cujas r-convexidades sdo
geomeétricas

Um grafo G é cordal se e somente se
a convexidade monofénica de G & geométrica.
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Convexidade monofénica

@ /(S) =SU{x: x esta em um caminho induzido entre
vértices de S}

@ S é monofonicamente convexo se I(S) =S
e ={SCV(G)|I(S)=S}

@ ¥ é a convexidade monofénica de G

e Ext(S) é o conjunto de vértices simpliciais de G[S]
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Convexidade monofénica

Nenhum caminho induzido atravessa um vértice simplicial. |
‘f
| i
~
~
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Convexidade monofénica e cordalidade

Teo: G é cordal & a convexidade monofénica de G é geométrica |
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4 vértices

o E claro que S = conv(V/(C)) é convexo

@ Além disso, S n3o contém vértices simpliciais !

@ Isso significa que Ext(S) = 0, i.e., S # conv(Ext(S))

@ Ou seja, a Propriedade de Minkowski-Krein-Milman falha | | )

18/36



Convexidade monofénica e cordalidade

Teo: G é cordal < a convexidade monofénica de G é geométrica |
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Isso significa que V = I(Ext(V)) = conv(Ext(V))

Mas a cordalidade é uma propriedade hereditaria

Logo, todo conjunto convexo S C V induz um grafo cordal...
. e é tal que S = conv(Ext(S))

Portanto, a convexidade monofénica de G é geométrica v/

19/36



Convexidade geodésica

@ /(S) =SU{x: x estd em um caminho minimo entre
vértices de S}

@ S é geodesicamente convexo se /(S) =S
e ={SCV(G)|I(S)=S}

@ % é a convexidade geodésica de G

e Ext(S) é o conjunto de vértices simpliciais de G[S]
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Convexidade geodésica e grafos Ptolemaicos

Um grafo G é Ptolemaico sss G é cordal e livre de gema. J

Obstru¢des para grafos Ptolemaicos: Cx (k > 4) e gema.
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Convexidade geodésica e grafos Ptolemaicos

Teo: G é Ptolemaico < a convexidade geodésica de G é geométricaJ

(<)

A
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Convexidade geodésica e grafos Ptolemaicos
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Uma receita para provar mais resultados

@ Escolha uma classe G de grafos F-livres, p/ alguma familia F

Considere uma regra r para a definicdo de conjuntos convexos
(baseada em um sistema de caminhos)

Considere a correspondente r-convexidade
Caracterize os vértices extremos de acordo com r e G

Tente provar: G € G < a r-convexidade de G é geométrica

e 6 o6 o

Para a prova de (<), mostre que todo grafo induzido G’ € F
satisfaz S = conv(V/(G’)) # conv(Ext(S))

@ Para a prova de (=), mostre que todo vértice do grafo esta
em um r-caminho entre dois vértices extremos
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Aplicando a receita

G é F-livre & a r-convexidade de G é geométrica |

25/36

grafos F-livres

r-convexidade

referéncia

cordal

Ptolemaico
fortemente cordal
aciclico

floresta de estrelas
bipolarizados fracos
intervalo préprio
cografo cordal
intervalo

monofénica
geodésica
forte

triangle path
P3

m3

weakly toll
/2

toll

Farber e Jamison 1986
Farber e Jamison 1986

Farber e Jamison 1986

Dragan, Nicolai, Brestadt 1999
Dourado, Gutierrez, P., Tondato 2023
Gutierrez, Tondato, P. 2023

Alcén, Besar, Gologranc, Gutierrez,

Kraner éumenjak, Peterin, Tepeh 2015



Um exemplo de classe ndo hereditaria

A convexidade /3 de um grafo
o Ext(V(G)) ={1,7}
o A convexidade /3 de G é geométrica. Porém...

o ..para x € {2,5}, a convexidade /3 de G — x ndo & geométrica:
o V(G — x) é trivialmente um conjunto /3-convexo de G — x
o Ext(V(G —x))={1,7}
e conv({1,7}) ={1,7} # V(G — x)

.
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(O—CG)r—(a—()—7
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A convexidade /3 de um grafo

Seja Gp(n > 4) uma n-gema com vértices X, . . ., Xp, Up (veja a
figura), e assuma que G, é um subgrafo induzido de G. Dizemos
que G, é protegida se existe em G um P, conectando xg e x, que
evita u,.
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A convexidade /3 de um grafo

Teo: A convexidade /* de G é geométrica se e somente se as
seguintes condicdes sdo satisfeitas:

e G é cordal;
e diam(G) < 3;
@ toda n-gema induzida (n > 4) de G é protegida.

20/36



A propriedade antitroca

A convexidade & é geométrica sss o seguinte axioma é valido:

Propriedade Antitroca
Se y,z ¢ conv(S) e z € conv(S U {y}) entdo y ¢ conv(S U {z}).

b Cl -~

conv(S) oz\::ny

a dl -~
S={a,b,c,d}
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Convexidade de caminhos tringulares

A convexidade de caminhos triangulares de um grafo G é definida
sobre a colecdo de caminhos triangulares de G J
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Convexidade de caminhos triangulares e grafos aciclicos

Teo: G é aciclico & a convexidade de caminhos triangulares de G
é geométrica

(<)

A
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Convexidade de caminhos triangulares e grafos aciclicos

Teo: G é aciclico & a convexidade de caminhos triangulares de G
é geométrica

(<)
@ Assuma que a convexidade de caminhos triangulares de G é
geomeétrica

@ Assuma que G contém um tridngulo abc

e Entdo, {c} € um conjunto convexo, a € conv({b,c}) e
b € conv({a,c})

A
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Convexidade de caminhos triangulares e grafos aciclicos

Teo: G é aciclico & a convexidade de caminhos triangulares de G

é geométrica
v

(<)
@ Assuma que a convexidade de caminhos triangulares de G é
geométrica e G contém um ciclo induzido abcd...
e Entdo, {b, c} é convexo, a € conv({b,c,d}) e

d € conv({b,c,a})
@ contradiz a propriedade antitroca —> G é livre de Cy, k > 3 \/J
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Convexidade de caminhos trianguares e grafos aciclicos

Teo: G é aciclico & a convexidade de caminhos triangulares de G

é geométrica
V.

(=)
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Convexidade de caminhos trianguares e grafos aciclicos

Teo: G é aciclico & a convexidade de caminhos triangulares de G

é geométrica
V.

poa |
(=)

@ Assuma que G = (V, E) é aciclico

e Entdo, todo vértice de G esta em um caminho triangular entre
duas folhas

@ Isso significa que V' = conv(Ext(V))

@ Como grafos aciclicos sio hereditéarios ...

@ ...a convexidade de caminhos triangulares de G é geométrica v/
v
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Investigar convexidades geométricas nao definidas sobre
sistemas de caminhos
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Capitulo 5: Convexidades Ps e P;
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E a convexidade definida por caminhos com trés vértices.

E a convexidade definida por caminhos induzidos com trés vértices.
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Disseminacao de opiniao:
uma aplicacao da convexidade P,

Processo estabilizado! Todo o grafo foi alcancado.



Disseminacao de opiniao:
convexidade de vizinhancas com 2 elementos










Processo estabilizado!



Propriedades das convexidades P; e P;
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lp3+(S) € 1p3(S5)
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lp3+(S) € 1p3(S)

ing3(G) < iny3+(G)
hnp3(G) < hnyz«(G)




Propriedades das convexidades P; e P;

Para qualquer conjunto S C V/(G), vale:

lp3+(5) € 1p3(S5)

Para qualquer grafo G, vale:
inp3(G) < inp3*(G)
hnp3(G) < hnp3*(G)

Se G é um grafo livre de triangulos, as convexidades Pz e P;
coincidem. )
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Para qualquer conjunto S C V/(G), vale:

lp3+(5) € 1p3(S5)

Para qualquer grafo G, vale:
inp3(G) < inp3*(G)
hnp3(G) < hnp3*(G)

Se G é um grafo livre de triangulos, as convexidades Pz e P;
coincidem. )

Se G é um grafo de diametro dois, as convexidades P; e geodésica
coincidem. )




Convexidades P; e P; em grafos bipartidos

Teorema

Em grafos bipartidos, na convexidade Ps (e, portanto, na Py),
determinar qualquer um dos parametros abaixo é NP-dificil:

@ Namero de Envoltéria
Niamero de Convexidade
Namero de Intervalo
Namero de Carathéodory
Namero de Radon
Namero de Helly

Tempo de Percolacio
Tempo de Iteracdo

Namero de Posicdo Geral

Posto




Relacdo entre as convexidades P; e geodésica

Teorema

Seja G, o grafo obtido de um grafo ndo completo G pela adicdo de
£ vértices universais. Ent3o:

o hng(G,) = hnyz+(Gy) = hnps«(G)
0 ing(Gy) = inp3x(G,) = iny3+(G)
o cong(G,) = conps«(G,) = conyzx(G) + ¢




Relacdo entre as convexidades P; e geodésica

Teorema

Nas convexidades P; e geodésica, determinar cada um dos dez
pardmetros abaixo é NP-dificil, em grafos com didmetro dois:

@ Niamero de Envoltéria
Namero de Convexidade
Namero de Intervalo
Namero de Carathéodory
Namero de Radon
Namero de Helly

Tempo de Percolac3o
Tempo de lteracdo

Namero de Posicdo Geral

®© 6 6 6 6 6 o o o

Posto




Convexidade em Grafos - Aula 04

Julio Aradjo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio

CBM-2023, IMPA,
Rio de Janeiro, quinta, 27-Julho, 8h

Jiilio Araiijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados 1/46



No cardédpio de hoje...
Capitulos 6 e 8:
» Breve revisdo
» Convexidade Geodésica
» Nimeros de Intervalo e de Envoltéria
» Limitantes, Caracterizacdes, Complexidade

» Grafos Orientados
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Capitulo 6 - Convexidade Geodésica

Capitulo 6

Convexidade Geodésica
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Geodesic Convexity in Graphs, Prof. |. Pelayo, 2013

SPRINGER BRIEFS IN MATHEMATICS

Ignacio M. Pelayo

Geodesic
Convexity in

Graphs

@ Springer
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Foco em Complexidade

Primeiros trabalhos sobre Convexidade Geodésica na década de 80:
» Harary and Nieminem [1981]
P Everett and Seidman [1985]
» Farber and Jamison [1987]

Primeiro resultado de NP-completude:

» Harary, Loukakis, and Tsouros [1993] (Nimero de Intervalo Geodésico)

Demais resultados de complexidade sobretudo a partir de:

» Dourado, Gimbel, Kratochvil, Protti, and Szwarcfiter [2009] (Nimero de
Envoltéria Geodésico)
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Geodésicas em um Grafo
u, v-geodésica em um grafo G — u, v-caminhos minimos!

w 1l
Ofofufofes® el Ozl (1§
- v
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Funcdo de Intervalo Geodésica

l;(S) = SU{v € V(G) | Ju,w € S(v em alguma u, w-geodésica em G)},

para todo S C V(G).
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Funcdo de Intervalo Geodésica

l;(S) = SU{v € V(G) | Ju,w € S(v em alguma u, w-geodésica em G)},

para todo S C V(G).
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Conjunto Geodesicamente Convexo

S C V(G) é geodesicamente convexo se

1,(S) = S.

o b
4) AN
2 a
B < wnuero?
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Conjunto Geodesicamente Convexo

S C V(G) é geodesicamente convexo se

1,(S) = S.

¥O) < wnvars?
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Conjunto Geodesicamente Convexo

S C V(G) é geodesicamente convexo se

1,(S) = S.

|

laamet £ wnvane?
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Conjunto Geodesicamente Coconvexo

S C V(G) é geodesicamente coconvexo se V(G)\ S é (geod.) convexo.

fuamict £ owonuaro?
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Conjunto Geodesicamente Coconvexo

S C V(G) é geodesicamente coconvexo se V(G)\ S é (geod.) convexo.

So (T

digr: gV

0 simptcaol = Juk cosomon?
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Conjunto de Intervalo Geodésico

S C V(G) é conjunto de intervalo geodésico se Ig(S) = V(G).

b

¢ a

fu;?ﬁz.V{‘ < Gnj.de inteevale V

Jiilio Araiijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados 10 /46



Niumero de Intervalo Geodésico

ing(G) = min{|S| : S é conjunto de intervalo de G}

b

¢ a

ma(e)s‘i v
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Niumero de Intervalo Geodésico

ing(G) = min{|S| : S é conjunto de intervalo de G}

b

¢ a

in3(6)=3 v
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Envoltdria Convexa Geodésica

convg(S) = H C V(G) é envoltéria convexa de S C V(G)se SC H, H
é geodesicamente convexo e é menor conjunto, com respeito a inclus3o.

Jiilio Araiijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados 12 /46



Envoltdria Convexa Geodésica
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é geodesicamente convexo e é menor conjunto, com respeito a inclus3o.
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Envoltdria Convexa Geodésica

convg(S) = H C V(G) é envoltéria convexa de S C V(G)se SC H, H
é geodesicamente convexo e é menor conjunto, com respeito a inclus3o.

[
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Envoltdria Convexa Geodésica

convg(S) = H C V(G) é envoltéria convexa de S C V(G)se SC H, H
é geodesicamente convexo e é menor conjunto, com respeito a inclus3o.

[
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Conjunto de Envoltéria Geodésico

S C V(G) é conjunto de envoltdria geodésico se convg(S) = V/(G).

4
Tyt tovebied, %0y, 24
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Numero de Envoltéria Geodésico

hng(G) = min{|S| : S é conjunto de envoltéria de G}

6
“"‘.3,(6)’ &.V
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Limitantes

Teorema (Chartrand, Harary, and Zhang [2002b])
Se G é um grafo néo trivial, entdo

2 < hng(G) <ing(G) < n(G) — diam(G) + 1.

Apertado para caminhos ou ciclos pares!
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Limitantes podem estar distantes!

Teorema (Chartrand, Harary, and Zhang [2002b])

Para todos n, k e d nimeros inteiros tais quen—d — k+1 >0,
2<k<ne2<d<n, existe um grafo G tal que hng(G) = ing(G) = k,
diam(G) = d e n(G) = n.

Ug

Figura: Grafo Gg.
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Limitantes com outro ponto de partida

Teorema (Aral]jo, Campos, Giroire, Nisse, Sampaio, and Soares [2013])

Seja G um grafo conexo com n vértices e s vértices simpliciais. Entdo,

3(n— max{l,s})—‘ .

hng(G) < max{1,s} + { 5

Além disso, esse limitante € apertado.

Figura: Andlise de casos.
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Dificuldade para Nimero de Intervalo Geodésico

» Grafos gerais. [Harary, Loukakis, and Tsouros, 1993]
» Cordal ou cordal bipartido. [Dourado, Protti, Rautenbach, and Szwarcfiter, 2010]
» Livre de P5. [Dourado, Penso, and Rautenbach, 2016]
> PIa nares e grafos Iinha. [Chakraborty, Foucaud, Gahlawat, Ghosh, and Roy, 2020b]
» Subclbicos. [Bueno, Penso, Protti, Ramos, Rautenbach, and Souza, 2018]
» Grades parciais subclibicas e grafos de intervalos. [Chakraborty, Das, Foucaud,

Gahlawat, Lajou, and Roy, 2020a]

v

Jiilio Araiijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados

WI(1]-dificil parametrizado por k, cobertura minima por vértices e
largura em caminho combinados. [Kellerhals and Koana, 2022]
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NP-completude para Cordais

Teorema (Dourado, Protti, Rautenbach, and Szwarcfiter [2010])

Dados G grafo e k inteiro positivo, decidir se ing(G) < k é
NP—-completo, mesmo que G seja cordal.

Ya Yb Ye
Xa Xb Xe
a b c
z

Figura: Construcido de G’ a partir de G = P3. Vértices de G tém
preenchimento de cor cinza.
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Casos Tratdveis para Nimero de Intervalo Geodésico

O pardmetro ing(G) pode ser calculado em tempo polinomial para:

» Cografos.

> Split.

» Ptolemaicos.
» Bloco cactos.
» Periplanares.

» Intervalos préprios.

Em tempo FPT parametrizado pela:

» Tree-depth.

» Feedback edge set number.
» Modular-width.

> Tree-width.

Julio Araijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio

[Dourado, Protti, Rautenbach, and Szwarcfiter,
[Dourado, Protti, Rautenbach, and Szwarcfiter,
[Farber and Jamison,

[Ekim, Erey, Heggernes, van't Hof, and Meister,
[Mezzini,

[Ekim, Erey, Heggernes, van't Hof, and Meister,

[Kellerhals and Koana,
[Kellerhals and Koana,

[Kellerhals and Koana,

2010]
2010]
1986]
2012]
2018]

2012]

2022]
2022]

2022]

[Chakraborty, Das, Foucaud, Gahlawat, Lajou, and Roy, 2020a]

Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados

20 /46



Algoritmo Polinomial para Cografos

Teorema (Dourado, Protti, Rautenbach, and Szwarcfiter [2010])

Se G é um cografo conexo e G possui k componentes conexas ndo
triviais, cujos subgrafos induzidos pelo vértices destas componentes em G
sdo Gy, ..., Gk, entdo:

1. Se k =0, entdo ing(G) = n(G),
2. Se k=1, entdo ing(G) = ing(Gy);
3. Se k > 2, entdo ing(G) = min{4, min{ing(G;) | i € {1,..., k}}}.
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Dificuldade para Nimero de Envoltéria Geodésico

Decidir se hng(G) < k é NP-completo para:

» Grafos gerais. [Dourado, Gimbel, Kratochvil, Protti, and Szwarcfiter,
> Bipartidos. [Aratijo, Campos, Giroire, Nisse, Sampaio, and Soares,
» Cubos parciais. [Albenque and Knauer,
> Livres de Pg. [Dourado, Penso, and Rautenbach,
Decidir se hng(G) < k é:
» W/[2]-dificil parametrizado por k. [Kanté, Marcilon, and Sampaio,
> W][1]-dificil parametrizado por tw(G) + k. [Kanté, Marcilon, and Sampaio,
» XP parametrizado por tW(G). [Kanté, Marcilon, and Sampaio,
Jilio Araiijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados

2009]
2013]
2016]

2016]

2019]
2019]

2019]

22/46



W/[2]-dificuldade pelo Valor da Solugdo

Lema

Seja G um grafo livre de tridngulos que n3o seja completo e seja G’ o
grafo obtido de G pela adicdo de um vértice universal v'. Entdo S é
conjunto de envoltéria minimo na convexidade P3 de G, se, e somente
se, S € conjunto de envoltéria minimo na convexidade geodésica de G.

Teorema (Nichterlein, Niedermeier, Uhlmann, and Weller [2013])

Decidir se hnp3(G) < k é W[2]dificil parametrizado por k, mesmo
quando restrito a grafos bipartidos de didmetro 4.

Corolario (Kanté, Marcilon, and Sampaio [2019])

Decidir se hng(G) < k é W[2]dificil parametrizado por k, mesmo
quando G tem didmetro 2.
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Casos Trataveis para o Nimero de Envoltéria

O pardmetro hng(G) pode ser calculado em tempo polinomial para:

» Intervalos unitario, split, cografo.

[Dourado, Gimbel, Kratochvil, Protti, and Szwarcfiter,

> (q, q— 4)—grafo, cobipartido, cacto. (anijo, Campos, Giroire, Nisse, Sampaio, and Soares,

» Distancia hereditaria.

v

Livre de {paw, Ps}.
» Cada 6 vértices induzem <1 Ps.
» Livre de Py e cintura > k — 1.

» Prisma complementar.

Julio Araijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio

[Kanté and Nourine,

[Dourado, Penso, and Rautenbach,

[Dourado, Penso, and Rautenbach,

[Dourado, Penso, and Rautenbach,

[Coelho, Coelho, Nascimento, and Szwarcfiter,

Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados
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2013]
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2016]

2016]

2016]

2022]
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Algoritmo Polinomial para Cografos

Teorema (Dourado, Gimbel, Kratochvil, Protti, and Szwarcfiter [2009])

Se G é um cografo conexo e G possui k componentes conexas ndo
triviais, entao:

1. Se k =0, entdo hng(G) = n(G);

2. Se k =1, entdo hng(G) = hn(Gy), em que G C G € o subgrafo
induzido pelos vértices da tinica componente nio trivial de G;

3. Se k > 2, entdo hng(G) = 2.
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Capitulo 8 - Convexidade em Grafos Orientados

Capitulo 8

Convexidade em Grafos Orientados
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Grafos Orientados

Orientacdo de um grafo simples.

@ b a. b a b a_ b
‘& i \ IL wf Y
¢ d c o N

c

[* R
[+ R
o
od

R T uw v

Aa T o v
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Grafos Orientados

Orientacdo de um grafo simples.

@ b a. b a4
A N

o 1%
-
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Caminhos Minimos Direcionados

(u, v)-caminho minimo # (v, u)-caminho minimo!
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Convexidade Geodésica em Grafos Orientados

To(S)=U{w e V(D) | 3u,v e

V(D)(w pertence a (u, v)-caminho minimo)}
(ou (v, u)-caminho minimo)

X1 X2
t /.\ i t ¥2
51.\W1 /.21 52.\V:>.Z2
’ /T\.
Ul. . us
us

Figura: Grafo orientado D com mg(D) =4e mg(D) =6.
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Histdrico sobre Grafos Orientados

» Pouca literatura: *apenas* Geodésica e Ps.

» Dentre mais antigos artigos sobre Convexidade:
Conjuntos P3-convexos em torneios [Erdés, Fried, Hajnal, and Milner, 1972, Moon, 1972]

» Geodésica em Grafos Orientados ha 20 anos.

[Chartrand and Zhang, 2000, Chartrand, Fink, and Zhang, 2003]

» Quase tudo relacionado aos numeros de intervalo e de envoltdria.
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Outros resultados

» Nidmero de convexidade na convexidade geodésica.

[Chartrand, Fink, and Zhang, 2002a]

_)
» Posto e os nimeros de Caratheodory, Radon e Helly na Ps.

[Parker, Westhoff, and Wolf, 2006, 2008, 2009, Parker and Westhoff, 2012]
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Vértices Extremos na Geodésica

Coconvexos triviais: fontes, sumidouros e transitivos.

NHE)

N'(t)
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Vértices Extremos na Geodésica

Coconvexos triviais: fontes, sumidouros e transitivos.

NHE)
S
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Limitantes, Caracterizacoes e Resultados Existenciais

Proposi¢do (Chartrand et al. [2003], Chartrand and Zhang
[2000])

Se D é um grafo orientado n3o trivial, entdo
_>
hng(D) < ing(D) < n(D) — diam(D) + 1.

Esses limitantes sdo apertados.

Proposicdo (Chartrand et al. [2003])

Para cada par de inteiros a,b com 2 < a < b, existe um grafo orientado
— =
conexo D tal que hng(D) = a e ing(D) = b.
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Maximos e Minimos dentre todas orientacoes

hnt(G) = max{mg(D) | D orientagao de G};
hn (G) = min{mg(D) | D orientagao de G}.

gn™(G) = max{mg(D) | D orientagdo de G};
gn’(G) = min{mg(D) | D orientagao de G}.

Jiilio Araiijo, Mitre Dourado, Fabio Protti, Rudini Sampaio Convexidade Geodésica e em Grafos Orientados
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Espectros Geodésico e de Envoltéria

Espectro geodésico de G: Sg(G) = {mg(D) | D orientagdo de G}.

Espectro de envoltéria de G: Sp(G) = {mg(D) | D orientacdo de G}.

O espectro é continuo se igual a {2,...,n(G)}.
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Dificuldade para Nimero de Envoltdria

Teorema (Araﬂjo and Arraes [2022])

Dados um grafo orientado D e um inteiro positivo k, decidir se
hng(D) < k é NP-completo, mesmo se D é um cubo parcial orientado.

=

& e
AR AL N
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Dificuldade para Nimero de Intervalo

Teorema (Araﬂjo and Arraes [2022])

ﬁ
Decidir se ing(D) < k é NP—completo, ndo admite O(log n)—aproximacdo
e é W[2]—dificil quando parametrizado por k, mesmo que D seja uma
orientagcdo aciclica de um grafo bipartido, cobipartido ou split.

Figura: Grafo orientado D(/), assumindo U = {1,2,3,4,5},
F={R=1{1,2,3,4}, > ={1,4}, Fs = {2,3,5}}
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Faixa de bonus

Mais alguns resultados em:
On the hull and interval numbers of oriented graphs

[Aratjo, Maia, Medeiros, and Penso, 2023]

Pergunta
. . - . .
Qual a complexidade para determinar ing(T), quando T é um torneio?
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Obrigado pela atencio!
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Capitulo 7 - Outras Convexidades

Capitulo 7

QOutras Convexidades



» Convexidade monofénica

» Convexidade (de caminhos) triangulares
» Convexidade de todos os caminhos

» Convexidade de Steiner
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Testar se um conjunto é convexo

» Convexidade dada pela familia de conjuntos
» Convexidade geodésica
» Convexidade P3



Convexidade monofonica

» Um conjunto S de G é convexo na convexidade monofénica se S
contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um caminho
induzido entre dois vértices de S



Convexidade monofonica

» Um conjunto S de G é convexo na convexidade monofénica se S
contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um caminho
induzido entre dois vértices de S

» Note que uma clique é um conjunto m-convexo.



Convexidade monofonica

Theorem

Um conjunto S C V(G) é m-convexo se, e s se, para todo par de
vértices ndo adjacentes u,v € S e toda componente conexa C de G — S,
temos V(C) N N(u) =0 ou V(C)N N(v) = 0.

» Considere que S é m-convexo
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» Considere que S é m-convexo

» Assuma por absurdo que existe um par de vértices ndo adjacentes
u,v € S e uma componente conexa C de G — S, para os quais
existem vértices v', v/ tais que u’ € V(C)N N(u) e
vi e V(C)n N(v)
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> Seja P caminho minimo de C entre v’ e v/ (u' pode ser igual a v')



Convexidade monofonica

Theorem

Um conjunto S C V(G) é m-convexo se, e s se, para todo par de
vértices ndo adjacentes u,v € S e toda componente conexa C de G — S,
temos V(C) N N(u) =0 ou V(C)N N(v) = 0.

» Considere que S é m-convexo

» Assuma por absurdo que existe um par de vértices ndo adjacentes
u,v € S e uma componente conexa C de G — S, para os quais
existem vértices v', v/ tais que u’ € V(C)N N(u) e
vi e V(C)n N(v)

> Seja P caminho minimo de C entre v’ e v/ (u' pode ser igual a v')

» Portanto existe um caminho induzido ligando u e v o qual contém
pelo menos um vértice fora de S, o que é uma contradicdo.



Convexidade monofonica

Theorem

Um conjunto S C V(G) é m-convexo se, e sé se, para todo par de
vértices ndo adjacentes u,v € S e toda componente conexa C de G — S,
temos V(C)N N(u) =0 ou V(C)N N(v) = 0.



Convexidade monofonica

Theorem

Um conjunto S C V(G) é m-convexo se, e sé se, para todo par de
vértices ndo adjacentes u,v € S e toda componente conexa C de G — S,
temos V(C)N N(u) =0 ou V(C)N N(v) = 0.

» Considere agora que S n3o é m-convexo



Convexidade monofonica

Theorem

Um conjunto S C V(G) é m-convexo se, e sé se, para todo par de
vértices ndo adjacentes u,v € S e toda componente conexa C de G — S,
temos V(C)N N(u) =0 ou V(C)N N(v) = 0.

» Considere agora que S n3o é m-convexo

> Seja wp = u, wy, ..., Wk, Wxr1 = v um caminho induzido ligando
vértices u,v € Stal que k > 1 e w; ¢ S para algum i € {1,...,k}



Convexidade monofonica

Theorem
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» Seja j um indice tal que wj_1 € S e wj, Wjy1,...,w; € V(G)\ S.
Tal indice existe uma vez que u € S.
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Theorem

Um conjunto S C V(G) é m-convexo se, e sé se, para todo par de
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Convexidade monofonica

Theorem
Um conjunto S C V(G) é m-convexo se, e sé se, para todo par de
vértices ndo adjacentes u,v € S e toda componente conexa C de G — S,

temos V(C)N N(u) =0 ou V(C)N N(v) = 0.

» Considere agora que S n3o é m-convexo

> Seja wp = u, wy, ..., Wk, Wxr1 = v um caminho induzido ligando
vértices u,v € S tal que k> 1e w; ¢ S para algum i € {1,...,k}

» Seja j um indice tal que wj_1 € S e wj, Wjy1,...,w; € V(G)\ S.
Tal indice existe uma vez que u € S.

> Analogamente seja ¢ um indice tal que w;, wit1,...,w, € V(G)\ S
€ Wpq1 € S.

» Isso implica que wj_1, wgi1 € um par de vértices ndo adjacentes de
S e existe uma componente conexa C de G — S tal que
V(€)M N(wi_1) # 0 & V(C) N N(wis1) # 0



Convexidade monofonica

Corollary

Seja G um grafo. Decidir se um conjunto S C V(G) é m-convexo pode
ser feito em tempo O(nm).
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Corollary
Seja G um grafo. Decidir se um conjunto S C V(G) é m-convexo pode
ser feito em tempo O(nm).

» E encontrar o intervalo?

» E encontrar o fecho convexo?



Convexidade Triangular

» Em um caminho triangular vy, ..., v; de um grafo G n3o existem
arestas ligando vértices v; e v; tais que |j — i| > 2.
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» Em um caminho triangular vy, ..., v; de um grafo G n3o existem
arestas ligando vértices v; e v; tais que |j — i| > 2.
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Convexidade Triangular

» Em um caminho triangular vy, ..., v; de um grafo G n3o existem
arestas ligando vértices v; e v; tais que |j — i| > 2.

» Um conjunto S C V/(G) é convexo na convexidade triangular se S
contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um caminho
triangular entre dois vértices de S.

> convg(S) C convy,(S) C conve(S)
> convp,(S) C conv(S)



Convexidade Triangular

v

Em um caminho triangular vy, ..., v; de um grafo G n3o existem
arestas ligando vértices v; e v; tais que |j — i| > 2.

Um conjunto S C V(G) é convexo na convexidade triangular se S
contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um caminho
triangular entre dois vértices de S.

convg(S) C convy,(S) C conve(S)
convp,(S) C conv(S)

O que implica que todo conjunto t—convexo também é g—convexo,
m—convexo e P3—convexo.



Convexidade Triangular

Theorem

Um conjunto de vértices S de um grafo G € t—convexo se, e somente se,
ndo existe vértice fora de S tendo dois vizinhos em S e ndo existem dois
vértices ndo adjacentes de S que tém vizinhos numa mesma componente
conexa de G — S.



Convexidade Triangular

Corollary

Um conjunto de vértices S de um grafo G € t—convexo se, e somente se,
S é m—convexo e P3—convexo.
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Corollary

Um conjunto de vértices S de um grafo G € t—convexo se, e somente se,
S é m—convexo e P3—convexo.

» E encontrar o intervalo?



Convexidade Triangular

Corollary
Um conjunto de vértices S de um grafo G € t—convexo se, e somente se,
S é m—convexo e P3—convexo.

» E encontrar o intervalo?

» E encontrar o fecho convexo?



Convexidade de todos os caminhos

» Um conjunto de vértices S C V(G) é convexo na convexidade de
todos os caminhos se S contém todos os vértices que pertencem a
pelo menos um caminho entre dois vértices de S.



Convexidade de todos os caminhos

» Articulagdo
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» Articulagdo

» Um bloco é uma aresta de corte ou um subgrafo 2-conexo maximal
de G
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Convexidade de todos os caminhos

» Decomposi¢cdo em blocos de um grafo G, representada pela drvore
bloco-articulacdo T¢: cada vértice de T¢ estd associado a um bloco
Bj ou a uma articulagdo z; € V(G)



Convexidade de todos os caminhos

» Decomposi¢cdo em blocos de um grafo G, representada pela drvore
bloco-articulacdo T¢: cada vértice de T¢ estd associado a um bloco
Bj ou a uma articulagdo z; € V(G)

> Existe uma aresta ligando um vértice B; a um vértice z; em T¢
sempre que o bloco B; contenha o vértice de corte z; € V(G).



Convexidade de todos os caminhos

Figure: (a) Blocos V(B1) = {a, b}, V(B:) = {b,c,d}, V(B3) ={b,e,g,f},
V(Bs) ={f,l,u,v,w}, V(Bs) ={h,i,j, k I}, V(Bs) ={w,x},
V(B7) = {Wv)/vz}



» Os vértices de T associados a blocos de G formam um conjunto
independente, e 0 mesmo ocorre para os vértices de T¢ associados a
vértices de corte de G
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vértices de corte de G

» Além disso, cada folha de T representa um bloco de G. Um bloco
terminal de G é um bloco associado a uma folha de T¢.



» Os vértices de T associados a blocos de G formam um conjunto
independente, e 0 mesmo ocorre para os vértices de T¢ associados a
vértices de corte de G

» Além disso, cada folha de T representa um bloco de G. Um bloco
terminal de G é um bloco associado a uma folha de T¢.

» Para um conjunto S C V/, seja Ts a subdrvore maximal de T tal
que cada folha de Ts esteja associada a um bloco de G contendo
um vértice de S que n3o seja um vértice de corte no subgrafo Gg
induzido por Ug.cv(7s)B;.



Convexidade de todos os caminhos

Figure: (a) S = {b,j,w} e blocos V(B:) = {a, b}, V(B:) = {b,c,d},
V(Bs) ={b,e,g,f}, V(Bs) ={f,l,u,v,w}, V(Bs)={h,i,j k,I},
V(Bs) = {w,x}, V(Br) = {w,y,z}



Convexidade de todos os caminhos

Figure: (b) &rvore bloco-articulagdo Tg



Convexidade de todos os caminhos

Figure: (c) subdrvore Ts de T¢. O bloco Bz é uma folha de Ts porque ndo
contém nenhuma articulacdo no grafo Gs induzido por V/(Bs) U V(Bs) U V(Bs).



Lemma

Sejam S C V e u, w dois vértices distintos em S, pertencentes aos blocos
B, e B,, de Ts respectivamente. Assuma que u e w ndo sdo articulacées
em Gs. Seja Bjz1Bj,z> ... zk_1Bj, um caminho em Ts entre B; = B, e
B;, = B,,. Entdo, para cada v € UX_, V(B;), existe um caminho P em G
de u a w passando por v.



Convexidade de todos os caminhos

Theorem
Para qualquer grafo G, vale que:

1, se |V(G)| =2 ou G é 2—conexo;
n—b(G)+1, caso contrdrio.

conee(G) = {

» b(G) = min{b; | B; é um bloco terminal de G}.



Convexidade de todos os caminhos

Theorem
Para qualquer grafo G, vale que:

1, se G é trivial:

ine.(G) =9 2, se |V(G)| =2 ou G é 2-conexo;
eb(G), caso contrdrio.

» eb(G) o ndmero de blocos terminais de G.



Convexidade de todos os caminhos

Theorem
Para qualquer grafo G, vale que:

1, se G é trivial:
ing.(G) =4 2, se |V(G)| =2 ou G é 2-conexo;
eb(G), caso contrdrio.

» eb(G) o ndmero de blocos terminais de G.

Corollary
Para qualquer grafo G, vale ing.(G) = hn.(G).



Convexidade de Steiner

» Dados G conexo e S C V(G), seja T um subgrafo conexo de G com
nimero minimo de arestas que contenha todos os vértices de S
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» E facil ver que T é necessariamente uma arvore, chamada de drvore
de Steiner de S



Convexidade de Steiner

» Dados G conexo e S C V(G), seja T um subgrafo conexo de G com
nimero minimo de arestas que contenha todos os vértices de S

» E facil ver que T é necessariamente uma arvore, chamada de drvore
de Steiner de S

» Encontrar uma arvore de Steiner de um conjunto S é um problema
amplamente estudado na literatura, pois generaliza o conceito de
caminho minimo



Convexidade de Steiner

» Um conjunto S é dito St-convexo se, para qualquer S’ C S, os
vértices de qualquer drvore de Steiner de S’ pertencem a S. A
familia de todos os conjuntos St-convexos de um grafo G define
uma convexidade chamada convexidade de Steiner de G
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