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Prefacio

Como veremos, a area de Jogos Combinatérios ndo é uma area tao jo-
vem de pesquisa. O primeiro resultado forte desta drea se remete a Bouton
(1901), que forneceu uma elegante solu¢do matemadtica completa para o
jogo NIM. Recentemente, varios pesquisadores de Combinatoria e Teoria
da Computacdo tém estudado jogos combinatérios aplicados a grafos. Ape-
sar da vasta literatura recente em artigos de peridédicos e de conferéncias,
percebe-se que a Teoria dos Jogos Combinatoérios aplicada a grafos nao se
encontra muito bem concentrada em livros. Existem os livros classicos “On
Numbers and Games” de Conway (1976) e “ Winning Ways” de Berlekamp,
Conway e Guy (1982), que nao sao focados em jogos em grafos. Entre os
livros recentes, existem livros sobre aspectos desta teoria, como o excelente
“Positional Games” de Hefetz et al. (2014), ou livros focados em um tipo
de jogo especifico, como o livro “Domination Games Played on Graphs” de
Bresar, Henning et al. (2021).

Nesse contexto, parecia importante a producdo de um material que
conseguisse mostrar os principais elementos tedricos de jogos combinatérios
e sua aplicacdo para jogos em grafos, indo tanto da obtencao de estratégias
vencedoras até resultados de combinatoéria extremal e provas de PSPACE-
completude. Como serd mostrado a area de jogos nao é brincadeira. Este
livro em portugués é um convite para que vocé se anime com essa belissima
area e ajude nossa comunidade a desenvolvé-la cada vez mais.

Como usar este livro

Este livro foi escrito como parte de um minicurso do 35° Coléquio Bra-
sileiro de Matematica (IMPA) em Julho de 2025. Foi o minicurso introdu-
tério deste coléquio com maior niimero de participantes, o que lhe rendeu
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o maior e mais prestigiado auditorio do IMPA, o Auditério Ricardo Mafié.
Ha muito tempo existia a vontade de escrever um livro nessa area por parte
de alguns pesquisadores e essa foi uma excelente oportunidade para isso.

Buscamos fornecer um contetido autocontido, para que estudantes pos-
sam compreender o tema sem a necessidade de recorrer a outras fontes.
No entanto, em alguns capitulos, principalmente nos temas mais técnicos,
existem apenas mencoes a certos resultados, com a devida referéncia bibli-
ografica.

O livro é dividido em trés partes. A Parte I contém os principais ele-
mentos tedricos dos jogos combinatorios. A Parte II contém a aplicagao
dos elementos tedricos para jogos em grafos pesquisados recentemente. A
Parte III contém um resumo da teoria de jogos partizan na variante normal,
incluindo os nimeros surreais, e algumas aplicagdes em jogos em grafos.

Rio de Janeiro, 10 de Agosto de 2025.

Os autores



Conteudo

-

Teoria dos Jogos Combinatdrios

Introducao a Jogos Combinatérios

1.1 Jogo Combinatério e Arvore de Jogo . . . . . .
1.2 Estratégia Vencedora e o Teorema de Zermelo .
1.3 Classificacdo de Jogos Combinatérios . . . . . .
1.4 Exercicios . . . .. ... .. ... .. 0.

Teoria de Sprague-Grundy de Jogos Imparciais
21 JogoNIM . .. .. .o
2.2 Teorema de Sprague-Grundy . .. ... .. ..
2.3 Aplicacdo: Nimbers do jogo KAYLES . . . . ..
2.4 Exercicios . . . . . .. ...

Combinatéria Extremal para Jogos

3.1 Técnica do Potencial e os Soldados de Conway
3.2 Teorema de Erdés-Selfridge para Maker-Breaker
3.3 Teoremas de Beck para Maker-Breaker . . . . .
3.4 Teorema de Hales-Jewett e o Jogo da Velha n?
3.5 Teorema de van der Waerden e o JOGO DA P.A.

3.6 Outro Teorema de Beck e o0 jogo CLIQUE-RAMSEY . . . . .

3.7 Exercicios . . . . . .. ...

Jogos Posicionais

4.1 Estratégia de Pareamento e o Jogo da Velha n?
4.2 Roubo de Estratégia e o jogo HEX . . . . . ..
4.3 Complexidade de Jogos Posicionais . . . . . . .

—

— 00 o W

21
22
24
26
30

31
32
34
36
38
41
44
47



X Conteudo

4.4 Jogos sobre as arestas de um grafo. . . . ... ... L. 60
4.5 Jogos sobre os vértices de um grafo . . . ... ... ... L. 63
4.6 Outras regras e convengoes de vitéria . . . . . . . . ... .. 66
4.7 Exercicios . . . . .. ..o 70
5 Complexidade Computacional de Jogos 73
5.1 Classes P, NP, PspaACE e EXPTIME . . . . . .. . ... ... 74
5.2 Redugobes entre jogos combinatérios . . . . . .. ..o 78
5.3 PsSPACE-completude: exemplos de provas. . . . . .. .. .. 80
5.4 EXPTIME-completude e os Jogos Universais . . .. .. ... 87
5.5 Exercicios . . . . . . . . ... 95
IT Jogos Combinatdérios em Grafos 97
6 Jogos de Convexidade em Grafos 99
6.1 Primeiros jogos de convexidade geodésica . . . .. .. ... 101
6.2 Nimbers do jogo CIG, de Intervalo . . . . . ... ... ... 104
6.3 Nimbers do jogo HG, de Envoltéria . . . . .. .. ... .. 107
6.4 Jogos de Envoltéria sio PSPACE-completos . . . . . . . .. 109
6.5 Ultimos jogos de convexidade geodésica . . . . . ... ... 112
6.6 Jogos de convexidades ndo geodésicas . . . .. . ... ... 116
6.7 Exercicios . . . . . . . . .. e 117
7 Jogos de Coloragao em Grafos 119
7.1 Propriedades do Jogo de Coloragdo . . . . . . . . ... ... 120
7.2 Limitantes para xo(G) . . . . ... ... 122
7.3 Complexidade do Jogo de Coloragdo . . . .. .. ... ... 127
7.4 Outras variantes do Jogo de Coloragdo . . . . . .. ... .. 130
7.5 Exercicios . . . . ... Lo 132
8 Jogos de Dominacao em Grafos 135
8.1 O Nuamero Jogo de Dominagdo . . . .. .. ... ... ... 136
8.2 O Teorema % e a Conjectura % ................ 139
8.3 Nimbers do Jogo Normal de Dominacdo . . . . ... . ... 141
8.4 Jogo Misére de Dominacdo . . . .. ... ... ... .... 144

85 Exercicios . . . . . . .. 145



Conteudo

9 Jogos de Policia e Ladrao em Grafos
9.1 Grafoscop-win . . . ... ... ... ...
9.2 Cop-number e a Conjectura de Meyniel . . . ... .. ...
9.3 Policia e Ladrao em Classes de Grafos . . . .. .. .. ...
9.4 Variantes do Jogo de Policia e Ladrdao . . . .. .. .. ...
9.5 Exercicios . . . . . . ...

IIT Jogos Normais Partizan e os Niimeros Surreais

10 Teoria de Conway de Jogos Partizan
10.1 Numeros Surreais e a Notagdo {X|Y'} . ... ... ... ..
10.2 Jogos, Ntimeros e a Lei da Simplicidade . . . . . . ... ..
10.3 Jogos Infinitesimais e Quase Numeros . . . . .. .. .. ..
10.4 Evite Jogos que sdo Numeros ! . . . . ... ... ... ...
10.5 Jogos Quentes e a Teoria da Temperatura . . . . . . . . ..
10.6 Aplicagdo em grafos: jogo KAYLES-PARTIZAN . . . . . . ..
10.7 Aplicacao em grafos: jogo CIGg PARTIZAN . . . . . . . . ..
10.8 Exercicios . . . . . . .. oL o

Apéndices

A Teoria dos Grafos

B Complexidade Computacional
Bibliografia

indice Remissivo

indice de Autores

indice de Notagoes

Xi

147
149
150
154
161
163

165

167
169
178
183
186
189
191
193
194

195
197
201
209
227
231

233






Parte |

Teoria dos Jogos
Combinatorios






Introducao a Jogos
Combinatdrios

“I just play all the time and | am
fortunate enough to get paid for it”

Martin Gardner, 1998

Os jogos fazem parte de todas as culturas e sdo uma das formas mais
antigas de interacdo social. Como exemplo, historiadores afirmam que o
famoso jogo de Damas é jogado desde 3000 a.C. na Mesopotamia, sendo
mencionado por Platdo e Homero, jogos do tipo Mancala desde 5000 a.C.
na Africa, o Jogo da Velha (T1cTACTOE) desde 1500 a.C. no Antigo Egito,
o jogo Go desde 500 a.C. na China e o jogo Chaturanga (pai do Xadrez)
desde 600 d.C na India.

Uma das 4reas da matemdtica que estuda jogos é a chamada “Ma-
temdtica Recreativa” (Recreational Mathematics), relacionada a criagao e
resolugdo de quebra-cabegas matematicos ou puzzles (jogos de 1 jogador).
Autores que se destacam nessa area incluem:

e Lewis Carrol: pseuddénimo de Charles Dodgson, autor de Alice no
Pais das Maravilhas (Carrol 1865) e The Game of Logic (Carrol 1886),

e Sam Loyd: considerado o maior criador de puzzles dos Estados Unidos
em 1898, autor do livro Cyclopedia with 5000 puzzles (Loyd 1914),

e Henry Dudeney: considerado o maior da Inglaterra, autor do livro
“ Amusements in Mathematics”! (Dudeney 1917),

e Martin Gardner: autor da coluna “Mathematical Games” da Scienti-
fic American durante 25 anos, de 1956 a 1981.

! Apresentado na prestigiada revista Nature em “Amusements in Mathematics” (1917).
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Variantes de alguns dos jogos criados por esses autores sao estudadas
até hoje em Teoria da Computagdo. Por exemplo, Dudeney (1907) criou
o jogo KAYLES? de obtencdo de um conjunto independente em um grafo,
que foi provado PspACE-dificil por Schaefer (1978). Dudeney (1917) tam-
bém propos o “Puzzle with Pawns”, que originou o Jogo da Posicdo Geral
em um grafo, que foi provado PSPACE-dificil por Chandran S. V. et al.
(2024). Ademais, o jogo da Coloracao em Grafos foi apresentado por Gard-
ner (1981) e sé provado PspAcE-dificil por Costa, Pessoa et al. (2020).

Os principais jogos considerados por esse autores sao os chamados jogos
combinatorios, que sao jogos sequenciais finitos, com 2 jogadores que se
alternam em turnos, com informacdo completa (por exemplo, sem cartas
escondidas), sem aleatoriedade (por exemplo, sem langamento de dados)
e com vitéria, derrota ou empate como resultado. Convém frisar aqui a
diferenca entre a Teoria Combinatéria dos Jogos e a Teoria (Econdmica)
dos Jogos, que lida com jogos de informacao incompleta (como Poker) ou
com aleatoriedade (como Ludo ou Gamao) ou com diferentes resultados
(como o Dilema dos Prisioneiros). Neste livro, iremos nos concentrar em
jogos combinatérios e suas diferentes categorias, como jogos imparciais,
jogos partizan e jogos posicionais.

No inicio do século XX, Bouton (1901) realizou o primeiro estudo teé-
rico completo de um jogo combinatorio nao trivial: o jogo NIM. Nos anos
1930, Sprague (1936) e Grundy (1939) usaram o jogo NIM para represen-
tar qualquer jogo normal imparcial através de niimeros chamados nimbers,
dando origem a Teoria de Sprague-Grundy, que serd vista no Capitulo 2.

Nos anos 1970, John H. Conway desenvolveu uma riquissima teoria para
jogos partizan em dois livros classicos: “On numbers and games” (Conway
1976) e “ Winning ways for your mathematical plays” (Berlekamp, Conway
e Guy 1982). Este ultimo deixaria Lewis Carrol orgulhoso por tantas gra-
vuras divertidas e jogos intrigantes, como o Hakenbush e os Soldados de
Conway. Esta teoria é parte do que se chama atualmente por Teoria Com-
binatoria dos Jogos, que serd vista no Capitulo 10 e se utiliza bastante do
conceito de numeros surreais, criados em 1969 por Conway e introduzidos
ao publico pela primeira vez pelo renomado cientista da computacao Do-

2 Alguns autores diferenciam o jogo KAYLES original de Dudeney (1907), enquanto
chamam de NODE-KAYLES o jogo para grafos gerais. Seguimos outros autores, como
Bodlaender e Kratsch (2002), que usam apenas o nome KAYLES.



nald Knuth (1974), criador do TeX, em um conto matematico com titulo
engracado: “Surreal Numbers: How Two FEx-Students Turned on to Pure
Mathematics and Found Total Happiness”.

Também nos anos 1970, Paul Erdds, um dos matematicos mais proli-
ficos da histéria, publicou alguns artigos de Combinatéria sobre jogos que
se tornaram classicos na Teoria de Ramsey. Tais resultados combinatérios
famosos sobre jogos serdo vistos no Capitulo 3, incluindo o Teorema de
Hales e Jewett (1963), o Teorema de Erdés e Selfridge (1973) para jogos
MAKER-BREAKER, o Teorema de Chvatal e Erdés (1978) para jogos ten-
denciosos e os Teoremas de Beck (1981b) sobre o jogo Clique-Ramsey e o
jogo de van der Waerden (ou jogo da progressdo aritmética).

Dentre os jogos mencionados no paragrafo anterior, destacam-se os jo-
gos posicionais, como os classicos TICTACTOE e HEX. O jogo HEX foi
criado nos anos 1940 independentemente por Piet Hein e John Nash, ga-
nhador do Prémio Nobel retratado no filme “Mente Brilhante” por seus
resultados em Teoria Econémica dos Jogos (Nash 1953), como o Equilibrio
de Nash. Os jogos posicionais mais conhecidos sao os do tipo MAKER-
BREAKER em que um jogador deseja obter uma configuragao vencedora e
o outro deseja impedir. No Capitulo 4, veremos tais jogos e suas técnicas
principais, como o roubo de estratégia (strategy stealing) e a estratégia de
pareamento (pairing).

Ainda nos anos 1970, houve grande crescimento da area de Complexi-
dade Computacional. Cook (1971) obteve a primeira prova de NP-comple-
tude (para o problema SAT de satisfatibilidade 16gica) e, na sequéncia, Karp
(1972) provou que varios problemas cléssicos sao NP-completos. Stock-
meyer e Meyer (1973) obtiveram a primeira prova de PSPACE-completude,
para o problema QSAT (Quantified SAT), também chamado de TQBF.
Notou-se que problemas PSPACE-completos podem ser geralmente associ-
ados a jogos. Por exemplo, QSAT pode ser visto como um jogo partizan.
Schaefer (1978) provou que vérios jogos classicos sao PSPACE-completos,
como o jogo imparcial KAYLES e o jogo posicional MAKER-BREAKER. No
Capitulo 5, mostramos como provar que um jogo é PSPACE-completo, ob-
tendo estratégias vencedoras para cada jogador a partir de estratégias ven-
cedoras de algum jogo PSPACE-completo conhecido.

Finalmente, nos Capitulos 6, 7, 8 e 9, apresentamos alguns jogos em

grafos bastantes estudados atualmente, como Jogos de Coloragao, de Do-
minacao, de Convexidade e Jogos de Perseguicdo, como Policia e Ladrao.
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Nesta breve exposicdo, notamos que a area de jogos nao é brincadeira,
mas sim um campo de estudo avancado que envolve pesquisadores de al-
tissimo nivel. Mas, antes de tudo, mostraremos nas préximas secoes as
definigoes principais sobre jogos combinatoérios e alguns exemplos.

1.1 Jogo Combinatério e Arvore de Jogo

Uma posigdo de um jogo representa um estado ou configuracao possivel
do jogo, incluindo a informagdo de quem é o préximo a jogar. Como visto
na secdo anterior, um jogo combinatdrio 3 possui as seguintes propriedades:

o 2 jogadores: geralmente Alice (1° jogador) e Bob (2° jogador);
e Sequencial: jogadores se alternam em turnos;

¢ Finito: ha um ndmero finito de posicoes e ha alguma regra limitando
o nimero de repetigoes possiveis de cada posicao;

o Informacdo completa (ou perfeita): em cada momento, todos os jo-
gadores conhecem todas as informagoes referentes ao jogo;

e Sem aleatoriedade: por exemplo, sem lancamento de dados;
e Resultado: vitoria, derrota ou empate.

o Regras razodveis: cada jogador pode determinar rapidamente (tempo
polinomial no tamanho da posigao) os movimentos que pode fazer, as
posicoes que serdo obtidas com cada movimento e se a posicao atingiu
as condicbes de término do jogo e, nesse caso, qual o seu resultado.

Como dito por Beck (2008) no preficio de seu livro, uma das poucas
contribui¢cdes da Teoria Econémica dos Jogos para a Teoria Combinato-
ria dos Jogos é a andlise da arvore de jogo a partir de algum algoritmo
backtracking, que definiremos a seguir.

Dizemos que uma posicao 1 leva a uma posi¢do (Qs se é possivel obter
Qs a partir de Q; em uma jogada. A Arvore de Jogo (game tree) é um
grafo direcionado onde os vértices representam todas as posi¢des possiveis
do jogo e uma aresta direcionada de ()1 para (o indica que a posicdo (1

3 Alguns autores, como Siegel (2013), permitem jogos combinatérios com ntimero in-
finito de posig¢bes ou repetigdes ilimitadas de posigoes, além de chamar os jogadores de
Left e Right. Neste livro, iremos nos concentrar em jogos finitos e preferimos Alice e Bob,
pois sdo os nomes mais comumente usados em Jogos em Grafos.
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leva & posicio Q2. A Figura 1.1 mostra parte da Arvore de Jogo a partir
de uma posigao do Jogo da Velha (T1cTACTOE). Note que, jogando “X”,
Alice tem uma estratégia de empate a partir desta posigao jogando em (a).
Para quem nao conhece, o Jogo da Velha consiste de um tabuleiro 3 x 3
em que Alice e Bob se alternam marcando qualquer célula com sua marca
(“X” para Alice e “O” para Bob). Ambos os jogadores conseguem sempre
ver o tabuleiro e as marcas nele a cada turno do jogo. Vence o primeiro
a obter uma linha (vertical, horizontal ou diagonal) de 3 células com sua
marca. Se nao existe tal linha ao final do jogo (apés todas as células estarem
marcadas), entdo o jogo termina com empate.

o X
Xx|o
X le] X 0| X|x
(@x|x|o (b)) [x|o (c) X |o
X o|x|x o X
e} o|o|x X o|o X | x o|x|x
x|[x|o x|x|o x| o x| o x|o x|o
Q|0 | X 0 X X | X O | X | X X O|O|X
o|x|x o|o|x o |x o|x|x
x| x|o x|x|o x| o x|x|o
o|o|x o|x|x o|x|x o|o|x

Figura 1.1: Arvore de Jogo a partir de uma posi¢ao de TICTACTOE. Note
que Alice empata jogando em (a), mas perde jogando em (b) ou (c).

Como jogos combinatorios sao finitos, a drvore de jogo nao pode ter ci-
clos (o que poderia levar a um jogo infinito), mas nao precisa ser desenhada
necessariamente como uma arvore. Por exemplo, a Figura 1.2 mostra a ar-
vore do jogo NIM para a posicdo (2,2) e parte da arvore do jogo para a
posigao (3,3). Nesse jogo, existem k pilhas de objetos em que a pilha 4
contém n; objetos. Em cada turno, o jogador escolhe uma pilha e remove
qualquer quantidade de objetos de 1l4. Perde o jogador que nao conseguir
fazer uma jogada em seu turno, ou seja, todas as pilhas estao vazias. Uma
posigao de N1M pode ser definida por (ni,...,nk) e, por simetria, podemos
assumir que ny > ... > ng. Na Figura 1.2, nés azuis (resp. vermelhos)
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indicam que o préximo a jogar é Alice (resp. Bob). O né (0,0) azul (resp.
vermelho) é perdedor para Alice (resp. Bob). Bob consegue vencer em
ambas as arvores. O Exercicio 1.1 pede para provar que Bob sempre vence
em posigoes (n,n), duas pilhas com mesmo nimero de objetos.

2,2 3,3

2,0 2,1

Figura 1.2: Jogo NiM: Arvore de Jogo para a posicio (2,2) e parte da
Arvore de Jogo para a posicio (3,3). Né6s azuis (resp. vermelhos) indicam
que o préximo a jogar é Alice (resp. Bob). N6 (0,0) azul (resp. vermelho)
é perdedor para Alice (resp. Bob). Bob vence em ambas as drvores.

A posigao inicial é uma fonte (grau de entrada 0) no grafo direcionado
da arvore de jogo, também chamada de raiz. As posic¢oes finais sdo sumi-
douros (grau de saida 0), também chamadas de folhas da arvore de jogo.
A profundidade de uma posicdo do jogo é a altura da arvore de jogo com
raiz naquela posi¢do, ou seja, o tamanho do maior caminho dessa posicao
até alguma folha. Em outras palavras, é o tamanho da maior sequéncia
possivel de jogadas a partir dessa posicao até o fim do jogo.

1.2 Estratégia Vencedora e o Teorema de Zermelo

Uma estratégia vencedora para um jogador é uma fun¢do que determina
um movimento para cada posi¢do possivel em que o jogador é o préximo a
jogar tal que, jogando conforme a func¢ao a partir da posicao inicial, sempre
resultarda em uma posicdo vencedora para o jogador, independente dos mo-
vimentos do adversario. Uma estratégia de empate é semelhante: resultard
em uma posicdo de empate a partir da melhor estratégia do adversario.
Diremos informalmente que um jogador vence (resp. empata) se possui
estratégia vencedora (resp. de empate). Caso contrario, dizemos que o
jogador perde.
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Nao é sempre claro se em toda posigdo de algum jogo (ndo necessaria-
mente combinatério) hd um jogador com estratégia vencedora. Considere,
por exemplo, o jogo trivialissimo com 3 jogadores X, Y e Z e apenas uma
jogada: X escolhe o vencedor entre Y e Z. Note que nenhum jogador possui
estratégia vencedora nesse jogo estranho.

No entanto, no inicio do século XX, Ernst Zermelo (1913), matematico
muito conhecido por suas contribuigoes em Teoria dos Conjuntos, como
os Axiomas de Zermelo-Fraenkel, provou no teorema abaixo que isso nao
ocorre para 2 jogadores. John von Neumann (1928) estendeu esse resul-
tado para jogos com informacdo incompleta em seu Minimax Theorem,
considerado o ponto inicial da Teoria Econémica dos Jogos, que depois foi
aperfeigoado para incluir jogos com mais de dois jogadores (von Neumann
e Morgenstern 1944). Por isso, o teorema abaixo é também chamado de
Teorema de Zermelo-von Neumann.

Teorema 1.1 (Zermelo 1913). E'm todo jogo combinatorio, um jogador possui
uma estratégia vencedora ou 0s dois possuem uma estratégia de empate.

Demonstragdo. Por inducdo na profundidade do jogo, ou seja, na altura da
arvore do jogo. Para altura 0, cada posigao final (folha) j& define vitéria
para Alice, vitéria para Bob ou empate. Dado h > 0, assuma que o teorema
vale para todo jogo com profundidade menor que h e considere uma posigao
Py do jogo com profundidade h. Considere ainda que Alice é a primeira a
jogar em Py. O caso em que Bob é o primeiro a jogar é simétrico.

Sejam Pp,..., P, as posi¢cbes que podem ser obtidas de Py apds um
movimento de Alice. Como P, tem profundidade h, entdao Pi,..., P, tem
profundidade menor que h, sendo Bob o primeiro a jogar nessas posigoes, e
por indugao podem ser do tipo A (vencedor para Alice), tipo B (vencedor
para Bob) ou tipo 0 (empate). Se existe alguma posicao P; € {Pi,..., Py}
do tipo A, entao Alice possui uma estratégia vencedora jogando em P;. Caso
contrario, suponha que nenhuma posigao em {Py,..., P} é do tipo A. Se
existe alguma posigao P; € {Py,..., P} do tipo 0, entao Alice possui uma
estratégia de empate jogando em Pj, o que também leva a uma estratégia
de empate para Bob. Caso contrario, qualquer jogada de Alice leva a uma
posicao do tipo B e, portanto, Bob possui uma estratégia vencedora. [ |

A ideia central na prova do Teorema de Zermelo sugere o algoritmo
backtracking VITORIA-ALICE abaixo sobre a Arvore de Jogo para decidir
se Alice vence. Alterando a linha 1 desse algoritmo, marcando folhas em que
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h& vitéria ou empate para Alice, obtemos o algoritmo EMPATE-ALICE que
decide se Alice tem estratégia de empate, quando ela ndo possui estratégia
vencedora. E possivel obter os algoritmos VITORIA-BOB e EMPATE-BOB,
trocando Alice por Bob e vice-versa. Note que esses algoritmos tem tempo
polinomial no tamanho da Arvore de Jogo (ntimero de posigoes possiveis)
e consequentemente o jogo é resolvivel em tempo polinomial sempre que
o numero de posi¢oes é polinomial no tamanho da instancia do jogo. Por
exemplo, no jogo NIM com um nimero k£ constante de pilhas de no maximo
n objetos cada, hd no méaximo n* posicoes possiveis e, portanto, é possi-
vel decidir o vencedor em tempo polinomial. Veremos no Capitulo 2 um
algoritmo mais simples para resolver o jogo NIM para qualquer ntimero de
pilhas.

e Algoritmo VITORIA-ALICE:

1. Marque com rétulo 1 as folhas vencedoras para Alice
2. T « 1, nova < true

3. enquanto (nova) faca

4 T < T+1; nova <« false

5. para cada posi¢do P4 ndo marcada de Alice:

6 se (P4 leva a uma posi¢do marcada) entao

7 Marque P4 com rétulo T'; nova < true
8 T < T+1

9 para cada posicdo Pp nao marcada de Bob:
10. se (Pp leva somente a posi¢oes marcadas) entao
11. Marque Pp com rétulo T'; nova < true

12. se (a raiz estd marcada) entiao
13. “Alice tem estratégia vencedora”

14. sendo “Alice nao tem estratégia vencedora”

A Figura 1.3 mostra a execugao do algoritmo para decidir se Bob possui
uma estratégia vencedora nas Arvores do Jogo NIM da Figura 1.2, onde os
nimeros em vermelho fora dos nés indicam as posi¢oes vencedoras para
Bob e a ordem em que elas foram descobertas pelo algoritmo.
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¥ J%

Figura 1.3: Execucao do algoritmo VITORIA-BOB para verificar que Bob
vence (tem estratégia vencedora) nas posigoes do jogo NiM da Figura 1.2.
Os niimeros em vermelho fora dos nés indicam as posigdes vencedoras (mar-
cadas) para Bob e a ordem em que elas foram descobertas pelo algoritmo.

1.3 Classificacao de Jogos Combinatérios

Fornecemos aqui uma classificacdo que abrange os principais jogos com-
binatérios conhecidos, mas nao tem a intencao de ser completa.

Classificacao quanto ao Critério de Vitoria: Com relagdao ao critério de
vitoria, os jogos podem ter as seguintes variantes:

¢ Jogo Normal: Perde o jogador incapaz de jogar em seu turno: ex-
ceto em posic¢do inicial sem movimentos, vence o dltimo a jogar.

e Jogo Miseére: Vence o jogador incapaz de jogar em seu turno: exceto
em posicao inicial sem movimentos, perde o iltimo a jogar.

o Jogo de Objetivo: cada jogador possui um objetivo (um tipo de
posigao a se alcangar ou se evitar).

e Jogo de Otimizacao: acrescenta-se um nimero k a instancia do
jogo de modo que um jogador deseja que certo pardmetro do jogo
seja limitado por k (superiormente ou inferiormente, dependendo do
jogo) e o outro deseja impedir.

A seguir, fornecemos exemplos para todas essas variantes. Geralmente,
assume-se a convenc¢ao de jogo normal caso nao seja dito explicitamente. O
termo jogo misére poderia ser traduzido para jogo pobre ja que, do ponto
de vista do jogo normal, o jogador estd se esfor¢cando para perder, como
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tentando obrigar o adversario a tomar todas as suas pecas no jogo de damas.
Como exemplo, podemos considerar o jogo NIM-MISERE, a variante misére
do jogo N1M, ilustrado na Figura 1.4. O Exercicio 1.2 pede para provar que
Bob (2° a jogar) vence NIM-MISERE em posigoes (n,n) para n > 2.

4
2,2

Figura 1.4: Execucao do algoritmo VITORIA-BOB para verificar que Bob
vence nas posicoes de NIM-MISERE da Figura 1.2, a variante misére do jogo
NiM. Os nimeros em vermelho fora dos nés indicam as posigoes vencedoras
(marcadas) para Bob e a ordem (rétulo) em que foram descobertas no
algoritmo.

Exemplo: jogos KAYLES e CLIQUE-FORMING. No jogo KAYLES, a instancia
é um grafo, e Alice e Bob se alternam selecionando vértices de modo que
os vértices selecionados sempre formem um conjunto independente (sem
arestas entre vértices selecionados). Existe o KAYLES (normal), o KAYLES-
MISERE e 0 KAYLES de otimizacao em que, além do grafo, é dado um inteiro
k e Alice vence se o nimero de vértices selecionados for pelo menos k (ou
seja, Alice deseja maximizar o nimero de vértices selecionados enquanto
Bob deseja minimizar). A variante partizan normal do KAYLES é mostrada
na Secdo 10.6. O jogo CLIQUE-FORMING é semelhante ao KAYLES, mas ao
invés de gerar um conjunto independente, deve ser gerada uma clique (to-
dos os vértices selecionados possuem arestas entre si). CLIQUE-FORMING é
equivalente a KAYLES no complemento do grafo e vice-versa. As variantes
normal, misére e de otimiza¢do de KAYLES e CLIQUE-FORMING foram pro-
vados PSPACE-completas por Schaefer (1978), Chandran S. V. et al. (2024)
e Brosse et al. (2025). Veja a Figura 1.5.

Exemplo: JOoGO DE DOMINACAO EM GRAFOS. Nesse jogo, a instancia é um
grafo, e Alice e Bob selecionam vértices alternadamente de modo que o
vértice selecionado domine pelo menos um vértice que nao seja dominado
pelos vértices selecionados anteriormente, onde dizemos que um vértice u
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(a) Variante Normal (b) Variante Misére (c) Variante Otimizacao

Figura 1.5: Variantes normal, misére e de otimizacdo (k = 4) do jogo
CLIQUE-FORMING. Note que Alice vence em todas as trés com estratégias
bem diferentes. Vértices azuis (resp. vermelhos) foram selecionados por
Alice (resp. Bob). Os nimeros representam a ordem da selegdo dos vértices.

domina v se © = v ou uv é uma aresta. Existe a variante normal, a misére
e a de otimizagdo em que, além do grafo, é dado um inteiro k e Alice
vence se o numero de vértices selecionados for no méximo k (ou seja, Alice
deseja minimizar o nimero de vértices selecionados enquanto Bob deseja
maximizar, diferentemente de KAYLES). O Capitulo 8 mostra as variantes
normal, miseére e de otimizagdo do JOGO DE DOMINAGAO.

Exemplo: JOGO DE COLORACAO DE GRAFOS. Nesse jogo, a instancia é um
grafo G e um inteiro ¢, e Alice e Bob selecionam vértices alternadamente,
colorindo-os com alguma cor em {1, ..., c} de modo que vértices adjacentes
tenham cores diferentes. Note que o jogo de Coloragao com niimero de
cores ¢ = 1 é exatamente o jogo KAYLES. Existe o Jogo de Coloracao
(normal), o Jogo de Coloracao misere e o Jogo de Coloragao de otimizagao
em que Alice vence se e s6 se todos os vértices do grafo forem coloridos.
Esta é a variante classica de otimizacao do Jogo de Coloracao, definida por
Bodlaender (1991) junto com o nimero jogo cromdtico x4(G), que serao
vistos no Capitulo 7. Seria possivel outra variante de otimizacao em que ¢é
dado também um inteiro k£ e Alice vence se pelo menos k vértices do grafo
forem coloridos com ¢ cores. Tomando k = n (ntmero de vértices do grafo),
temos a variante classica de otimizacgao.

Jogos de otimizacdo levam geralmente a definicdo de parametros numé-
ricos naturais para as instancias, relacionados ao valor k 6timo (minimo ou
méximo, dependendo do jogo) tal que Alice possui uma estratégia vence-
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dora. Como exemplo, Bodlaender (1991) introduziu o ndmero jogo cromd-
tico x¢(G) (game cromatic number) como sendo o menor valor de ¢ tal que
Alice consegue garantir que todos os vértices sejam coloridos com ¢ cores na
variante de otimizac¢do do JOGO DE COLORAGAO. Phillips e Slater (2001)
introduziram o ndmero jogo de independéncia oy(G) (game independence
number) e o nimero jogo da clique wy(G) (game clique number) de um grafo
G como sendo o maior k tal que Alice possui uma estratégia vencedora nos
jogos KAYLES e CLIQUE-FORMING de otimizacdo, garantindo um conjunto
independente ou uma clique de tamanho pelo menos k, respectivamente.
Note que wy(G) = 4 no grafo G da Figura 1.5(c).

Exemplo: jogo de objetivo DoT-AND-BOXES. Como exemplo de Jogo de
Objetivo, considere o jogo DOT-AND-BOXES (Timbiriche, em portugués),
muito popular antigamente. Nesse jogo, ha uma grade n x n de pontos,
inicialmente vazia, e os jogadores marcam linhas horizontais ou verticais
entre pontos vizinhos (distancia 1). Quando um jogador fecha um quadrado
1 x 1, marca a inicial de seu nome no quadrado e ganha um ponto e mais
um turno. No final, vence quem tiver mais pontos. Note que Alice vence no
exemplo da Figura 1.6. O “objetivo” de cada jogador é atingir uma posicao
final com mais quadrados marcados com sua inicial.

Classificacdo quanto as Regras: Com relagdo as regras, os jogos combi-
natérios classificam-se como:

e Jogo Imparcial: Os movimentos e os resultados possiveis em uma
dada posicdo sdo os mesmos para ambos os jogadores. Ou seja, para
qualquer posi¢dao, os movimentos que Alice poderia fazer se fosse ela
a préoxima a jogar e os resultados obtidos desses movimentos sdo os
mesmos caso Bob fosse o proximo a jogar.

¢ Jogo Partizan: jogo nao imparcial.

NiMm, DoT-AND-BOXES, KAYLES, CLIQUE-FORMING, JOGO DE DoMI-
NAGAO e JOGO DE COLORAGAO sdo jogos imparciais.

Um modo classico de se obter um jogo partizan a partir de um jogo
imparcial é fazer que a instancia do jogo tenha seus elementos rotulados com
A ou B de modo que Alice (resp. Bob) s6 pode fazer jogadas em elementos
rotulados com A (resp. B). Alguns elementos podem ser rotulados com C
indicando que podem ser jogados tanto por Alice como por Bob. Se todos
os elementos sdo rotulados com C, voltamos a variante imparcial.
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Figura 1.6: Jogo DOT-AND-BOXES, onde A e B se referem a Alice e Bob,
respectivamente. As arestas vermelhas sdo as escolhidas no turno corrente.
Alice vence por 3 x 1.

A seguir, mostramos os jogos NIM-PARTIZAN e KAYLES-PARTIZAN ba-
seados nos jogos imparciais NIM e KAYLES.

Exemplo: jogo NIM-PARTIZAN. Nesse jogo, os objetos das pilhas sao rotu-
lados com A, B ou C e, em cada turno, Alice (resp. Bob) s6 pode remover
um objeto rotulado com A ou C (resp. B ou C), juntamente com todos os
objetos que estdo acima dele. A Figura 1.7 mostra dois exemplos de arvore
de jogo da variante normal de NIM-PARTIZAN, onde o termo (ABB,BAA)
significa que a primeira pilha contém objetos rotulados A, B e B (de baixo
para cima) e a segunda pilha B, A e A.

Exemplo: jogo KAYLES-PARTIZAN. Nesse jogo, os vértices do grafo estao
rotulados com A ou B, e Alice (resp. Bob) sé pode selecionar vértices rotu-
lados com A (resp. B) de modo que o conjunto de todos os vértices seleci-
onados (por Alice e Bob) seja um conjunto independente. Tais problemas
sdo estudados hd muito tempo: KAYLES-PARTIZAN e CLIQUE-FORMING-
PARTIZAN (substituindo conjunto independente por clique) foram provados
PspacE-dificeis na variante normal por Schaefer (1978).
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Figura 1.7: Execugdo do algoritmo para verificar que Bob possui uma
estratégia vencedora em duas posi¢oes do jogo NIM-PARTIZAN com duas
pilhas. AAB significa que a pilha possui 3 objetos rotulados com A, A e
B, nessa ordem de baixo para cima. Os nimeros em vermelho fora dos nds
indicam as posi¢oes vencedoras (marcadas) para Bob e a ordem em que
elas foram descobertas.

Exemplo: jogo DOT-BOXES-PARTIZAN. Similar ao jogo imparcial DOT-AND-
BoxEs, mas cada aresta serd desenhada com a cor do jogador que a esco-
lheu. No fim, vence o jogador com mais quadrados 1x1 com todas as arestas
na sua cor. Ao contrario do DOT-AND-BOXES, em que todo quadrado 1x1 é
contado para algum jogador, haverd quadrados em DOT-BOXES-PARTIZAN
sem dono, pois terao arestas de cores diferentes.

JoGos PosicloNAls: Outro modo de se obter um jogo partizan (de ob-
jetivo) é fazer que cada jogador possa escolher qualquer elemento do jogo
para si, de modo que o resultado depende dos dois conjuntos: dos elementos
escolhidos por Alice e dos elementos escolhidos por Bob. Esses séo os jogos
posicionais, vistos em detalhes no Capitulo 4. Como exemplo, TiCTAC-
TOE é um jogo partizan de objetivo, que também é posicional, visto que
Alice (resp. Bob) marca células de um tabuleiro 3x3 com X (resp. O) e
ambos querem obter uma linha, coluna ou diagonal com sua marca.

Formalmente, em um jogo posicional, a instancia contém um conjunto
universo U = {uy,...,u,} (os elementos do tabuleiro) e uma familia F de
subconjuntos de U, chamados de conjuntos criticos, os quais dependendo da
variante sdo chamados de conjuntos vencedores ou de conjuntos perdedores.
Entre as variantes de jogos posicionais, destacam-se:

¢ MAKER-MAKER: vence o primeiro a obter um conjunto vencedor.
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e MAKER-BREAKER: Alice vence se conseguir um conjunto vencedor;
caso contrario, Bob vence.

e AVOIDER-FORCER: Alice vence se conseguir evitar um conjunto per-
dedor; caso contrario, Bob vence.

e AVOIDER-AVOIDER: perde o primeiro a obter um conjunto perdedor.

e WAITER-CLIENT: Similar ao MAKER-MAKER, mas, em cada turno,
Alice pega 2 elementos, Bob escolhe um e Alice o outro.

e SCORING GAME (pontuacao): no fim do jogo, vence quem tiver o con-
junto vencedor com mais pontos, onde a pontuagao de cada conjunto
vencedor é dada na instancia.

Note novamente que esses jogos posicionais sdo jogos partizan de obje-
tivo e ndo seguem a convencao de jogo normal nem de jogo misere, pois o
vencedor do jogo nao depende de quem é o ultimo a jogar.

A diferenca entre MAKER-MAKER ¢ MAKER-BREAKER € que Bob vence
se conseguir um conjunto vencedor no primeiro jogo, mas nao necessaria-
mente no segundo. Como exemplo, no TICTACTOE tradicional (MAKER-
MAKER 3 X 3), ndo hé estratégia vencedora para ninguém: ambos empa-
tam. Mas, na versaio MAKER-BREAKER 3 x 3, Alice vence (tem estratégia
vencedora), pois ndo precisa se preocupar se Bob estd para conseguir um
conjunto vencedor: linha, coluna ou diagonal (Exercicio 1.4).

Hex game
(Nash game)

Figura 1.8: Jogo HEX. Alice vence com as pegas azuis.
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John Nash provou que nao ha empate em jogos MAKER-BREAKER e que
Alice nunca perde jogos MAKER-MAKER, devido ao argumento do roubo
de estratégia (strategy stealing), visto no Capitulo 4.

Exemplo: jogo HEX. E um jogo MAKER-BREAKER, também chamado de
jogo Nash, ilustrado na Figura 1.8. No jogo HEX, sobre um tabuleiro com
células hexagonais, Alice com as pegas azuis tenta conectar os lados azuis,
enquanto Bob tenta impedir jogando com as pecas vermelhas. Porém, o
tnico modo de Bob impedir é conectando os lados vermelhos, o que poderia
parecer entao que HEX também é um jogo MAKER-MAKER. Mas nao é,
pois os conjuntos vencedores sao os caminhos ligando os lados azuis e ndo os
vermelhos. Nash provou que, em jogos simétricos como HEX, Alice possui
estratégia vencedora (Hayward e Toft 2019). No entanto, ndo se conhece
até hoje uma estratégia explicita para Alice em tabuleiros n xn com n > 10
(o tabuleiro padrao do HEX é 11 por 11).

Exemplo: jogo CLIQUE e 0 jogo SIM. S&o jogos posicionais, onde sdo dados
inteiros n > k > 0, e cada jogador escolhe uma aresta do grafo completo
K, e a colore com sua cor. O jogo CLIQUE é MAKER-MAKER: vence
quem primeiro obter uma clique de tamanho k£ com sua cor. O jogo SIM ¢
AVOIDER-AVOIDER: perde quem primeiro obter uma clique de tamanho &
com sua cor. O jogo CLIQUE ¢ visto no Capitulo 4. O jogo SiM foi criado
por Simmons (1969). A versdo mais comum desses jogos é com n = 6 e
k = 3, em que nao ha empate nesses jogos pelo Teorema 3.16 de Ramsey.
Mostramos antes que é possivel obter um jogo partizan a partir de um
jogo imparcial. Também é possivel fazer o caminho inverso: obter um jogo
imparcial a partir de um jogo partizan. Por exemplo, ilustramos abaixo a
versao imparcial do jogo TICTACTOE, que é partizan por definigao.

Exemplo: jogo TICTACTOE-IMPARCIAL. Também sobre o tabuleiro 3x3, Ali-
ce e Bob selecionam quadrados, mas todos os quadrados selecionados tem
a mesma marca. Na variante normal, vence o primeiro jogador a formar
uma linha, coluna ou diagonal com todos os quadrados marcados. Note
que Alice possui uma estratégia vencedora bastante simples, selecionando
o quadrado do meio e vencendo em sua préxima jogada. A diferenca para
o TicTACTOE original é que as marcas sao idénticas: os quadrados seleci-
onados nao tem donos. O Exercicio 1.5 pergunta quem vence na variante
miseére 3x3 e nas variantes normal e misere 4x4.
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1.4 Exercicios

Exercicio 1.1. Prove que Bob sempre vence o jogo NIM para instancias
(n,n) para qualquer n > 0 (duas pilhas com mesmo nimero de objetos).

Exercicio 1.2. Prove que Bob vence o jogo NIM-MISERE para instancias
(n,n) (recordar que Alice comega) se e s6 se n > 2.

Exercicio 1.3. Quem vence a variante misére do jogo NIM-PARTIZAN nas
instancias da Figura 1.77 Alice ou Bob? Construa a arvore de jogo, mos-
trando a numeracao do algoritmo que decide o vencedor.

Exercicio 1.4. Prove que Alice e Bob nao tem estratégia vencedora em
TicTACTOE. Prove também que Alice possui uma estratégia vencedora na
variante MAKER-BREAKER do TICTACTOE.

Exercicio 1.5. Qual jogador vence na variante misere do jogo TICTACTOE-
IMPARCIAL 3x37 E nas variantes normal e misere 4x47?






Teoria de Sprague-Grundy
de Jogos Imparciais

“The game here discussed has interested the writer on account of its seeming
complexity, and its extremely simple and complete mathematical theory.”

Charles Bouton, 1901, sobre o Nim

“E. Lasker said that the positions fall into two classes, winning or losing, but this
classification is not sufficient. The task of determining the character of a game is
solved with a precise classification of positions, which will now be developed.”

R. Sprague, 1936, sobre Lasker, campe&o mundial de xadrez

Este capitulo é dedicado a apresentar a Teoria de Sprague-Grundy dos
anos 1930, que é uma teoria muito forte para determinar o vencedor de
jogos imparciais na variante normal. Existem extensoes desta teoria para
jogos imparciais na variante misere, mas que fogem do escopo deste livro.
Em ambas as variantes, o jogo NiM, definido no Capitulo 1, tem crucial
importancia. Como dito no Capitulo 1, o jogo NiM foi resolvido mate-
maticamente por Bouton (1901). No entanto, s nos anos 1930, Sprague
(1936) e Grundy (1939) conseguiram classificar corretamente posicoes de
jogos imparciais na variante normal, e ndo somente como vencedoras ou
perdedoras para o 1° jogador, como defendido por Emanuel Lasker (1931),
segundo campedo mundial de xadrez, que manteve o titulo por mais tempo,
por 27 anos, de 1894 a 1921. A classificagdo que eles conseguiram para as
posicoes de jogos imparciais na variante normal se baseou em posicoes de
1 pilha do jogo NiMm, que serdo chamadas de nimbers.
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2.1 Jogo Nim

NiMm é um dos jogos imparciais mais importantes. Nesse jogo, existem k
pilhas de objetos em que a i-ésima pilha possui n; objetos, parai=1,... k.
Alice e Bob se alternam no jogo fazendo jogadas, em que cada jogada consiste
em escolher uma pilha e remover qualquer quantidade de objetos da pilha
escolhida. Esse jogo segue a convenc¢ao de jogo normal (variante normal) em
que o dltimo a jogar vence. Ou seja, vence quem remover o Ultimo objeto
das pilhas.

Uma instancia de NIM é entao dada por uma sequéncia (nq,...,n;) em
que podemos assumir (reorganizando as pilhas) que ny > ... > ng > 0. NIm
tem um papel fundamental da Teoria de Sprague-Grundy e foi resolvido
matematicamente por Bouton (1901) para qualquer instancia. Em outras
palavras, o problema de decidir o vencedor de NIM pode ser resolvido em
tempo polinomial. Bouton (1901) néo resolveu apenas o jogo NIM (variante
normal), mas também o jogo NIM MISERE.

Nim com 2 pilhas iguais As Figuras 1.3 e 1.4 mostram que Bob (segundo
jogador) vence nas instancias (2,2) e (3,3) tanto na variante normal como
misere. Os Exercicios 1.1 e 1.2 pedem para provar que Bob sempre vence
em instancias (n,n) nas variantes normal e miseére para n > 2.

A elegante solucao de Bouton (1901)

A solugao de Bouton (1901) esté relacionada a operagao @ (ou-exclusivo
bit a bit), que é a operagdo comutativa e associativa entre bits com a seguinte
tabela verdade: 0660 =0,0061=140=1e16é1 = 0. Na operagao
@ entre numeros naturais, considera-se cada niimero em notacao binaria e
aplica-se a operacao @ bit a bit, obtendo um novo nimero. Por exemplo,
1342 = 01y d 10y = 115 = 3, onde o nimero 2 em subscrito indica a
notacao binaria dos nimeros. Além disso, 2@ 3 = 103 & 113 =01y =1 e
1393 =013 ® 11, = 10, = 2. Note, por exemplo, que n & 0 = n para todo
numero natural n. Com isso define-se o nimber (ou valor) de uma insténcia
(ny,...,nk) do jogo NIM como nim(ny,...,ng) =n1 @ ... H ng.

Teorema 2.1 (Bouton 1901). Seja (n1,...,nk) uma instancia de N1m. Alice
vence NIM (variante normal) se e sé se nim(nq,...,ng) > 0. Além disso,
Alice vence NIM MISERE se e 6 se nim(ny,...,ng) > 0 e existe pelo menos
uma pilha com mais de 1 objeto, ou nim(nq,...,ng) = 0 e toda pilha ndio
vazia tem exatamente 1 objeto.
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Bouton (1901) mostrou que a estratégia vencedora em ambas as vari-
antes normal e misere é terminar cada jogada com valor (nimber) igual a
0, exceto na variante misere quando toda pilha ndo vazia tem exatamente
1 objeto. Para isso, mostrou-se que, quando o valor (nimber) de uma ins-
tancia é igual 0, qualquer jogada nela obtém um valor diferente de 0. Além
disso, quando o valor de uma instancia é diferente de 0, sempre existe uma
jogada que obtém um valor igual a 0.

Por exemplo, nim(3,2,1) = 0 e as possiveis jogadas nessa instancia
levam as instancias (3,2,0), (3,1,1), (3,1,0), (2,2,1), (2,1,1) e (2,1,0),
com nimbers 1, 3, 2, 1, 2, 3, respectivamente, todas diferentes de 0. Além
disso, para cada uma dessas novas instancias, é possivel jogar obtendo uma
instancia com nimber igual a 0, a saber, (2,2,0), (1,1,0), (1,1,0), (2,2,0),
(1,1,0) e (1,1,0).

Continuando o exemplo sobre a instancia (3,2,1), se Alice joga e obtém
(2,2,1), Bob joga obtendo (2,2,0). Se Alice joga obtendo (2,1,0), Bob
joga obtendo (1,1,0) na variante normal ou (1,0,0) na variante misere,
vencendo ambas as variantes em breve.

Prova do Teorema de Bouton de 1901

A seguir provamos o Teorema 2.1 de Bouton (1901).

Demonstragdo. Primeiro, considere a variante normal. Como vale para
uma pilha, seja k>1. Seja (ni,--- ,ng) uma instdncia de NIM com nimber
N = nim(ny,--- ,ng) =n1 ® ... Bng. Se n; = 0 para todo 1 < i < k,
entdo N = 0 e o primeiro jogador perde o jogo. Entao, considere que ha
uma pilha ndo vazia. A prova consiste em mostrar que: se N = 0, qualquer
jogada leva a um jogo (n},...,n}) com nimber N’ > 0 e, por outro lado, se
N > 0, hd uma jogada que leva a um jogo (n}, ..., n}) com nimber N = 0.
Como a soma S = Zle n; é estritamente decrescente (e positiva) a cada
jogada, isso prova o resultado por inducao em S.

Seja i tal que a primeira jogada é na i-ésima pilha, e seja n, < n; seu
novo tamanho e N’ o novo nimber total. Observe que N' = N @ n; & n)
(lembre que @ é comutativo e associativo). Portanto, se N = 0, entdo
N' =0®n; ®n} #0, pois n; #nl.

Assim, suponha que N > 0 e seja b > 0 o maior inteiro tal que o b-ésimo
bit de N (em sua representagao binaria) é 1, ou seja, b é a posicao do bit
mais significativo de N. Se o b-ésimo bit de cada n; for 0, entdo o b-ésimo
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bit de N seria 0, uma contradi¢cdo. Portanto, seja i tal que o b-ésimo bit
de n; é 1. Seja n, =n; & N e observe que n; < n;, j4 que o b'-ésimo bit de
N e n; é 0 para b’ > b (e também para n}), e o b-ésimo bit de n} também
é 0 (j& que os b-ésimos bits de n; e N sdo 1). Assim, o primeiro jogador
pode fazer um movimento, deixando a i-ésimo pilha com n, < n; objetos.
Finalmente, observe que N' =N @& n; ®n;, =N &n; ® (n; ® N) = 0.
Agora considere a variante misere. A diferenga para a variante normal
¢é quando ha apenas uma pilha h com mais de 1 objeto, e é a vez do jogador
com estratégia vencedora (na variante normal). A estratégia para a variante
normal é deixar A com 0 ou 1 objeto de tal forma que o nimero de pilhas
nao vazias (todas com tamanho 1) seja par (e entdo o nimber total seja 0).
Na estratégia vencedora miseére, o jogador vencedor deve fazer o oposto,
deixando h com 0 ou 1 objeto de tal forma que o niimero de pilhas nao
vazias (todas com tamanho 1) seja impar. Depois disso, como todas as
pilhas ndo vazias tém tamanho 1 e hd um numero impar de pilhas, cada
movimento esvazia uma pilha e o jogador com estratégia vencedora (na
variante normal) também vence a variante misére. |

2.2 Teorema de Sprague-Grundy

A Teoria de Sprague-Grundy para jogos imparciais na variante nor-
mal, desenvolvida independentemente por Sprague (1936) e Grundy (1939),
afirma que é possivel associar um nimero natural (chamado nimber) a toda
posicao finita de um jogo imparcial, associando-a a um jogo NIM de apenas
uma pilha com aquela quantidade de objetos.

Formalmente, define-se recursivamente o nimber de uma posi¢do de um
jogo imparcial finito como um ntmero natural associado da seguinte forma.
Se nao ha jogadas possiveis (e portanto o primeiro jogador perde), entdo
a posicao tem nimber 0. Caso contrario, o nimber é o minimo excludente
mex{ni,...,ng}, onde {ny,...,ni} é o conjunto de todos os nimbers das
posicoes que podem ser obtidas apds uma jogada e o minimo excludente
mex é o minimo nimero natural ndo pertencente ao conjunto.

Por exemplo, se apés um movimento em um jogo imparcial podem ser
obtidas posi¢cdes com nimbers 0, 1, 4 ou 5, entdo o nimber desta posigdo é
mex{0,1,4,5} = 2.

Note que uma posi¢ao (n) de NIM com apenas uma pilha com n elemen-
tos pode levar apds uma jogada a qualquer posicao (k) para k = 0,...,n—1.
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Portanto, como esperado dessa associagao com pilhas de N1M e pela propria
definicdo de mex, apds uma jogada em uma posi¢do com nimber n > 0 de
um jogo imparcial qualquer, é possivel obter uma posicao para cada nimber
em {0,1,...,n —1}.

Para enunciar o Teorema de Sprague-Grundy, precisamos da defini¢ao
de soma de jogos. Dadas posic¢oes disjuntas Ji, ..., Ji de jogos na variante
normal, a soma J; + ...+ Ji é o jogo em que cada jogador, ao fazer seu
movimento, escolhe uma das k posigoes (digamos J;) e faz uma jogada em
Ji. B facil ver que a soma de jogos é comutativa e associativa.

Teorema 2.2 (Sprague 1936 e Grundy 1939). O 1° jogador vence uma posicao
de um jogo imparcial na variante normal se e sé se ela tem nimber maior
que 0. Além disso, uma posicdo que consiste da soma de k posicées disjuntas
com nimbers ni,...,n; tem nimber n1 @ ... P ny.

Intuicdo do Teorema de Sprague-Grundy: Seja NIM-BOLSAS o jogo em que
hé sobre uma mesa pilhas do jogo NiM e também bolsas, cada uma contendo
pilhas do jogo NIM. Ao se escolher uma bolsa, o jogador deve escolher uma
das pilhas da bolsa e coloca-la sobre a mesa, descartando completamente
a bolsa (junto com as demais pilhas da bolsa). Ao se escolher uma pilha,
o jogador deve proceder como no jogo NIM, removendo alguns de seus
objetos. Por exemplo, se o jogo consiste de apenas uma bolsa X, a qual
contém apenas uma pilha de tamanho 0, Alice seleciona a tinica bolsa e
sua unica pilha e vence, pois Bob nao tem jogadas na pilha de tamanho 0.
Isso significa que o nimber nim(X) = mex{0} = 1. Suponha agora que o
jogo consiste de 3 bolsas X, Y e Z, cada uma com 4 pilhas do jogo Nim.
Na bolsa X, ha pilhas com tamanhos 0, 2, 3 e 4. Na bolsa Y, héd pilhas
com tamanhos 0, 1, 3 e 4. Na bolsa Z, ha pilhas com tamanhos 0, 1, 2 e
4. Portanto, nim(X) = mex{0,2,3,4} = 1, nim(Y) = mex{0,1,3,4} = 2
e nim(Z) = mex{0,1,2,4} = 3. Logonim(X +Y +2) =123 =0
e assim Bob vence pelo Teorema de Sprague-Grundy. Porque? Vamos
passar uma intuicdo para isso. O jogador com estratégia vencedora pode
sempre manter o nimber total do jogo igual a 0 apds sua jogada. Se Alice
escolher na primeira jogada uma pilha de tamanho 2, 3 ou 4 de X, Bob
pode jogar nessa pilha deixando-a com tamanho 1 (mantendo o nimber de
X com seu valor anterior 1). Se Alice escolher na primeira jogada uma
pilha de tamanho 3 ou 4 de Y, Bob pode jogar nessa pilha deixando-a com
tamanho 2 (mantendo o nimber de Y com seu valor anterior 2). Se Alice
escolher na primeira jogada a pilha de tamanho 4 de Z, Bob pode jogar
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nessa pilha deixando-a com tamanho 3 (mantendo o nimber de Z com seu
valor anterior 3). Em todos esses casos, o nimber total se mantém 0 e Bob
vence. Nos demais casos, o jogo procede de modo semelhante a NIM.

A préxima secao apresenta um exemplo ilustrativo para ajudar na com-
preensao e aplicagdo desse teorema tao importante. Esse teorema também
é importante em outras se¢oes do livro, como na Secao 8.3 em que se calcula
os nimbers do Jogo Normal de Dominacao aplicado a grafos caminho P, e
grafos ciclos C), e na Se¢do 6.2 em que se calcula os nimbers do Jogo CIG,
aplicado a arvores.

2.3 Aplicacao: Nimbers do jogo KAYLES

O jogo KAYLES' foi definido no Capitulo 1. Resumidamente, Alice e
Bob se alternam selecionando vértices que devem sempre formar um con-
junto independente. Considere aqui a convengao de jogo normal (perde
quem nao tiver movimentos).

Jogo KAYLES em caminhos P, e ciclos C,,

Sobre nomenclatura de grafos, como grafo completo K,,, caminho P, ou
ciclo C,,, recomendamos o Capitulo A. E facil ver que todo grafo completo
K,, tem nimber 1, pois qualquer jogada encerra o jogo (nimber 0), ou
seja, mex{0} = 1. Além disso, o caminho P3 tem nimber 2, pois obtém-
se nimber 0 jogando no vértice do meio e obtém-se nimber 1 jogando em
qualquer extremidade, ou seja, mex{0,1} = 2. O caminho P, tem nimber
0 (o primeiro a jogar perde), pois obtém-se nimber 1 jogando em qualquer
vértice, ou seja, mex{1} = 0. Finalmente, o caminho P5 tem nimber 3
(Exercicio 2.2), pois obtém-se nimber 0 jogando no vértice central, nimber
1 jogando em qualquer vizinho do vértice central e nimber 2 em qualquer das
extremidades, ou seja, mex{0,1,2} = 3. Com isso, é possivel determinar
o vencedor do jogo KAYLES na unido disjunta dos grafos P», P, Py e Ps,
calculando o nimber 1 ® 2 @ 0 ® 3 = 0 e consequentemente Alice (primeira
jogadora) perde.

1 O nome Kayles é uma versio inglesa do termo francés Quilles, que se refere a uma
variante europeia antiga do jogo de boliche, jogado na grama. A ideia é que, ao se
derrubar um vértices no boliche, seus vizinhos também sdo derrubados.
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Considere agora o grafo P, para n > 5 e sejam v, ..., v, seus vértices.
Note que a jogada em vy obtém P,_o (pois v1 e v ndo podem mais ser
selecionados) e a jogada em vy obtém P,_3 (pois vi, ve € vz ndo podem
mais ser selecionados). Andlogo para v, e v,_1. Além disso, a jogada em
v para 3 < k < n — 2 obtém a unido disjunta dos grafos P;_o e P,_i_1,
pois vk_1, Vg € vg+1 nao podem mais ser selecionados. Portanto,

nim(P,) = mex{nim(Pn_g), nim(FP,_3),
wim(Py o) @ nim(P, 4 1) © k=3,...,[n/2]}

Com esta recursividade, é possivel obter um algoritmo de programacao
dindmica simples que determina a sequéncia de nimbers do jogo KAYLES
no caminho P, (Exercicio 2.3). Verifica-se assim que esta é uma sequéncia
periddica para n > 68 com periodo igual a 34 (Tabela 2.1).

Tabela 2.1: Nimbers do jogo KAYLES sobre o grafo caminho P,. A 1?* linha
indica o resto da divisdo de n por 34. A 2 linha indica os nimbers de 0 a
33. A 3? linha de 34 a 67 e assim por diante. A sequéncia é periédica para
n > 68 (penultima linha) e o perfodo é 34.

0123456 738 9 1011121314151617 1819 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
033 01120311033224052233011302110452T74
3467 01 120311033224455233011302110452374
68-101 8 11 2031103322445593301130211045374
102135 8 1120311033224455933011302110453T74

A anélise desta sequéncia também leva a seguinte conclusao:

Teorema 2.3. Bob vence KAYLES no grafo caminho P, se e s6 se n €
{0,14, 34} ou n%34 € {4,8,20,24,28}, onde % ¢é a operagio de resto.

Para finalizar, note que o jogo KAYLES em um grafo ciclo C, leva
ap6s a primeira jogada a um grafo caminho P,_3. Portanto, nim(C,) =
mex{nim(FP,_3)}, que é positivo se e s6 se nim(P,_3) = 0. Ou seja,
Corolario 2.4. Alice vence KAYLES no grafo ciclo Cy, se e sé sen € {3,17,37}
ou n%34 € {7,11,23,27,31}, onde % é a operagio de resto.

Jogo KAYLES original de Dudeney de 1907

Dudeney (1907) definiu o jogo KAYLES aplicado a um jogo de boli-
che em que uma jogada pode derrubar apenas 1 pino ou 2 pinos vizinhos.
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Traduzindo isso para um grafo no jogo KAYLES, seja B, o grafo boliche
com vértices vy, ...,v, (representando os m pinos de boliche) e vértices
Z1,...,Tn—1 (representando pares de pinos vizinhos) e com arestas v;x; e
vi417; para 1 <4 < n e arestas xjxrjy1 para 1 < j <n—1. Ver Figura 2.1.

Figura 2.1: Grafo boliche B,, com n = 16. Os pinos do boliche sao os
vértices v, vs,...,v, em azul. Alice vence para todo n > 1.

Vamos mostrar a solu¢do de Guy e Smith (1956) do jogo KAYLES em
grafos boliche B,,. Note que By é o grafo P} e By é o grafo P3. Vamos
entdo assumir que n > 3. Note que a jogada em v; obtém o grafo boliche
By,—1 (pois v; e z1 ndo poderdo mais ser selecionados) e que a jogada em 1
obtém o grafo B,,_o (pois vy, v, T1 € 22 ndo poderdo mais ser selecionados).
Anélogo para v, e x,_1. Além disso, a jogada em v para 2 < k <n —1
obtém a unido disjunta dos grafos boliche By 1 e B,,_j, pois vg, Tx_1 €
x) nao poderdao mais ser selecionados. Finalmente, a jogada em x; para
2 < k <n—2 obtém a unido disjunta dos grafos Byp_1 e B,_j_1, pois v,
Vk+1, Tk—1, Tk € Tpy+1 nao poderdo mais ser selecionados. Portanto,

nim(B,) = mex { nim(B,_1), nim(B,_2),
Him(Bk_l) D nim(Bn—k)v
nim(By 1) @ nim(B, 1) : k=2,...,[n/2]}

Com esta recursividade, é possivel obter um algoritmo de programacao
dindmica que determina a sequéncia de nimbers do jogo KAYLES sobre
qualquer grafo boliche B,, (Exercicio 2.4). Verifica-se assim que esta é uma
sequéncia periddica para n > 72 com periodo igual a 12 (Tabela 2.2).

Através dos nimbers da Tabela 2.2, podemos concluir que Alice perde
na unido disjunta de Biogys, Biokt6, Biok+7 € Biok+s para k > 2, pois o
nimber total é igual a 4 7@ 2P 1 = 0. Finalmente, note também que nao
h&a nimber 0 na Tabela 2.2 para n > 0 e portanto Alice sempre vence.
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Tabela 2.2: Nimbers do jogo KAYLES sobre grafos boliche B,,. A 1* linha
indica o resto da divisdo de n por 12. A 2? linha indica os nimbers de 0 a
11. A 32 linha de 12 a 23 e assim por diante. A sequéncia é periddica para
n > 72 (penultima linha) e o perfodo é 12.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0611 0 1 2 3 1 4 3 2 1 4 2 6
1223 4 1 2 7 1 4 3 2 1 4 6 7
24-35 4 1 2 8 5 4 7 2 1 8 6 7
3647 4 1 2 3 1 4 7 2 1 8 2 7
4859 4 1 2 8 1 4 7 2 1 4 2 7
60-71 4 1 2 8 1 4 7 2 1 8 6 7
72-83 4 1 2 8 1 4 7 2 1 8 2 7
849 4 1 2 8 1 4 7 2 1 8 2 7

Teorema 2.5 (Guy e Smith 1956). Alice vence KAYLES no grafo boliche B,
para todo n > 1.

Para finalizar esta subsecfo, considere agora que os pinos de boliche
formam um circulo. Definimos assim o grafo boliche circular B} ilustrado
na Figura 2.2. Note que o jogo KAYLES no grafo boliche circular B} com
n > 3 leva ap0s a primeira jogada a um grafo boliche B,,_1 ou B,,_2, que tem
nimbers positivos. Portanto, nim(B}) = mex{nim(B,_1,nim(B,_2)} = 0.

Figura 2.2: Grafo boliche circular B} com n = 16. Os pinos do boliche sdo
os vértices vy, vg,...,v, em azul. Bob vence para todo n > 3.
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Consequentemente:

Corolario 2.6. Bob vence KAYLES no grafo boliche circular B} para todo
n > 3.

2.4 Exercicios

Exercicio 2.1. Prove sem usar o Teorema de Sprague-Grundy que Bob re-
almente vence o jogo NIM-BOLSAS da Secao 2.2 com trés bolsas X, Y e Z
em que a bolsa X tem pilhas com tamanhos 0,2, 3,4, a bolsa Y tem pilhas
com tamanhos 0,1, 3,4 e a bolsa Z tem pilhas com tamanhos 0, 1, 2, 4.

Exercicio 2.2. Prove que os caminhos Py, P, P3, Py e Ps tem nimbers 1, 1,
2, 0 e 3 no jogo KAYLES, respectivamente.

Exercicio 2.3. Escreva um algoritmo para determinar todos os nimbers do
jogo KAYLES para o grafo caminho P, para qualquer n de 0 a 100.

Exercicio 2.4. Escreva um algoritmo para determinar todos os nimbers do
jogo KAYLES para o grafo boliche B,, para qualquer n de 0 a 100.

Exercicio 2.5. Seja o grafo caterpillar Cat, formado por um caminho P,
V1,...,Un, adicionando vértices fi,..., f, e arestas f;v; para i =1,...,n.
Prove por inducao que nim(Cat,) = n%2 no jogo KAYLES e portanto Alice
vence em Cat, se e s6 se n é impar.

Exercicio 2.6. Considere um jogo de boliche em que os pinos numerados de
1 a n estdo em fila e, em cada jogada, derruba-se um pino ou derruba-se
um pino e seus vizinhos imediatos. Prove por indugdo que o nimber para
n pinos é n%4 e portanto Bob vence a variante normal desse jogo se e s6
se n é multiplo de 4.



Combinatéria Extremal
para Jogos

“Any attempt to analyze unsolved games leads to the same conclusion: we get
quickly lost in millions and millions of cases, and feel shipwrecked in the middle
of the ocean. Is it really hopeless to escape from Combinatorial Chaos?”

Jézsef Beck, 2008

Nos Capitulos 2 e 10, mostramos como decidir o vencedor de alguns
jogos imparciais ou partizan, usando a Teoria de Sprague-Grundy e a Teoria
Combinatéria dos Jogos, levando em alguns casos a algoritmos polinomiais
ou obtendo a solucdo para instancias pequenas.

Neste capitulo, mostraremos alguns resultados classicos de Combina-
toria Extremal para jogos, o que leva a decidir exatamente o vencedor
para instancias muito grandes em alguns casos. Por exemplo, considere
novamente o Jogo CLIQUE (n, k) em que, dado n, desejamos saber o ta-
manho k da maior clique do grafo completo K, que Alice consegue colorir
(em arestas). Veremos que, para n = 2(33+1010), esse valor é exatamente
k =2-10'"—1. Ou seja, Alice ndo consegue colorir as arestas de uma clique
com 20 bilhdes de vértices, mas consegue com qualquer niimero menor. B
surpreendente que esse problema seja tao dificil para instdncias pequenas,
mas é possivel calcular o valor exato para instancias tao grandes.

Uma das principais técnicas usadas aqui é a Técnica do Potencial. Em
1961, Conway aplicou esta técnica com sucesso para obter uma belissima
solugao de um puzzle (jogo de 1 jogador), que é agora bem conhecido por
Soldados de Conway, que serd mostrado na Secdo 3.1. Erdés e Selfridge
(1973) foram os primeiros a usar esta técnica para jogos combinatorios,
obtendo seu famoso teorema sobre condi¢oes de vitéria para Bob em jogos
MAKER-BREAKER, mostrado na Se¢ao 3.2. Na Se¢ao 3.3, também veremos
condicoes de vitéria para Alice em jogos MAKER-BREAKER e condigoes de
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vitoria para Alice e Bob em jogos MAKER-BREAKER tendenciosos a par-
tir de trés teoremas de Beck (1981a). Esses teoremas tém consequéncias
importantes para o Jogo da Velha n?, que serd mostrado na Secio 3.4, jun-
tamente com o Teorema de Hales e Jewett (1963). Na Secao 3.5, mostramos
aplicacOes desses teoremas para obter resultados extremais sobre outro jogo
posicional interessante, o0 JOGO DA P.A. (ou de van der Waerden). Final-
mente, na Secao 3.6, mostramos o potente Teorema de Beck para o Jogo da
CLIQUE (ou de Ramsey), mencionado no pardgrafo anterior. Para maior
aprofundamente nesse tépico, indicamos o excelente livro “Combinatorial
games Tic-Tac-Toe Theory” de Jozsef Beck (2008).

3.1 Técnica do Potencial e os Soldados de Conway

A Técnica do Potencial busca por uma funcdo que retorna um valor
numérico (o potencial) para qualquer instancia de certo jogo de modo que
as instancias que podem ser obtidas a partir de um movimento valido do
jogo mantenham o potencial ou diminuam de um modo controlado (nunca
aumentando), assim como a energia mecanica de um sistema fisico.

Uma das aplicagoes mais conhecidas dessa técnica é o problema dos
Soldados de Conway, explicado a seguir. Outras aplicagoes serdo vistas nas
Secoes 3.2 e 3.3 em teoremas sobre jogos MAKER-BREAKER e na Secao 8.2
na prova do Teorema % sobre o Jogo de Dominagao.

No problema dos Soldados de Conway, ha um tabuleiro infinito bidi-
mensional com uma linha horizontal acima da qual todas as células estao
vazias. Abaixo dessa linha, pode haver células ndo vazias, contendo um
soldado. Um movimento consiste em um soldado qualquer s; pular sobre
um soldado vizinho s (horizontal ou vertical) para uma célula vazia, re-
movendo s2. O objetivo do jogo é colocar um soldado o mais longe possivel
acima da linha. A Figura 3.1 mostra as solugoes para distancia 1, 2, 3 e 4.

Conway (1961) usou a Técnica do Potencial para obter uma prova bas-
tante elegante da impossibilidade de se alcancar a distancia 5.

Teorema 3.1 (Conway (1961)). Ndo existe sequéncia finita de movimentos
que leve um soldado até uma distancia 5 ou mais acima da linha horizontal.

Demonstracdo. O potencial de uma posicao serd a soma dos pesos de todas
as células que contém um soldado, em que a funcdo peso p(-) é tal que, se
células c1, g e c3 sdo consecutivas em uma linha ou coluna, entdo p(c1) +
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Figura 3.1: Solucdo dos Soldados de Conway para distancias 1, 2, 3 e 4.

p(e2) > p(es). Isso significa que nenhum movimento implicard em aumento
de potencial, pois um soldado em ¢; pulando sobre outro em ¢y e parando
em c3 leva a uma perda de potencial igual a p(c1) + p(c2) — p(c3) > 0.

Seja ¢ = (V5 — 1)/2, ou seja, > + ¢ = 1. Fixe uma célula alvo
distdncia 5 acima da linha horizontal. Seja o peso de uma célula igual a
©? em que d é a distancia retilinea (distancia L' ou de Manhattan) para
a célula alvo (considerando apenas segmentos horizontais e/ou verticais).
Logo o peso da célula alvo é ©° = 1. Note que o pulo de um soldado
de uma célula a distancia d 4+ 2 para uma célula a distancia d ndo muda
o potencial, pois 92 4+ @l = K4, E f4cil ver que pulos que ndo se
aproximam da célula alvo diminuem o potencial. Vamos calcular o maior
potencial possivel, colocando um soldado em cada célula abaixo da linha.
Na linha 1 abaixo da linha central, temos potencial

6 6
P+2p5 4207+, .. = ¢5+271f90 - g05+2% — PO2pt = Prpt =

Analogamente, toda linha i abaixo da linha central tem potencial @it
Somando os potenciais de cada linha, o potencial total méaximo é igual a

2 2
v

l—p 2

Pt =

mesmo potencial da célula alvo, desejada no final. Portanto, nenhum nu-
mero finito de soldados é capaz de colocar um soldado a distancia 5 ou mais
acima da linha central. |

Provou-se posteriormente que um niimero infinito de soldados consegue
alcangar a quinta fileira (S. Tatham s.d.). Ademais, se é possivel pular nas
diagonais, entdo é possivel alcancar até a oitava fileira, mas ndo a nona
(Bell, Hirschberg e Guerrero-Garcia 2007).
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3.2 Teorema de Erdos-Selfridge para Maker-Breaker

A Técnica do Potencial mostrada na secdo anterior para um jogo de 1
jogador (puzzle) foi aplicada pela primeira vez em um jogo de 2 jogadores
no teorema abaixo que fornece condigoes de vitoria para Bob. Lembre que,
num jogo MAKER-BREAKER, hd um conjunto universo U = {uj,...,u,} e
uma familia F de subconjuntos de U. Alice e Bob pegam elementos de U
alternadamente de modo que Alice (como Maker) vence se conseguir algum
conjunto de F e Bob (como Breaker) vence, caso contrario. Dizemos que
F é k-uniforme se |F| = k para todo F' € F.

Teorema 3.2 (Erdos e Selfridge 1973). Seja (U, F) uma instincia do jogo
MAKER-BREAKER. Se Bob (Breaker) joga primeiro, entdo ele vence se
Srer 27l < 1. Caso contrdrio, ele vence se

S o7l < 1 —max{ Y 277
uwelU
FeF FeF:
uel

e portanto se ) pcr -7l < % Consequentemente, quando F € k-
uniforme, Bob vence sempre que |F| < 2F se Bob joga primeiro ou, caso
contrdrio, sempre que |F| < 271 ou |F| + A(F) < 2F, onde A(F) =
maxyey d(u) e d(u) é o nimero de conjuntos F' € F que contém u.

Demonstracao. Aplicando a Técnica do Potencial, vamos definir o potencial
de um conjunto vencedor F' € F como sendo 27171 ou seja, a probabilidade
de Alice (como Maker) conseguir todos os elementos de F' caso o jogo fosse
jogado aleatoriamente (assumindo que cada elemento tem probabilidade
1/2 de ser escolhido por Alice ou por Bob). O potencial Py da instancia
de MAKER-BREAKER ¢ a soma dos potenciais de seus conjuntos, ou seja,
Po=>rcr 2-1Fl que representa o ntimero esperado de conjuntos F € F
conquistados por Alice.

Suponha inicialmente que Bob comega o jogo, selecionando z, e, em
seguida, Alice seleciona y. Quando Bob escolhe z, a instincia se altera
eliminando de F todo conjunto F' que contém x. Isso porque conjuntos que
contém elementos escolhidos por Bob estao mortos para Alice, ou seja, néo
podem mais ser conquistados por ela. Quando Alice seleciona y, a instancia
se altera de modo que y é removido de todo conjunto F' que contém y. Isso
porque, em tais conjuntos alterados, basta se preocupar com os elementos
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ainda nao conquistados. Note que, nesse caso, o potencial de F' é dobrado
de 271 para 2= (IF1=1 yma variagao de 2~ |71,

Para i € {1,2}, sejam F; e P; a instancia e seu potencial logo apds o
movimento do turno i (Bob para i impar e Alice para i par). Seja Fy = F.
Desse modo, apés a escolha de x por Bob e depois y por Alice, os potenciais

P; e Py se tornam
P1 = Po — Z 2_‘F‘ (§

FeFy:
zeF
P, = P+ Z o~ IFl — Py — Z 2~ IFl Z 9—IF]
FeFy: FeFo: FeFy:
yeF zelF yeF

Tomando z tal que

ol
FeFo:
zeF

¢ maximo, temos que

P<P— Y 27 S ol < gy - S 27 N onIFl —
FeTo: FeFy: FeFy: FeFy:
zeF yeF zeF zeF

Ou seja, P < Py e P» < Py. Se Alice consegue um conjunto vencedor
F € Fyp em algum turno i do jogo, entao JF; contém um conjunto F; = (),
obtido do conjunto F original e portanto o potencial P; de F; é pelo menos
2-1Fil = 20 = 1. Portanto, se Py < 1, é impossivel para Alice obter um
conjunto vencedor.

Considere agora que Alice é a primeira jogar. No maximo, ela consegue
aumentar o potencial da instancia no valor

max E (2_(‘F‘_1) — 2_|F|) = max E 2~ IF
uelU ueU

FeF: FeF:

uelF ueF

Portanto, se

> 274 max g 30 271 <1,

FeF FeF:
ueF
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entdo voltamos a situagdo analisada antes em que Bob é o primeiro jogar
a partir dai, vencendo o jogo. Finalmente, note que

max E 2~ ¥l < g 2~ Il
uelU
Fer: FeF
uel

e portanto Bob vence se Y per 271 < 1/2. ]

Os valores desse teorema sao apertados. Como exemplo, considere que
U={a,b1,...,ar by} tem |U| = 2k elementos e F contém todos os con-
juntos {z1,...,zx} paraxz; € {a;, b;}. Entdo |F| = 2% e Maker vence mesmo
se Breaker inicia, usando a seguinte estratégia de pareamento: se Bob esco-
lhe a; (resp. b;), Alice escolhe b; (resp. a;). No caso em que Alice comega,
podemos obter uma instancia F' apertada, adicionando um elemento novo
ag em cada conjunto F' € F e fazendo Alice selecionar ag em sua primeira
jogada (note que F' é (k 4 1)-uniforme e A{(F') = |F/| = |F| = 2F).

No préximo capitulo, veremos que Alice nunca perde em jogos MAKER-
MAKER, devido ao roubo de estratégia. Portanto, nas mesmas condicoes dos
teoremas desta secao, Bob consegue empate, ao invés de vencer. Também
veremos o Teorema 3.4 de Beck (1982), que é uma extensao do Teorema de
Erdds e Selfridge (1973) para jogos MAKER-BREAKER (a, b)-tendenciosos,
em que Alice pega a elementos e Bob pega b elementos.

3.3 Teoremas de Beck para Maker-Breaker

Na secao anterior, vimos condi¢oes de vitoria para Bob em jogos MAKER-
BREAKER pelo Teorema 3.2 de Erdés e Selfridge (1973). Aqui veremos con-
di¢oes de vitéria para Alice pelo Teorema de Beck (1981b) abaixo. Lembre
que F é k-uniforme se |F| = k para todo F' € F. Note que o teorema
abaixo também usa a Técnica do Potencial.

Teorema 3.3 (Beck 1981b). Seja (U, F) instincia de MAKER-BREAKER.
Entao Alice (jogando primeiro como Maker) vence se

1
> 27 > 2 Ma(F) U,
FeF



3.3. Teoremas de Beck para Maker-Breaker 37

onde Ao(F) = maxda(u,v) para u # v € U e da(u,v) € o niumero de
conjuntos F' € F que contém u e v. Consequentemente, se F ¢ k-uniforme,
entdo Alice vence se |F| > 2F=3 . Ao(F) - |U].

Demonstracao. Aplicando a Técnica do Potencial novamente, considere
para cada F € F o mesmo potencial 271¥! usado na prova do Teorema
3.2 de Erdés e Selfridge (1973), ou seja, a probabilidade de Alice (como
Maker) conseguir todos os elementos de F' caso o jogo fosse jogado ale-
atoriamente (assumindo que cada elemento tem probabilidade 1/2 de ser
escolhido por Alice ou por Bob). Lembre que, se Bob pega um elemento
de F', o potencial de F' vai a zero, ou seja, I’ estd morto para Alice.

Definiremos o valor de um elemento v € U durante o jogo como o
decréscimo de potencial que haveria se Bob selecionasse u. A estratégia de
Alice é bem simples: pegar sempre o elemento u € U com maior valor.

Vamos considerar os turnos como pares de jogadas (u,v) em que Alice
seleciona u e Bob seleciona v. Como visto antes, o potencial de cada con-
junto F' que contém u dobra, aumentando em 2-1F1. Cada conjunto F' que
contém v diminui seu potencial para 0. Se F' contém v, mas nao contém
u, essa diminuicdo é de 27171, Se F contém u e v, essa diminuicdo é de
o—(IF|-1) — 9. 9—|F|

Portanto, apés um par de jogadas (u,v), a variagdo de potencial sera

Z o—IFl _ Z o—IF| _ Z 2.271Fl > _ Z 2~ 17l

FeF: FeF: FeF: FeF:
ueF vEFugF u,veF u,veEF

pois u tem valor maior que v pela estratégia de Alice. Ou seja, se o potencial

diminuir, essa diminui¢do nao é tao grande, sendo no maximo > pe Fﬁ 2~ 1Fl
u,ve
que é menor ou igual a Ay(F)/4, visto que conjuntos F' que contém u e v

tem pelo menos 2 elementos e seu potencial é de pelo menos 1/4. Como o
ntimero de turnos (pares de jogadas) é |U|/2, entdo a diminuigao total serd
de no maximo Aq(F) - |U|/8.

Como o potencial inicial ) pc 7 217l ¢ maijor que a diminuicio maxima
de potencial no fim do jogo, o potencial final é maior que 0 e portanto Alice
vence, pois algum conjunto F' € F tem potencial positivo, ou seja, nenhum
de seus elementos foi selecionado por Bob. [ |

Jogos MAKER-BREAKER tendenciosos. Veremos no préximo capitulo que
varios jogos MAKER-BREAKER sao faceis para Alice. Isso motivou Chvatal
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e Erdés (1978) a introduzir jogos MAKER-BREAKER (a, b)-tendenciosos em
que, para cada turno, Alice pega a elementos e depois Bob pega b elementos.
Com essa defini¢ao, Beck (1982) provou os resultados abaixo, que sdo as
generalizagoes dos Teoremas 3.2 e 3.3 para jogos tendenciosos e que também
usam a Técnica do Potencial em suas demonstracdes. Note que, tomando
a = b = 1, esses teoremas sao contemplados pelos Teoremas 3.2 e 3.3.
Na Sec¢ao 4.6 do préoximo capitulo, serdao vistos mais resultados sobre jogos
tendenciosos.

A prova do teorema abaixo (que nao serd mostrada aqui) usa a fungao
de potencial (1 + b)~1¥1/® para cada conjunto F € F.

Teorema 3.4 (Beck 1982). Sejam a e b dois inteiros e (U, F) um jogo MAKER-
BREAKER (a,b)-tendencioso. Se Bob (Breaker) joga primeiro, entao ele
vence se Y per(14+0)" /% < 1. Caso contrdrio, ele vence se

S ap e < L

rer 1+5b
Quando F ¢é k-uniforme, Bob vence sempre que |F| < (14 b)¥/% se Bob
joga primeiro ou, caso contrdrio, sempre que |F| < (14 b)a L,
A prova do teorema abaixo (que ndo serd mostrada aqui) usa a funcao
de potencial (1 + b/a)~¥| para cada conjunto F € F.

Teorema 3.5 (Beck 1982). Seja (U, F) um jogo MAKER-BREAKER (a,b)-
tendencioso. Entao Alice (jogando primeiro como Maker) vence se

b —|F| 2 b2
Z(l‘i‘) >a7bS-A2(}_)-|U|,
FeF @ (a+0)

onde Ao(F) = maxdz(u,v) para u # v € U e da(u,v) € o niumero de
conjuntos F' € F que contém u e v. Consequentemente, se F € k-uniforme,
entdo Alice vence se |F| > a>™% - b2 (a+b)F=3. Ay(F) - |U|.

3.4 Teorema de Hales-Jewett e o Jogo da Velha n‘

Dado um inteiro positivo d, o Jogo da Velha n® é o jogo MAKER-MAKER
(U, F) com U = [n]¢ (tabuleiro de lado n e dimenséo d) e F sendo a familia
das linhas de [n]d, que sdo os conjuntos com n pontos colineares distintos.
Sabe-se que o niimero de linhas em [n]? é [(n +2)? — n?]/2 (Exercicio 3.2).
Nesta secdo, vemos um comportamento interessante do Jogo da Velha n:
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(a) Vd, In : Bob empata o Jogo da Velha n?;
(b) ¥n, 3d : Alice vence o Jogo da Velha n¢.

Prova-se o ponto (a) a partir do Teorema de Erdés e Selfridge (1973) da
secdo anterior. Prova-se o ponto (b) a partir do Teorema de Hales e Jewett
(1963), que veremos nesta segdo. Comecemos pelo ponto (a).

Como dito na Secao 3.2, o Teorema 3.2 também serve para provar que
Bob consegue empatar em jogos MAKER-MAKER e portanto também serve
para o Jogo da Velha n?. Os argumentos faltantes na prova abaixo sdo
pedidos no Exercicio 3.3.

Corolario 3.6. Suponha que 2"+t > (n+2)4 —nd+2-(2¢4 1) sen é par ou
2ntl > (n 2)d —n?4+3%—1 sen é impar, onde n > d > 2 sio inteiros.
Entdo, Bob empata (resp. vence) o Jogo da Velha n® na variante MAKER-
MAKER (resp. MAKER-BREAKER). Em particular, isso ocorre no Jogo da
Velha n? se n > 4, no Jogo da Velha n® se n > 8 e, para d > 4, no Jogo
da Velha n? sen > %d -log, d.

Demonstragio. Vimos que no Jogo da Velha n? existem [(n + 2)? — n?]/2
filas vencedoras, entre linhas, colunas e diagonais. Portanto, considerando
(U, F) como a instéancia correspondente no jogo MAKER-MAKER ou MAKER-
BREAKER, temos que F é n-uniforme e |F| = [(n + 2)% — n?]/2. Sabe-se
também que Aq(F) =29 —1sen épare Ay (F) = (39 —1)/2 se n é impar
(Exercicio 3.3). Como |F|+ A1(F) < 2" por hipdtese, entdo Bob empata
a variante MAKER-MAKER e vence a variante MAKER-BREAKER pelo Te-
orema 3.2. Em particular, isso ocorre no Jogo da Velha n? se n > 4 e no
Jogo da Velha n? se n > 8. [ |

O Corolario 3.6 resolve os Jogos da Velha 42, 83, 14 e 20° de forma
elegante. No entanto, ndo se conhece uma prova simples para o tradicional
Jogo da Velha 32, além da andlise de casos (Exercicio 1.4).

O ponto (b) é provado pelo teorema abaixo. Uma linha nao-decrescente
L de [n)? é um conjunto de n pontos colineares distintos

L = {(z11,-- 214)s -5 (Tn1s oo Tna) }

tal que z; ; < 7541 paratodo 1 <i<nel <j<d.

Como exemplo, para n = 3, o quadrado [n]? possui 8 linhas (3 paralelas
ao eixo x, 3 ao eixo y e 2 diagonais), sendo 7 ndo-decrescentes (exclui-se
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uma diagonal). O cubo [n]? possui 49 linhas (9 paralelas ao eixo =, 9 ao
eixo y, 9 ao eixo z, 6 diagonais paralelas ao plano xy, 6 ao plano xz, 6 ao
plano yz e 4 diagonais do cubo), sendo 37 nao-decrescentes (9 paralelas ao
eixo z, 9 ao eixo y, 9 ao eixo z, 3 diagonais paralelas ao plano zy, 3 ao
plano xz, 3 ao plano yz e 1 diagonal do cubo).

Teorema 3.7 (Hales e Jewett 1963). Para todo c,n, existe d tal que toda
coloragdo dos pontos de [n]? com ¢ cores contém uma linha ndo-decrescente
monocromdtica.

Seja o nimero de Hales-Jewett H.J.(n) o menor valor de d no teorema
acima e seja HJ(n) = HJa(n). Seja também HJ}(n) o correspondente
de HJ.(n) substituindo linha nao-decrescente por linha (permitindo linhas
decrescentes por exemplo). Claramente HJY(n) < HJ.(n). Como linhas
nao-decrescentes sdo linhas, esse teorema implica que qualquer jogo da
Velha n¢ com ¢ jogadores se alternando em qualquer ordem levard um dos
jogadores a vitéria se d > HJ.(n). No caso de 2 jogadores (c = 2), devido
a técnica do roubo de estratégia (vista em detalhes no Capitulo 4), temos
o seguinte corolario.

Corolario 3.8. Para todo n, existe d tal que Alice vence o Jogo da Velha n?.

Seja o ntmero de jogo de Hales-Jewett H.J,(n) o menor valor de d
no corolario acima. Um tépico relevante de pesquisa é estudar a relagao
entre os pardmetros HJ(n) e HJy(n). Sabe-se que HJy(n) < HJ*(n) <
HJ(n), que HJy(4) = HJy(3) = HJ*(3) = 3 (Patashnik 1980) e que
HJ(3) = 4 (Hindman e Tressler 2014). No entanto, HJ(4), HJ*(4) e
HJ,(5) permanecem um completo mistério. Note que o espago de busca
para provar que HJ(4) = d é da ordem de 2(4d), que é maior que 1077 para
d > 4. O melhor limite superior para HJ(4) é d < 10! (Lavrov 2016).

Um ponto impressionante é que na variante Avoider-Avoider do jogo da
Velha n?, em que perde o jogador que obtiver uma linha primeiro, podemos
obter estratégias explicitas de empate, conforme o teorema abaixo, cuja
prova é simplissima. Lembre que o ponto central do hipercubo [n]d pertence
a [n]? se e s6 se n é fmpar. Considere a seguinte estratégia de pareamento,
que chamaremos de espelhamento: para qualquer ponto selecionado pelo
adversério que nio seja o ponto central do [n]?, selecionar o ponto simétrico
com relagdo ao ponto central de [n]?.
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Teorema 3.9 (Golomb e Hales 2002). Considere a variante Avoider-Avoider
do Jogo da Velha n®. Sen é impar, Alice conseque empate selecionando pri-
meiro o ponto central de [n]? e depois sequindo a estratégia de espelhamento.
Se n € par, Bob conseque empate sequindo a estratégia de espelhamento.

Demonstracao. Assuma que o jogador seguindo a estratégia de espelha-
mento perde e seja L a linha obtida por ele. Note que L nao pode conter o
ponto central, mesmo para n impar, devido a estratégia de espelhamento.
Portanto, seja L’ a linha de [n]? com os pontos simétricos da linha L. Como
o jogador que perdeu estava seguindo a estratégia de espelhamento, entao
a linha L’ foi toda obtida por seu adversério, contradicao, pois nesse caso
seu adversario teria perdido antes. [ |

3.5 Teorema de van der Waerden e o0 JOGO DA P.A.

O JoGo pA P.A. (n,k) é um jogo posicional em que, dados n > k,
Alice e Bob escolhem inteiros entre 1 e n e Alice vence se conseguir uma
P.A. (progressdo aritmética)! de tamanho k. Na variante MAKER-MAKER,
Bob vence se conseguir uma P.A. de tamanho k (pelo roubo de estratégia,
Alice possui pelo menos uma estratégia de empate). Na variante MAKER-
BREAKER, Bob vence se Alice nao conseguir seu objetivo (e ndo hé empate).
Esse jogo também é chamado de Jogo de van der Waerden (n,k), devido
ao classico teorema abaixo, que também faz parte da Teoria de Ramsey.

Teorema 3.10 (van der Waerden 1927). Para todo c, k, existe n tal que toda
coloragao dos inteiros de 1 a m com c cores gera uma P.A. (progressio
aritmética) monocromdtica de tamanho k.

O numero de van der Waerden W, (k) é definido como o menor n para
o qual vale o Teorema de van der Waerden acima. Seja W (k) = Wa(k). O
Teorema de van der Waerden implica que qualquer jogo em que c¢ jogadores
escolhem inteiros entre 1 e n levara um dos jogadores a vitéria (obtencao de
uma P.A. de tamanho k) se n > W,(k). Sabe-se que W (2) =3, W(3) =9,
W(4) = 35, W(5) = 178 e W(6) = 1132 (Kouril e Paul 2008). Nao se
conhece o valor exato de W (k) para k > 7.

Beck (1981b) definiu o nimero jogo de van der Waerden Wy(k) como
o menor n tal que Alice vence a variante MAKER-BREAKER do JOGO DA

1 A~ . s . . . 4,
Sequéncia numérica em que a diferenca entre elementos consecutivos é uma constante.
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P.A. (n,k). Claramente, Wy(k) < W (k): Alice vence o JOGO DA P.A.
(n,k) com n > W(k) inteiros. Como exemplo, mostramos abaixo que
Wy(3) =5 e Wy(4) = 13, valores bem menores que W(3) =9 e W(4) = 35,
respectivamente. A Figura 3.2 ilustra os argumentos da prova. O Exercicio
3.7 pergunta como seria na versao MAKER-MAKER.

Teorema 3.11. W,(3) =5 e Wy(4) = 13.

Demonstracao. Denotamos as jogadas de Alice e Bob por Ay, By, As, Bo, . . .,
ou seja, Alice escolhe um nimero A; e depois Bob escolhe um niimero B; no
i-ésimo turno. No JoGo DA P.A. (4,3), Alice e Bob escolhem 2 ntmeros
cada, sendo impossivel Alice obter uma P.A. de tamanho 3.

No Joco pa P.A. (5,3), Alice vence tomando A; = 3. Se B} = 1,
Alice toma Ay = 4 e terd uma das P.A’s 2-3-4 ou 3-4-5. Se By = 2, Alice
toma As = 5 e terd uma das P.A’s 3-4-5 ou 1-3-5. Se By = 4, Alice toma
As =1 e terd uma das P.A’s 1-2-3 ou 1-3-5. Se By = 5, Alice toma Ay = 2
e terd uma das P.A’s 1-2-3 ou 2-3-4.

A prova de que Bob vence o o JOGO DA P.A. (12,4) serd postergada
para o Lema 4.3, pois utiliza a estratégia de pareamento, que serd vista no
préoximo capitulo. No restante da prova, vamos mostrar que Alice vence o
JoGo pA P.A. (13,4). A Figura 3.2 contém toda a anélise dos casos des-
crita abaixo. Na 1? jogada, Alice toma A; = 7. Sem perda de generalidade,
podemos assumir por simetria que By € {1,2,3,4,5,6}.

Primeiro suponha que By € {1,2,3,4}. Alice toma As = 9. Se By ¢
{6,8,10}, Alice toma A3 = 8 e terd uma das P.A’s 6-7-8-9 ou 7-8-9-10.
Se By € {6,8,10}, Alice toma A3 = 11 e terd uma das P.A’s 5-7-9-11 ou
7-9-11-13.

Agora suponha agora que By = 5. Alice toma Ay = 10. Se By ¢
{1,4,13}, Alice toma A3 = 4 e terd uma das P.A’s 1-4-7-10 ou 4-7-10-13.
Se By € {1,4}, Alice toma As = 9, forcando B3 = 8 para evitar a P.A.
7-8-9-10, e assim Alice toma A4 = 11 e terda uma das P.A’s 7-9-11-13 ou
9-10-11-12. Se By = 13, Alice toma Az = 8, forcando B3 = 9 para evitar a
P.A. 7-8-9-10, e assim Alice toma A4 = 6 e terd uma das P.As 4-6-8-10 ou
6-8-10-12.

Finalmente suponha agora que By = 6. Alice toma Ay = 10. Se
By ¢ {1,4,13}, Alice toma A3 = 4 e terd uma das P.A’s 1-4-7-10 ou 4-7-
10-13. Se By € {1,4,13}, Alice toma As = 9, forgando B3 = 8 para evitar
a P.A. 7-8-9-10, e assim Alice toma A4 = 5 e terd uma das P.A’s 3-5-7-9
ou 5-7-9-11. u
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By B Ay Ay As Bs Ay As By

2 ® 4 ® 6 (O 8 ©® 10 11 12 13

As By Ay By A Bz A3 Ay By

Figura 3.2: Prova do Teorema 3.11 de que Wy(4) < 13, onde A; e B;
representam as jogadas de Alice e Bob no turno i.

O limite superior Wy(k) < W (k) nao é muito 1til, visto que o melhor
limite superior para o nimero de van der Waerden W (k) é muito grande:

Teorema 3.12 (Z. Szabo 1990; Gowers 2001).
L2k
W(k) < 2%
Ademais, para todo € > 0 e k suficientemente grande,

2k
W(k) > 7

No entanto, ha limites bem mais razodveis para o niimero jogo de van
der Waerden Wy (k), usando o Teorema 3.2 de Erdés e Selfridge (1973) e o
Teorema 3.3 de Beck (1981a).
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Teorema 3.13 (Beck 1981b). W, (k) = 2¥(1+°() . Mais especificamente,
2R (=N W (k) < 28 K38,

Demonstra¢io. Para o Joco po P.A. (n,k), seja U = {1,...,n} e F a
familia de conjuntos de k elementos de U que formam uma P.A. Ou seja, F
é k-uniforme. Vamos estimar o valor de |F|. Sejam a1, ..., a; os elementos
de uma P.A. Sabe-se que ap = a1 + (kK — 1) - r, onde a razao r da P.A. é
um inteiro entre 1 e (n — 1)/(k — 1). Para simplificar, assuma que n — 1 é
multiplo de £ — 1. Tomando a; = n, temos que a; = n— (k—1)r. Portanto,
o numero de P.A’s com razao r é n — (k — 1)r.

Fl= Y [n-tk-1r] = (n—;>.'(l(§n_—1l;r+2)

r

3

I
—

Note também que A(F) < k-(n—1)/(k—1) < n e que Ag(F) < (’2“)
(Exercicio 3.4). Com isso,

(n—1)(n—k+2)

< 2k
20k — 1) "=

[Fl+Au(F) <

(1-

para n < 2F F0) e portanto, nesse caso, Bob vence pelo Teorema 3.2.

Ademais,
7] (n—1)(n—k+2) k-3
> 2
A(F) = kk—12

.n,

para n > 2F73. k3 e portanto, nesse caso, Alice vence pelo Teorema 3.3. ®

3.6 Outro Teorema de Beck e o jogo CLIQUE-RAMSEY

O jogo CLIQUE (n, k) é um jogo posicional em que, dados n > k, Alice e
Bob escolhem arestas do grafo completo K, e Alice vence se conseguir uma
clique de tamanho k. Na variante MAKER-MAKER, Bob também vence se
conseguir uma clique de tamanho & (pelo roubo de estratégia, Alice possui
pelo menos uma estratégia de empate). Na variante MAKER-BREAKER,
Bob vence se Alice ndo conseguir seu objetivo (e nao ha empate). Esse
jogo também é chamado de Jogo de Ramsey, pois é bastante relacionado
ao classico Teorema de Ramsey.
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Teorema 3.14 (Ramsey, 1928). Para todo c, k, existe n tal que qualquer co-
loragdo das arestas do grafo completo K, com c cores gera uma clique mo-
nocromdtica de tamanho k.

O famoso nimero de Ramsey R (k) é definido como o menor n para o
qual vale o Teorema de Ramsey acima. Seja R(k) = Ra(k). O Teorema
de Ramsey implica que qualquer jogo em que c¢ jogadores escolhem arestas
do grafo completo K, levard um dos jogadores a vitéria (obtencdo de uma
clique de tamanho k) se n > R.(k). Sabe-se que R(1) = 1, R(2) = 2,
R(3) =6, R(4) = 18 e que R(5) € {43,...,46} (Angeltveit e McKay 2024).
Nao se sabe o valor exato de R(k) para k > 5. Os conhecidos limitantes
abaixo para nimeros de Ramsey foram obtidos por Erdés (1947).

Teorema 3.15 (Erdds 1947, Erdos e Szekeres 1935).
ok/2 < R(k) < 4F!

Beck (1981b) definiu o nidmero jogo de Ramsey Ry(k) como sendo o
menor n tal que Alice vence a variante MAKER-BREAKER do Jogo da Clique
(n,k). Claramente R4(k) < R(k), ou seja, Alice vence em qualquer Jogo
da Clique (n, k) com n > R(k) vértices. Como exemplo, mostramos abaixo
o caso mais conhecido do Teorema de Ramsey e sua variante de jogo.

Teorema 3.16. R(3) = 6, mas Ry(3) = 5.

Demonstrag¢io. A Figura 3.3(a) mostra que R(3) > 5, pois nessa 2-coloragao
das arestas do K5 nao hé triangulo monocromatico. A seguir mostramos a
classica prova de que R(3) < 6 (ver Figura 3.3(b)). Considere os vértices
numerados de v; a vg no Kg. Entre as cinco arestas de vy (viv2 a v1vg),
trés delas terdo a mesma cor numa coloragdo das arestas do Kg com as
cores A e B. Sem perda de generalidade, suponha que vivs, vivs € V105
tem a cor A. Se wsvy, v3Us € V45 tem a cor B, entdo temos o tridngulo
monocromatico v3v4vs com a cor B. Caso contrario, obtemos um triangulo
monocroméatico com a cor A: v1v3v4 OU V1V3V5 OU V1V4V5.

Agora mostramos que Ry(3) = 5. E facil provar que Ry(3) > 4 (Exerci-
cio 3.5). Considere os vértices numerados de v; a vs no Ks (Figura 3.3(c)).
No 1° turno, Alice escolhe v1vs e suponha sem perda de generalidade que
Bob escolhe uma aresta de vs. No 2° turno, Alice escolhe v3v4 € Bob esco-
lhe no maximo uma aresta do quadrado vivovsvs (digamos vovs sem perda
de generalidade). No 3° turno, Alice escolhe v1v3 e vencera no 4° turno,
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pois Bob nao conseguira evitar um dos tridngulos viv9v3 ou vivgvy para
Alice. [ ]

Us Ve

V3 V4

U1 V2

(@ R(3)>5 (b) R(3) < 6

Figura 3.3: Numero de Ramsey R(3) = 6 e Numero Jogo de Ramsey
R,(3)=5

Pelo teorema anterior, Alice vence a variante MAKER-BREAKER do Jogo
da Clique (5, 3). O Exercicio 3.5 pergunta se Alice também vence a variante
MAKER-MAKER do Jogo da Clique (5, 3).

No Jogo da Clique, muitas vezes deseja-se a fun¢do inversa do ntimero
jogo de Ramsey k = R;l(n), ou seja, o maior valor de k para o qual Alice
vence o Jogo da Clique (n, k). O limite superior acima implica que Alice
vence se n > 4F, ou seja, se k < % logy n. Aplicando o Teorema 3.2 de Erdés
e Selfridge (1973) no Jogo da Clique, é possivel provar (Exercicio 3.6) que
Bob (como Breaker) vence se k > 2log, n. Esses limitantes foram bastante
melhorados por Beck (2002) no teorema abaixo.

Teorema 3.17 (Beck 2002). No jogo CLIQUE (n,k):
Alice (Maker) vence se

kE < 2logyn — 2logylogy n + 2logy e — 10/3 + o(1)
e Bob (Breaker) vence se
k > 2logyn — 2logylogyn + 2logye — 1+ o(1),

onde o(1) se torna desprezivel para n > 210"

De acordo com Beck (2008) sobre o Jogo da Clique (n, k), se n > 210" ¢
k' = 2logy n — 2log, logy n+ 21ogy € — 3 ndo ¢ muito préximo de um inteiro
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(o que ocorre para grande maioria dos nimeros), entdo Alice vence com
k = |K'| e perde com k = [K']. Como exemplo, tomando n = 2(33+1010),
temos que k = 2-10'° — 1 e, com isso, Alice ndo consegue obter uma clique
com 20 bilhoes de vértices, mas consegue com qualquer niimero menor.
Esse nivel de precisdo é impressionante, considerando que pouco se sabe

sobre valores pequenos de n.

3.7 Exercicios

Exercicio 3.1. Prove que, no jogo de 1 jogador dos Soldados de Conway, sao
necessarios 2, 4, 8 e 20 soldados para avancar 1, 2, 3 e 4 metros em campo
inimigo, respectivamente.

Exercicio 3.2. Prove que o niimero de linhas em [n]? é [(n + 2)? — n9]/2.

Exercicio 3.3. Complete os argumentos que faltam na prova do Corolario
3.6.

(a) Prove que no Jogo da Velha n? com n > 2: Aj(F) é igual a 2¢ —1 se
n é par ou (3¢ —1)/2 se n é impar.

(b) Prove que, se d = 2, entdao 2" > (n+2)? —n? +2. (29 -~ 1) e
27+l > (n 4 2)7 — n? 4 3% — 1 para todo n > 4. Prove também que,
se d =3, entdo 2" > (n+2)¢ —n? +2.(2¢ — 1) para todon > 8 e
2"+l > (n+2)% — n? + 3¢ — 1 para todo n > 9.

(c) Prove que, se d > 4, Bob empata no Jogo da Velha n? para n >
6.73 7. 1oos d
1 go a.

Exercicio 3.4. Mostre, na prova do Teorema 3.13, que A1 (F) < ne Ag(F) <
(g), onde F é a familia de conjuntos que formam P.A’s de tamanho 4 em

{1,...,n}.

Exercicio 3.5. Prove que R4(3) > 4. O Teorema 3.16 mostra que Alice
vence a variante MAKER-BREAKER do Jogo da Clique (5, 3). E com relagao
a variante MAKER-MAKER? Alice vence ou Bob consegue empatar?

Exercicio 3.6. Use o Teorema 3.2 de Erdds e Selfridge (1973) para provar
que Bob (como Breaker) vence o Jogo da Clique se k > 2log, n.

Exercicio 3.7. Prove que, na variante MAKER-MAKER do JOGO DA P.A.
(n,4), o menor n em que Alice vence é 15.






Jogos Posicionais

“As the theory of Positional Games is obviously too extensive and diverse to be
comprehensively covered in such a relatively short text, we settled on an
admittedly subjective but hopefully representative selection of topics and results.”

Hefetz, Krivelevich, Stojakovic, Szabd, 2014,
no livro Positional Games de 150 paginas.

No Capitulo 3, vimos alguns resultados combinatorios classicos sobre
jogos posicionais, como os teoremas gerais de Erdés e Szekeres (1935) e de
Beck (1981a) para o jogo MAKER BREAKER, o Teorema de Hales e Jewett
(1963) para o Jogo da Velha n? e outros dois importantes teoremas de
Beck sobre o Jogo da Clique (n, k) e o Jogo da P.A. (n, k), mostrando uma
forte relagdo entre jogos posicionais e areas classicas de pesquisa, como
Teoria dos Grafos e Combinatéria, principalmente a Teoria de Ramsey.
Neste capitulo, nés nos aprofundamos mais ainda nesta familia classica de
jogos combinatérios, mostrando técnicas especificas, como a estratégia de
pareamento e o roubo de estratégia, além de mostrar alguns jogos posicionais
estudados recentemente, como o Jogo do Grafo H.

Como dito no Capitulo 1, os jogos posicionais sdo constituidos por um
conjunto finito U = {uy, - ,u,} chamado tabuleiro e uma familia F de
subconjuntos de U chamado conjuntos criticos, os quais dependendo do
jogo sao chamados de conjuntos vencedores ou conjuntos perdedores. Muitas
vezes, ¢ interessante ver (U, F) como um hipergrafo com vértices em U em
que as hiperarestas sdo os conjuntos criticos em J. Dois jogadores, Alice e
Bob, comecando por Alice, alternadamente selecionam para si um vértice
nao selecionado. Com isso, o status de cada elemento durante o jogo pode
ser “ndo selecionado’, ou “selecionado por Alice” ou “selecionado por Bob”.

Como ja vimos, existem varias convengoes de vitoria. A primeira que
foi introduzida é a convencao MAKER-MAKER (Hales e Jewett 1963) em
que o vencedor é o primeiro que seleciona todos os vértices de um conjunto
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vencedor. Jogos MAKER-MAKER sao por vezes chamados de jogos posicio-
nais fortes. Um exemplo tipico é o famoso Jogo da Velha 32 (T1cTACTOE)
em que o tabuleiro é uma grade 3 x 3 e os conjuntos vencedores sao todas as
linhas (horizontais, verticais e diagonais) com trés vértices. Veremos na Se-
¢a0 4.2 que o argumento do roubo de estratégia prova que Alice nunca perde
em jogos MAKER-MAKER. Por isso, Chvatal e Erdds (1978) introduziram
0 jogo mais simples MAKER-BREAKER em que Alice vence se conseguir
preencher um conjunto vencedor e, caso contrario, Bob vence. Ou seja,
nao hé empate. Nota-se com isso que existem jogos posicionais bastante
diferentes, com critérios distintos de vitéria.

Nesse capitulo, vamos dar uma atengdo maior ao jogo posicional mais
amplamente estudado de todos: o jogo MAKER-BREAKER. Na tltima se-
¢do, mencionaremos brevemente outras convengoes de jogo. Para mais in-
formagoes sobre jogos posicionais, indicamos ao leitor os excelentes textos
de Beck (2008), Hefetz et al. (2014) e Oijid (2024).

4.1 Estratégia de Pareamento e o Jogo da Velha »?

Esta secao é dedicada a apresentar uma das principais técnicas para
determinar o resultado de jogos posicionais do tipo MAKER-MAKER e
MAKER-BREAKER, a saber, a estratégia de pareamento. Ela consiste em co-
brir o tabuleiro com pares disjuntos de elementos e, sempre que o oponente
seleciona um elemento de um par, o jogador seleciona o outro elemento do
mesmo par.

Um exemplo é o jogo MAKER-BREAKER com U = {r,a1,b1,...,an, by}
e conjuntos vencedores do tipo {r,z1,...,2,}, onde z; € {a;,b;} para todo
1 =1,...,n. Alice vence com uma estratégia de pareamento simples, seleci-

onando r e, a partir dai, se Bob seleciona b;, Alice seleciona a;, € vice-versa.
No exemplo com n = 2, temos U = {r, aj, b1, a2, b2} e conjuntos vencedores
{r,a1,as}, {r,a1,b2}, {r,b1,a2} e {r,b1,be}.

Outro exemplo semelhante é o jogo MAKER-BREAKER em que Alice
e Bob selecionam vértices de uma arvore binaria e Alice deseja obter um
caminho da raiz r até alguma folha da arvore. Alice vence com uma estra-
tégia de pareamento muito simples: ela seleciona a raiz r e, a partir dafi,
sempre seleciona o irmao do vértice selecionado por Bob. No final do jogo,
como todo vértice selecionado por Alice terd um filho também selecionado
por ela, isso levard a um caminho da raiz r até alguma folha.
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Abaixo ilustramos a estratégia de pareamento através do Jogo da Velha
n? e do jogo associado k-EM-FILA.

Jogo da Velha n?. Lembre que nesse jogo MAKER-MAKER, Alice e Bob
selecionam elementos do tabuleiro n X n e vence quem conseguir uma das
2n + 2 filas primeiro (n linhas, n colunas e 2 diagonais). Alice vence fa-
cilmente para n = 1 e n = 2. O Exercicio 1.4 pede para mostrar que ha
empate para n = 3 na variante classica MAKER-MAKER, mas que Alice
vence na variante MAKER-BREAKER. O Corolario 3.6 mostra que Bob em-
pata a variante MAKER-MAKER e vence a variante MAKER-BREAKER para
n > 4 usando o Teorema 3.2 de Erd&s-Selfridge.

Vamos mostrar uma prova alternativa disso (do Corolério 3.6 referente
ao Jogo da Velha n? para n > 4) usando a estratégia de pareamento.
Vamos comecar com n = 5. No tabuleiro 5 x 5, hd 25 elementos que serdao
divididos em 12 pares numerados de 1 a 12 na Figura 4.1 mais um elemento
indicado por *, o qual nao precisa ser pareado. Note que, nos pareamentos
da Figura 4.1, toda fila (linha, coluna ou diagonal) possui 2 elementos de
algum par. Desse modo, sempre que Alice seleciona um elemento de um
par, Bob seleciona o outro elemento do mesmo par, garantindo assim pelo
menos um elemento de cada fila, impedindo que Alice venga. Assim, Bob
empata a variante MAKER-MAKER e vence a variante MAKER-BREAKER.

2 3 3 10 1 2 3 3 10 = 1 (2 3 3 10 = = 1]
4 2 5 5 12 4 2 5 5 12 14 4 2 5 5 12 14 16
4 6 7 7 12 4 6 7T T 12 14 4 6 7 T 12 14 16
9 6 8 9 =x 9 6 8 9 =x =« 9 6 8 9 x x =
1 11 8 10 11 « 11 8 10 11 = ¥ 11 8 10 11 * =x
1 13 13 * = = * 13 13 *  * % %
1 15 15 %= =x= *x= =x

Figura 4.1: Estratégia de pareamento dos Jogos da Velha 52, 62 e 72. Os
numeros indicam os pares. Nao é necessdrio parear os elementos *. Note
que toda fila possui dois elementos de algum par.

O lema abaixo mostra que é possivel obter estratégias de pareamento
para um tabuleiro maior a partir de estratégias para um tabuleiro menor,
como ilustrado na Figura 4.1. Note que nessa figura o pareamento de 62 se
baseia no de 5% e que o pareamento de 72 se baseia no de 62.

Lema 4.1. Se o tabuleiro n? tem uma estratégia de pareamento, entdo o
tabuleiro (n + 1)% também tem.
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Demonstragio. Suponha que o tabuleiro n? tem uma estratégia de parea-
mento e considere inicialmente o mesmo pareamento para (n+1)?. Remova
o par cujos elementos estdo na diagonal secundaria de n?. Inclua os pares
(Tot1,1, Tint1)s (Tog,2: Tov1,3) € (Tont1, T3,n41), onde T; j representam as
posigoes do tabuleiro. Os demais elementos nao sao pareados.

Note que a diagonal principal, toda linha 7 e toda coluna j com 1 <
i,7 < n contém algum par pelo pareamento do tabuleiro n?. Além disso, a
diagonal secundaria contém o par (T5,+41,1, 71 n+1), @ linha n + 1 contém o
par (Ty4+12,Tht+1,3) € a coluna n + 1 contém o par (15 p+1,13n+1)- ]

Com isso, resta apenas mostrar uma estratégia de pareamento para o
tabuleiro 4 x 4, que é um pouco mais complicada. A Figura 4.2 mostra
os trés pareamentos possiveis, que dependem da primeira jogada de Alice,
marcada com A, sendo B a resposta de Bob para a primeira jogada de
Alice, onde podemos assumir por simetria que a primeira jogada de Alice é
em umas das 3 posigoes indicadas com A na figura. Note que toda fila que
nao contém B possui os dois elementos de algum par.

Al 17 1 A1 7 1 1 47
2 B 46 2 B 46 2 B AEG6
2 3 36 2 3 36 2 3 36
7 5 45 7 5 45 7 5 45

Figura 4.2: Trés estratégias de pareamento do Jogo da Velha 42, as quais
dependem da primeira jogada A de Alice. A resposta de Bob a essa primeira
jogada é indicada com B. Note que toda fila que ndo contém B possui dois
elementos de algum par.

Jogo k-EM-FILA. Dados inteiros n > k > 0, considere um tabuleiro n x n,
onde assumimos que n é arbitrariamente grande. Alice e Bob colorem
alternadamente os vértices da grade de vermelho e azul, respetivamente.
Alice vence se conseguir criar uma linha vermelha (horizontal, vertical ou
diagonal) de comprimento pelo menos k. Caso contrario, Bob vence.

Em primeiro lugar, é facil mostrar que Alice tem uma estratégia ven-
cedora para k < 4 (ver Exercicio 4.1). O caso k = 5 parece ser muito mais
complicado. De fato, o caso particular k = 5 e n = 15 é conhecido como o
jogo GOMOKU, e foi provado por computador que Alice tem uma estratégia
vencedora neste jogo (Alus, van den Herik e Huntjens 1996).
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Por outro lado, Zetters (1980) provou que Bob tem uma estratégia
vencedora para k > 8. Vamos mostrar abaixo a prova do caso k = 9
usando a técnica da estratégia de pareamento.

Lema 4.2 (Zetters 1980). Bob vence o jogo k-EM-FILA para todo k > 9.

Demonstrac¢do. Considere o tabuleiro coberto por pecas no formato H como
ilustrado na Figura 4.3. Note que cada linha (horizontal, vertical ou dia-
gonal) de tamanho 9 intersecta 3 vértices de pelo menos uma pega H, nos
vértices {b,e,g} ou {c,d,e} ou {a,d,g} ou {b,d, f} (linhas azuis na Fi-
gura 4.3). Isto leva a seguinte estratégia local para Bob: se ele conseguir
pegar para cada pega H um elemento de cada conjunto {b,e, g}, {c,d, e},
{a,d,g} e {b,d, f}, entdo Bob terd um elemento de todas as linhas de ta-
manho 9 do tabuleiro, vencendo o jogo.

Figura 4.3: Tabuleiro do jogo 9-EM-FILA coberto por pecas H.

Uma estratégia vencedora para Bob é entao definida da seguinte forma.
Considere qualquer peca S no formato H e assuma que Alice é a primeira
jogadora a pegar um vértice de S. Se Alice selecionar primeiro o vértice d,
entao Bob seleciona o vértice e e depois faz os pareamentos {a, g} e {b, f}.
Ou seja, se Alice selecionar a (resp. b), Bob seleciona g (resp. f) e vice-
versa. Seguindo esta estratégia, Bob garante que nenhuma linha vermelha
de comprimento pelo menos 9 tem 3 vértices em S. Se Alice selecionar
primeiro o vértice b, Bob seleciona o vértice d e faz o pareamento {e, g}.
Finalmente (os outros casos sdo simétricos), se Alice selecionar primeiro o
vértice e, Bob seleciona d e faz o pareamento {b, g}. [ |

O Exercicio 4.2 pede para mostrar que Bob também vence o jogo
8-EM-FILA. Curiosamente, os problemas de decidir o vencedor nos jogos
6-EM-FILA e 7-EM-FILA continuam em aberto.
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Em alguns casos, o Teorema 3.2 de Erdés e Selfridge (1973) permite
decidir o vencedor facilmente: se ndo existirem hiperarestas (conjuntos
vencedores) demais e se eles forem “suficientemente grandes”, entao Bob
ganha. Por exemplo, pode-se provar assim que Bob tem uma estratégia
vencedora no jogo 40-EM-FILA (Ex. 4.3).

JoGo DA P.A. (n,k). Na Figura 4.2, vimos estratégias de pareamento para
Bob no Jogo da Velha 42 que dependem da primeira jogada de Alice. Aqui
vamos ver estratégias de pareamento em outro jogo que dependem das duas
primeiras jogadas de Alice. O Teorema 3.11, afirma que Alice vence o JOGO
DA P.A. (13,4), mas perde o JOGO DA P.A. (12,4). A prova deste teorema
mostrou apenas a primeira parte. A segunda parte foi postergada para c4,
visto que usa a estratégia de pareamento.

Lema 4.3. Bob vence o JoGo pA P.A. (12,4).

Demonstrac¢do. Esta prova é uma longa andlise de casos e portanto vamos
criar uma notacdo para simplificd-la. Escrevemos X,Y — Z para dizer
que, se Alice pegar X ou Y, Bob pega Z. Vamos escrever também X.Y
para dizer que vamos parear X e Y, ou seja, se Alice pegar X (resp. Y),
Bob pega Y (resp. X). Por exemplo, 8,11—6: 3.4,2.8,9.10 significa que,
se Alice jogar em 8 ou 11, Bob pega 6 e faz os pareamentos {3,4}, {2,8}
e {9,10}. Listamos abaixo as sequéncias vencedoras para Bob. O objetivo
de Bob é pegar em suas duas primeiras jogadas um ntimero par e um fmpar
em {5,6,7,8}, pois isso mata todas as P.As de razdo 2 e pelo menos uma
P.A. de razéo 3, ficando facil depois parear os nimeros para matar a tltima
ou duas ultimas P.A’s de razéo 3 e as P.As de razado 1 restantes.

Caso 1—7 (ou seja, se Alice jogar primeiro em 1, Bob responde em 7).
Depois: (a) 2,5,6,10,11—8: 3.4,9.12; (b) 3—8: 2.4,5.6,9.12; (c) 4—8:
2.3,5.6,9.12; (d) 8—6: 3.4,5.11,9.10; (e) 9,12—8: 2.4,3.6,10.11.

Caso 2—5: (a) 1—8: 3.4,7.10,9.12; (b) 3,6,7,10,11—8: 1.4,9.12; (c)
4—8: 1.3,7.10,9.12; (d) 8,12—6: 1.4,9.10; (e) 9—8: 1.4,3.6,11.12.

Caso 3—6: (a) 1,5—7: 2.4,8.11,9.10; (b) 2,7,8,11,12—5: 1.4,9.10;
(c) 4—5: 1.2,7.10,9.11; (d) 9—5: 1.4,8.10,11.12; (e) 10—5: 1.4,8.9,11.12.

Caso 4—6: (a)1,5,9—7: 2.3,8.11,10.12; (b) 2,8,12—5: 1.3,7.10,9.11;
(c) 3—5: 1.2,7.10,9.11; (d) 7—5: 1.10,2.3,8.9,11.12; (e) 10—7: 2.3,8.11,
9.12; (f) 11—5: 1.7,2.3,9.10.

Caso 5—7: (a) 1,2,6,10,11—8: 3.4,9.12; (b) 3,12—6: 2.4,8.11,9.10;
(c) 4,9—6: 2.3,8.11,10.12; (d) 8—6: 3.4,2.11,9.10.
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Caso 6—8: (a) 1,2,5,9,10,11-7: 3.4,9.12; (b) 3,7—5: 1.4,9.12; (c)
47 1.2,3.5,9.12; (d) 12—5: 1.4,3.9,10.11.
As estratégias para 1* jogada de Alice em {7,...,12} sdo simétricas. ®

4.2 Roubo de Estratégia e o jogo HEX

Um resultado cléssico é que Bob nunca pode ganhar na convencao
MAKER-MAKER. Este resultado é obtido pelo importante argumento do
roubo de estratégia (strategy stealing), primeiramente usado por John
Nash nos 1940 para provar que Alice vence o jogo HEX, mas publicado pela
primeira vez por Hales e Jewett (1963).

Teorema 4.4 (Nash 1940s, Hales e Jewett 1963). Em todo jogo MAKER-
MAKER, Alice vence ou empata.

Demonstra¢do. Pelo Teorema 1.1 de Zermelo, um dos jogadores vence ou
ambos empatam. Por contradi¢do, suponha que Bob tem estratégia vence-
dora. Entdo, Alice seleciona primeiro um vértice arbitrario e depois usa a
estratégia vencedora de Bob como se fosse o segundo jogador. Isto é uma
estratégia vencedora para Alice, o que é uma contradicao.

Mais formalmente, seja f : 2V x 2V — U uma estratégia vencedora
para Bob, i.e, para cada A,B C U, ANB = 0 e |B|] = |A| — 1, seja
f(A,B) € U\ (AU B) o vértice que deve ser selecionado por Bob quando
Alice ja selecionou os vértices de A e Bob ja selecionou os vértices de B.
Entao, considere a seguinte estratégia para Alice: primeiro ela seleciona um
vértice arbitrario cg € V' e deixe by ser o primeiro vértice selecionado pelo
Bob. Sejam Ay = {co} e By = {bo}. Agora, seja (A;, B;) a configuracao do
jogo apés o (i+1)"" movimento do Bob (i.e., Alice selecionou os vértices em
A;, ¢; € A;, e Bob os vértices em B;). Entao, seja v = f(B;, A; \ {¢;}). Se
v # ¢, entdo Alice seleciona v e ¢;11 = ¢;. Caso contrario, Alice seleciona
um vértice arbitrario nao selecionado ¢;1. [ ]

Como consequéncia, no tradicional Jogo da Velha 32, Bob nio pode
ganhar e é facil mostrar que ambos os jogadores podem garantir um empate
(ver Exercicio 1.4). Na verdade, como visto na Secao 3.4, Hales e Jewett
(1963) generalizam o Jogo da Velha 32 para o Jogo da Velha n? sobre a grade
d-dimensional com lados de tamanho n, onde os conjuntos vencedores sao
todas as linhas de tamanho n. Vimos no Corolario 3.6 que, se n > %d log, d,
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ambos os jogadores conseguem empatar o Jogo da Velha n?. Por outro lado,
pelo Teorema 3.7 de Hales e Jewett (1963), Alice vence o Jogo da Velha n?
para todo n com d suficientemente grande.

O roubo de estratégia também pode ser usado em alguns jogos MAKER-
BREAKER com certa simetria. Dada uma instancia (U, F) do jogo MAKER-
BREAKER, dizemos que um conjunto 7" C U é transversal se T N F #
() para todo F' € F (ou seja, é transversal se intersecta todo conjunto
vencedor). Intuitivamente, Alice deseja pegar um conjunto vencedor e Bob
80 consegue impedir se pegar um conjunto transversal. Além disso, o tinico
modo de Alice impedir que Bob pegue um conjunto transversal é pegando
um conjunto vencedor. Resumidamente, Alice vence se pegar um conjunto
vencedor e Bob vence se pegar um conjunto transversal.

Dado um jogo MAKER-BREAKER J = (U, F), definimos o jogo trans-
posto JT = (U, T) como sendo o jogo MAKER-BREAKER sobre o mesmo
tabuleiro U em que a familia 7 (conjuntos vencedores de J7) contém os
transversais de J. Consequentemente, os transversais de JT serdo os con-
juntos vencedores de J. Note que (JT)T = J: o transposto do transposto
de um jogo J é o proprio jogo J.

Dizemos que um jogo MAKER-BREAKER é simétrico se existe uma
fungao bijetora t : U — U tal que F € F se e s6 se t(F) € T, onde
t(F) = {t(u) : we F}. Ouseja, F' é vencedor se e s6 se t(F') é transversal.
Isso implica que todo conjunto vencedor F' possui um transversal ¢(F') de
mesmo tamanho, e vice-versa. Note que um jogo MAKER-BREAKER J ¢
simétrico se e s6 se 0 jogo MAKER-BREAKER transposto J! é simétrico.

Como exemplo, considere o jogo HEX na Figura 1.8. Lembre que é
um jogo MAKER-BREAKER em que Alice deseja conectar os lados azuis
com pegas azuis e Bob deseja impedir. O tnico modo de Bob impedir é
obtendo um conjunto transversal, ou seja, conectando os lados vermelhos
com pecas vermelhas. A Figura 4.4 mostra um conjunto vencedor em azul e
um conjunto transversal simétrico em vermelho (fungao bijetora). As pecas
verdes estdo na intersecdo dos dois conjuntos. Obviamente, se Alice tem
uma estratégia vencedora para ligar os lados azuis, ela também teria uma
estratégia vencedora para ligar os lados vermelhos.

Note que o teorema abaixo é ndo-construtivo. Ou seja, sabe-se que Alice
tem estratégia vencedora, mas tal estratégia nao é apresentada explicita-
mente. Em alguns jogos, tal estratégia vencedora que se sabe existir nao é
conhecida até hoje, como discutiremos depois.
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Figura 4.4: Jogo HEX é MAKER-BREAKER simétrico. O caminho azul de
Alice é vencedor e o caminho vermelho é transversal. Dois tipos de simetria
(horizontal e vertical) para o mesmo caminho azul. As pecas verdes estdo
na intersecao das azuis e vermelhas.

Teorema 4.5 (Nash 1940s). Alice possui uma estratégia vencedora para todo
jogo MAKER-BREAKER simétrico.

Demonstragio. Seja J = (U, F) um jogo MAKER-BREAKER simétrico e
seja T a familia de conjuntos transversais de J. Por definicdo, J possui
uma func¢ao bijetora ¢t : U — U tal que F' € F se e s6 se t(F) € T, ou seja,
F é vencedor se e s6 se t(F') é transversal.

Como nao ha empate, suponha por contradi¢do que Bob tem estratégia
vencedora em J. Ou seja, Bob consegue obter um conjunto transversal
antes de Alice obter um conjunto vencedor em J. Vamos mostrar que
Bob também tem estratégia vencedora no jogo transposto J7. Bob simula
jogadas no jogo J a partir das jogadas em J?. Suponha que Alice joga
em um elemento 27 de J? e seja y a melhor resposta de Bob no jogo J
caso Alice tivesse jogado em x = t(xT). Bob joga entdo em y’ = ¢~1(y) no
jogo JT. Como os elementos y de Bob formam um conjunto transversal em
J pela estratégia vencedora, entdo os elementos y? = t~!(y) formam um
conjunto vencedor de J e portanto um conjunto transversal em J7, levando
a uma estratégia vencedora em J’ para Bob.

Com isso, vamos obter uma contradi¢do, apresentando uma estratégia
vencedora para Alice em J a partir do roubo das estratégias vencedoras
de Bob em J e em JT. Alice faz uma jogada qualquer em J e, apés isso,
rouba a estratégia de Bob do seguinte modo, jogando como segundo jogador.
Alice simula jogadas no jogo transposto J7 a partir das jogadas em J e se
vé como segundo jogador de JT. Suponha que Bob joga em um elemento
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y de J. Seja T o elemento jogado na estratégia vencedora do segundo

jogador em JT caso o primeiro jogador tivesse jogado em y” = t(y). Entao
Alice joga no elemento 2 = t~!(z”) no jogo J, a menos que Alice j4 tenha
jogado em x (por exemplo, na primeira jogada arbitraria); nesse caso, Alice
seleciona um elemento qualquer.

Como os elementos z” de Alice formam um conjunto transversal em J7
pela estratégia vencedora do segundo jogador em JT, entdo os elementos
r = t~1(2T) formam um conjunto vencedor no jogo .J, levando a uma
estratégia vencedora em J para Alice, uma contradigao. [ |

Como o jogo HEX é claramente MAKER-BREAKER simétrico, temos:

Corolario 4.6. Alice possui estratégia vencedora no jogo HEX no tabuleiro
hexagonal n X n para qualquer n > 1.

Apesar de sabermos que Alice tem estratégia vencedora em qualquer
tabuleiro n x n do jogo HEX, ainda é um problema em aberto encontrar
uma estratégia vencedora explicita para n > 10 (Pawlewicz e Hayward
2014). Curiosamente, o jogo HEX clédssico é no tabuleiro 11 x 11.

Finalmente, decidir se Alice possui estratégia vencedora a partir de
uma dada posi¢do inicial do jogo HEX é um problema PSPACE-completo
(Reisch 1981). No entanto, se a posi¢ao inicial é simétrica, horizontal ou
verticalmente (Figura 4.5), entao Alice vence HEX, ji que o jogo se torna
MAKER-BREAKER simétrico (Exercicio 4.4).

e e et
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s

Figura 4.5: Duas posigoes iniciais simétricas para o mesmo conjunto de pe-
cas azuis. HEX também é MAKER-BREAKER simétrico se a posi¢do inicial
é simétrica. Alice vence em tais posigoes iniciais.
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4.3 Complexidade de Jogos Posicionais

As se¢Oes anteriores nos mostraram modos de se obter estratégias vence-
doras ou de empate. Surge entdo a questao da complexidade computacional
dos jogos MAKER-BREAKER e MAKER-MAKER, ou seja, dada uma instan-
cia (U, F) de um desses jogos, decidir se Alice tem estratégia vencedora.

E facil decidir instancias em que |F| < 2 para todo F' € F (ou seja, todo
conjunto vencedor tem no maximo 2 elementos). Se existe F' € F tal que
|F| = 1, Alice vence na primeira jogando selecionando o tinico elemento de
F. Se |F| = 2 para todo F' € F, entao Alice vence se e s6 se existe um
elemento em dois conjuntos vencedores diferentes (Exercicio 4.5).

No entanto, em geral, a questdo é mais dificil. Por exemplo, considere
o problema POSCNF (Capitulo 5 para mais detalhes) em que a instancia
é uma férmula 16gica ¢ na Forma Normal Conjunta (CNF) tal que toda
varidvel aparece positivamente. Neste problema, Alice e Bob atribuem
alternadamente um valor verdadeiro ou falso as variaveis. O objetivo de
Alice é tornar a férmula ¢ verdadeira. Esse é um jogo MAKER-BREAKER
em que o tabuleiro é o conjunto de varidveis e os conjuntos vencedores (para
Bob) sao as cldusulas. Aqui, Bob (segundo jogador) atua como Maker,
enquanto Alice (primeira jogadora) atua como Breaker (deseja obter um
conjunto transversal de todas as cldusulas).

Schaefer (1978) provou que o problema POSCNF é PSPACE-completo
mesmo quando as cldusulas tém no maximo 11 varidveis. Mais recente-
mente, Rahman e Watson (2023) generalizaram este resultado para o caso
de clausulas com um méaximo de 6 variaveis. Isto implica que o problema
de decidir o resultado de um jogo MAKER-BREAKER em hipergrafos 6-
uniformes (i.e., em jogos (X, F) com |f| = 6 para cada f € F) é PSPACE-
completo. Por outro lado, como foi dito anteriormente, o problema é po-
linomialmente resolivel 2-uniform hypergraphs. Além disso, demonstrou-
se recentemente que o problema é polinomialmente resolivel se [f| < 3
para cada f € F (Galliot 2023). O caso dos hipergrafos c-uniformes para
c € {4,5} ainda estd em aberto.

Do ponto de vista da complexidade parametrizada, foi demonstrado que
os jogos MAKER-BREAKER sao W/[1]-dificeis parametrizados pelo compri-
mento do jogo. Precisamente, Bonnet et al. (2017) provaram que o jogo
HEX generalizado (dado um grafo e dois vértices s e ¢, Alice tem como
objetivo reivindicar os vértices de um caminho s-t) é W[l]-completo para-
metrizado pelo comprimento do jogo.
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Devido ao fato de os jogos MAKER-BREAKER serem PSPACE-completos
mesmo quando as hiper-arestas tém um tamanho limitado, foram estudados
jogos mais restritos. Em particular, jogos MAKER-BREAKER mais especi-
ficos podem ser definidos através de grafos. Mais precisamente, dado um
grafo G = (V, E), um jogo (V,F) pode ser definido de tal forma que F
é um conjunto particular de subconjuntos de vértices/arestas que satisfa-
zem algumas propriedades em G: por exemplo, F pode ser o conjunto dos
conjuntos dominantes de G, ou o conjunto dos subgrafos conexos induzidos
de pelo menos uma dada ordem, ou o conjunto dos conjuntos de cascos de
G, ou os conjuntos de arestas que induzem um subgrafo pré-definido. De
seguida, discutimos alguns destes jogos especificos.

4.4 Jogos sobre as arestas de um grafo.

O Jogo do Grafo H (ou simplesmente Jogo H) é um jogo MAKER-
BREAKER em que o tabuleiro é o conjunto F(G) de arestas de um grafo G
e os conjuntos vencedores sao todos os subconjuntos de arestas que indu-
zem um subgrafo H predefinido ou todos os subconjuntos de arestas que
induzem um subgrafo H com uma propriedade predefinida (por exemplo,
H é um ciclo hamiltoniano, H é um emparelhamento perfeito ou H é uma
arvore geradora de GG). Por exemplo, no Jogo Pj sobre um grafo G, Alice
tenta conseguir as trés arestas de algum caminho Py induzido do grafo G.

JogodaClique. O Jogo CLIQUE (n, k) ja foi visto na Se¢ao 3.6: o tabuleiro
é o conjunto de arestas do grafo completo K, (com n vértices). Esse jogo
pode ser visto como um jogo H em que H = K} (grafo completo com k
vértices). Na sua versdo principal, MAKER-BREAKER, Alice vence se e s6
se colorir as arestas de uma clique com k vértices. O Jogo da Clique ¢
importante porque ilustra a forte ligagdo entre jogos posicionais e a Teoria
de Ramsey. Como visto na Secao 3.6, o nimero jogo de Ramsey R,4(k) é o
menor n tal que Alice vence o Jogo da Clique (n, k). Ou seja, Alice vence
se e s6 se n > Ry(k). Além disso, vimos que R(k) > R, (k), onde R(k) é
o nimero de Ramsey. O Teorema 3.15 de Erdés e Szekeres (1935) mostra
que R(k) < 471 O Teorema 3.16 mostra que R(3) = 6 e R,(3) = 5.
Finalmente, o Teorema 3.17 de Beck (2002) mostra que Alice vence se
k< %logQ n e Bob vence se k > 2logy n.
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Jogo da Conectividade. Nesse jogo, o objetivo de Alice é pegar todas as
arestas de uma arvore geradora do grafo (G, conseguindo conectar todos
os vértices de G com suas arestas. O Jogo da Conectividade nos déa a
oportunidade de apresentar outras aplicacoes das estratégias de pareamento
e do argumento do roubo de estratégia.

Considere inicialmente o caso simples em que o grafo tabuleiro é o grafo
completo K, (com n vértices). Nesse caso, Alice tem a seguinte estratégia
simples: seleciona sempre uma aresta nao selecionada de modo que as ares-
tas que selecionou induzam um grafo aciclico. Se ela conseguir pegar n — 1
arestas, ela ganha. De fato, ela vence, pois consegue seguir esta estratégia
durante n — 1 passos, ja que o inico modo de Bob impedir é pegando as
arestas de um corte, que contém pelo menos n — 1 arestas. O resultado
seguinte trata do caso de um grafo geral.

Teorema 4.7 (Lehman 1964). No Jogo da Conectividade, Alice vence como
2% jogadora se e so se o grafo tem 2 drvores geradoras disjuntas em arestas.

Demonstragdo. Primeiro, suponha que existem duas arvores geradoras Tj
e Ty do grafo G = (V, ) disjuntas em arestas. Sempre que Bob pega uma
aresta e de T; que divide V' em duas partes (as duas componentes ligadas
de T; \ {e}), entdo Alice pega uma aresta de T1_; que liga estas duas partes.
E possivel provar formalmente que esta estratégia é vencedora para Alice,
usando indugdo em |V|: sempre que Alice seleciona uma aresta, contraia a
aresta e remova o lago gerado (por isso, é necessario considerar multigrafos).

Por outro lado, se Alice vence como segunda jogadora, é facil ver que
também vence como primeira jogadora. Consideremos um jogo em que
ambos os jogadores seguem essa estratégia vencedora. Entdo, no final do
jogo, cada jogador garante ter selecionado um subgrafo conexo de G. Assim,
uma vez que os subgrafos selecionados por ambos os jogadores sdo disjuntos,
G tem pelo menos duas arvores geradoras disjuntas. [ |

Uma perspectiva de combinatoria. Muitos jogos MAKER-BREAKER foram
estudados pela primeira vez com o grafo completo K, como tabuleiro. Este
é o caso de

e Jogo da Conectividade, em que os conjuntos vencedores sdo os con-
juntos de arestas de uma arvore geradora do grafo;

e Jogo da Clique, em que os conjuntos vencedores sao os conjuntos de
arestas que induzem uma clique K, onde ¢ ¢ uma constante;
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e Jogo Hamiltoniano, em que os conjuntos vencedores sdo os conjuntos
de arestas que induzem um ciclo Hamiltoniano;

e Jogo de Emparelhamento Perfeito, em que os conjuntos vencedores
sdo os conjuntos de arestas que induzem um emparelhamento perfeito.

Como Alice tem vantagem por ser a primeira a jogar, Chvatal e Erdos
(1978) introduziram a nocao de jogos (p,q)-tendenciosos em que, a cada
turno, Alice pega p elementos e Bob pega ¢ elementos (geralmente ¢ > p).
Esses jogos também foram estudados em grafos aleatérios (por exemplo,
grafos de Erdés-Renyi). Na segao 4.6 faremos um breve levantamento dos
principais resultados combinatérios dos jogos tendenciosos.

No resto desta se¢do, concentramo-nos na complexidade computacional
do Jogo H em tabuleiros gerais e analisamos alguns dos resultados recentes
obtidos nesta area. Sobre o Jogo do Emparelhamento Perfeito, Duchéne,
Gledel, Mc Inerney et al. (2025) mostraram que decidir se Alice tem uma
estratégia vencedora é PSPACE-completo. Sobre o Jogo H quando H é um
grafo fixo, o problema de decidir se Alice vence o jogo foi estudado por
Duchéne, Gledel, Mc Inerney et al. (2025). O problema é resolvivel em
tempo polinomial para alguns grafos H, mas PSPACE-completo para outros
(Figura 4.6).

Figura 4.6: Exemplos de grafos H em que o jogo H é PSPACE-completo.

No caso de |E(H)| < 3 (incluindo o caso em que H é um triangulo
ou um caminho induzido Py com 4 vértices), Galliot (2023) provou que
decidir se Alice vence pode ser feito em tempo polinomial. No entanto,
esse resultado é um metateorema e a sua complexidade de tempo pode ser
melhorada em classes de grafos mais restritas (ver Exercicio 4.6).

Duchéne, Gledel, Mc Inerney et al. (2025) mostraram que existe um
grafo H com 51 vértices (resp., uma arvore com 91 vértices) tal que o Jogo
H é PspACE-completo (estes grafos estdo representados na Figura 4.6).
Ainda é um problema em aberto determinar o menor nimero de vértices
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de um grafo (ou de uma &rvore) H tal que o Jogo H seja PSPACE-completo.
De uma forma mais geral, caraterizar o conjunto de grafos H de forma a
que o Jogo H possa ser resolvido em tempo polinomial é um problema
interessante em aberto.

Outros resultados nesta direcdo foram obtidos por Duchéne, Gledel,
Mc Inerney et al. (2025), que mostraram que o Jogo H quando H é uma
estrela qualquer pode ser resolvido em tempo polinomial em arvores e, em
grafos gerais, é FPT parametrizado pelo comprimento do jogo (nimero
de jogadas). Usando argumentos semelhantes (grosso modo, que o grau
méaximo e o didmetro devem ser limitados), provou-se que o Jogo H onde
o tabuleiro é uma arvore é FPT no comprimento do jogo para qualquer
grafo H.

4.5 Jogos sobre os vértices de um grafo

Na secao anterior, nds nos concentramos em jogos em que o tabuleiro
é o conjunto de arestas de um grafo. Nesta secdo, consideramos jogos em
que o tabuleiro é o conjunto de vértices de um grafo.

Jogo MAKER-BREAKER de Dominagao em Grafos: No Capitulo 8, veremos
outras variantes do Jogo de Dominacdo. Aqui estamos interessados na
variante MAKER-BREAKER. O tabuleiro é o conjunto V' de vértices de um
grafo G = (V, E) e os conjuntos vencedores sao os conjuntos dominantes de
G'. Assim, o jogo (V,F) é o jogo MAKER-BREAKER em que os jogadores
selecionam vértices e Alice deseja obter todos os vértices de um conjunto
dominante de G?.

Note que esta forma de definir o jogo tem um inconveniente importante:
sua descri¢do pode ser exponencial na dimensdo do grafo, ja que a familia
|F| de conjuntos dominantes pode ter tamanho exponencial em |V|. E
possivel descrever este jogo de forma polinomial em |V| como (V, F') em que
F' = {N[v]}vev é o conjunto de vizinhangas fechadas dos vértices de G, ou
seja, F' é a familia de conjuntos transversais de F. Nessa descricao, Alice,
ainda jogando primeiro, faz o papel de Breaker, i.e., Bob deseja obter toda a
vizinhanga fechada N[v] de um vértice v (para que v nao seja dominado por

! Um conjunto D C V é dominante em um grafo G = (V, E) se N[D] = V, i.e., se
todo vértice estd em D ou tem vizinho em D.
2 Note que este jogo ¢ diferente do estudado no Capitulo 8.
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Alice) e Alice deseja impedir isso (tornando cada vértice dominado). Apesar
disso, mantém-se a descricdo original do jogo com conjuntos vencedores
sendo os conjuntos dominantes, Maker sendo Alice e Breaker sendo Bob.
Como veremos, este jogo é uma boa oportunidade para ilustrar estra-
tégias de pareamento. Este jogo foi estudado por Gledel (2019) e Duchéne,
Gledel, Parreau et al. (2020), que categorizaram os grafos em trés classes:
D (para Dominator) que é a classe de grafos onde Alice (como Maker)
vence como segundo jogador (e assim também como primeiro jogador), S
(para Staller) que é a classe de grafos onde Bob (como Breaker) ganha
como segundo jogador (e assim também como primeiro jogador) e a classe
N de grafos onde o primeiro jogador tem uma estratégia vencedora. Veja o
Exercicio 4.7 para exemplos simples de grafos na classe D. Duchéne, Gle-
del, Parreau et al. (2020) mostraram que decidir a classe de um grafo G ¢é
um problema PSPACE-dificil mesmo se G ¢é bipartido ou um grafo split.
Continuemos com uma observagao simples:

Lema 4.8. Se o conjunto de vértices de um grafo G pode ser particionado
de tal forma que cada parte induz um grafo em D, entdo G € D.

Demonstragdo. Isso vem do fato da unido disjunta H; U Hs estar em D para
todo Hi, Hy € D, e D ser fechado sob inclusido de arestas. [ |

Como K e todo ciclo pertence a D (Exercicio 4.7), isso implica que todo
grafo com emparelhamento perfeito e todo grafo com ciclo hamiltoniano
estdo em D. Uma questdo natural é entdo perguntar quando vale a diregao
oposta do Lema 4.8. O Exercicio 4.8 trata desta questdo para arvores.
Precisamente: decidir a classe de uma arvore é um problema polinomial.

Teorema 4.9 (Duchéne, Gledel, Parreau et al. 2020). Uma drvore estd em D
se e so se possui um emparelhamento perfeito.

Um grafo admite um fator (1,2) perfeito se o seu conjunto de vértices
pode ser particionado em arestas e/ou ciclos. Pelo Lema 4.8 (e pelo Exer-
cicio 4.7), se um grafo admite um fator (1,2) perfeito, entdo pertence a D.
Isso tem uma implicacdo algoritmica interessante pelo seguinte resultado de
Tutte (1953). Dado um grafo G = (V, E) com V = {vy,--- ,v,}, seja H(G)
o grafo bipartido com conjunto de vértices {vi, vy, ..., vy, vy} € arestas v;v;
e viv; em H(G) para cada aresta v;v; de G.

Teorema 4.10 (Tutte 1953). Um grafo G admite um fator (1,2) perfeito se e
s6 se o grafo bipartido H(G) admite um emparelhamento perfeito.
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Em particular, se G é um grafo regular, entdo o grafo bipartido H(QG)
satisfaz a condicdo de Hall e tem um emparelhamento perfeito. Logo, todo
grafo regular pertence a classe D (Bagan et al. 2024). Além disso, a procura
de um reverso do Lema 4.8, Bagan et al. (2024) mostraram que todo grafo
periplanar e todo grafo de blocos estd em D se e s6 se tem um fator (1,2)
perfeito.

Um dltimo exemplo de estratégia de pareamento que gostariamos de
mencionar é quando um grafo admite um conjunto dominante pareado
(PDS, do inglés pairing dominating set), i.e., quando existe um conjunto de
pares de vértices disjuntos { (u1,v1), - -, (ug, vg) } tal que V- = Uy <;<p Nus]N
NJv;]. Claramente, um grafo que admite um PDS pertence a D. Infeliz-
mente, decidir se um grafo admite um PDS é NP-completo (Gledel 2019).
Por outro lado, um grafo de intervalo pertence a D se e s6 se admite um
PDS (Gledel 2019) e a complexidade de decidir se um grafo de intervalo
admite um PDS é uma questdo em aberto.

Jogo do maior subgrafo conexo. Esse jogo tem como instancia um grafo
G = (V,E) e um inteiro k. O tabuleiro é V e os conjuntos vencedores sao
todos os subconjuntos de k vértices de G que induzem um subgrafo conexo.
O jogo é mondtono no sentido de que, se Alice vence (G, k), entdao também
vence (G, k') para k' < k. Isso leva & definicio do pardmetro c4(G) de
grafos, que é o maior inteiro k tal que Alice vence (G, k).

O Exercicio 4.9 pede para provar limitantes inferior e superior para
cg(G). Bensmail, Fioravantes, Mc Inerney, Nisse e Oijid (2023) mostraram
que decidir se ¢4(G) < k é PsPACE-completo em grafos planares a partir de
uma reducao do jogo HEX planar generalizado. Por outro lado, mostram
que este problema é polinomial na classe dos grafos (q,q — 4)%. Algumas
classes de grafos estdo resolvidas e outras parcialmente (Exercicio 4.10),
mas a complexidade deste problema ainda estd amplamente em aberto,
mesmo em arvores. Bensmail, Fioravantes, Mc Inerney, Nisse e Oijid (2023)
forneceram algumas condi¢oes necessarias e/ou suficientes para um grafo
ser A-perfeito, i.e., cg(G) = [§], mas uma caraterizacdo polinomial dos
grafos A-perfeitos ainda estd em aberto.

Inicialmente, esse jogo nao foi criado como MAKER-BREAKER. Bens-
mail, Fioravantes, Mc Inerney e Nisse (2022) propuseram primeiramente a
seguinte variante: Alice e Bob colorem alternadamente (vermelho e azul,

% Todo conjunto de ¢ vértices induz < q — 4 Py’s. Cografos sdo os grafos (4,0).
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resp.) os vértices nao coloridos de um grafo G. Depois de todos esta-
rem coloridos, vence quem tiver o maior subgrafo monocromaético (da sua
cor). Usando um argumento de roubo de estratégia, é facil mostrar que
Alice vence ou empata. Mesmo assim, Bensmail, Fioravantes, Mc Inerney
e Nisse (2022) mostraram que decidir por vitéria de Alice ou empate é Ps-
PACE-completo em grafos bipartidos com didmetro no maximo 5. Por outro
lado, Alice vence no caminho P, e no ciclo Cp,, com n > 9 se e s6 se n é
impar. Além disso, esse problema é polinomial se G é um cografo (mais
uma vez, a complexidade em arvores estd em aberto).

Essa variante é classificada como um Jogo Posicional de Pontuacao (Po-
sitional Scoring Game), mencionada no Capitulo 1: conjuntos vencedores
sdo subgrafos conexos e cada um tem uma pontuacao (score), que é seu
ntimero de vértices. Vence quem obtém um conjunto vencedor com mais
pontos no final. E semelhante a um jogo MAKER-MAKER, mas nao vence
o primeiro a obter um conjunto vencedor. O vencedor é decidido no fim do
jogo observando a pontuagdo. Este tipo de jogos faz parte do universo de
Milnor (Milnor 1953). Estes jogos estao para além do &mbito deste capi-
tulo e remetemos o leitor interessado para (Micek e Walczak 2011; Larsson,
Nowakowski, Neto et al. 2016; Larsson, Nowakowski e dos Santos 2018;
Andres, Huggan et al. 2019; Duchéne, Gonzalez et al. 2021; Duchéne, Oijid
e Parreau 2024).

4.6 Outras regras e convencoes de vitdria

Para terminar, damos uma visao geral (ndo exaustiva) de alguns jogos
posicionais além das variantes classicas. Boa parte desta secdo ¢é inspirada
no livro de Positional Games de Hefetz et al. (2014), em particular no seu
Capitulo 3. O leitor interessado deve consulta-lo para mais informagoes.

Jogos MAKER-BREAKER tendenciosos. Como vimos antes, varios jogos
MAKER-BREAKER (como o Jogo da Conectividade e o Jogo da Clique) sdo
muito faceis para Alice (Maker) com tabuleiro no conjunto de arestas de
um grafo completo K, para n grande. Isto motivou Chvétal e Erdés (1978)
a introduzir jogos MAKER-BREAKER (a,b)-tendenciosos em que, a cada
turno, Alice pega a elementos e depois Bob pega b elementos. Vimos na
Secao 3.3 os Teoremas 3.4 e 3.5 de Beck (1982) sobre condigoes de vitéria em
jogos tendenciosos para Bob e para Alice, respectivamente. Vamos mostrar
aqui outros resultados para jogos tendenciosos.



4.6. Outras regras e convencgoes de vitéria 67

Considere um jogo MAKER-BREAKER (U, F) qualquer em que os con-
juntos vencedores tem pelo menos dois elementos. Claramente, existe um
inteiro b* < |U| tal que Bob (Breaker) vence o jogo (1, b)-tendencioso se e
s6 se b > b*. Este valor b* é denotado por limiar tendencioso (threshold
bias) e tem sido objeto de muitos estudos em varios jogos.

Por exemplo, no Jogo do Tridngulo, que é o Jogo da Clique (n, 3), sabe-
se que o limiar tendencioso é no méaximo (2 — 1/24)/n (Balogh e Samotij
2011) e é maior que v/2n + 2 — 2 (Chvétal e Erdds 1978). O Exercicio 4.12
pede para provar limitantes um pouco mais fracos. O problema de determi-
nar uma constante ¢ tal que o limiar tendencioso b* do Jogo do Tridngulo
seja (¢ —o(1))y/n < b* < (c+ o(1))y/n ainda esta em aberto.

Além dos Teoremas 3.4 e 3.5 de Beck (1982), foram desenvolvidas ou-
tras ferramentas para analisar jogos tendenciosos. Por exemplo, no contexto
mais restrito quando os conjuntos vencedores sao disjuntos, uma ferramenta
poderosa é o teorema abaixo, que obtém melhores resultados do que a gene-
ralizagao de Beck dos critérios de Erdds-Selfridge. Chvatal e Erdds (1978)
introduziram o Jogo de Caixas (Box game) em que hd um conjunto de
n caixas C1,---,C, tal que C; contém c¢; bolas. Em cada turno, Alice
escolhe a bolas (podendo ser de caixas diferentes) e depois Bob destroi
uma caixa. Alice vence se pegar todas as bolas de uma mesma caixa.
Note que isto corresponde ao jogo MAKER-BREAKER (a, 1)-tendencioso
(Ui<n Cis {C1,- -+ ,Cy}). Eles também tém um resultado ligeiramente mais
fraco no caso nao-uniforme (¢;’s nio necessariamente iguais).

Teorema 4.11 (Chvatal e Erdds 1978; Hefetz et al. 2014). Se todos os ¢;’s sdo

3
iguais a uma constante ¢ > a - Y, %, entdo Bob (Breaker) vence o Jogo da
i=1

Caiza (a,1)-tendencioso.

Demonstragao. Utilizando a Técnica do Potencial vista no Capitulo 3.1,
Chvatal e Erd6s (1978) provaram que Bob (Breaker) vence se em cada
turno destruir uma caixa com um niimero minimo de bolas. [ |

Limiar tendencioso versus limiar probabilistico. Em alguns jogos (1,b)-
tendenciosos, um bom modo de adivinhar o limiar tendencioso é considerar
jogos em que os jogadores jogam aleatoriamente. No final do jogo num
grafo completo K,,, Alice (Maker) seleciona M = ©(n?/b) arestas aleatori-
amente, i.e., o seu grafo é um grafo aleatério G(n, M) (um grafo selecionado
uniformemente entre todos os grafos com n vértices e M arestas).
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Estes grafos aleatérios G(n, M) tém sido amplamente estudados desde
a sua introducdo por Erdés e Rényi (1960). Em particular, provaram-se
varios comportamentos de transicdo de fase. Por exemplo, sabe-se que, se
M < ”151”, entdo G(n, M) é a.a.s.* nao conexo, i.e, a probabilidade de
G(n, M) ser conexo tende a 0 quando n tende ao infinito. Além disso, se

M > ”1;”, entdo G(n, M) é a.a.s. conexo (Erdds e Rényi 1960)°.

Isto implica que, quando os jogadores jogam aleatoriamente, Alice vence

a.a.s. se b = o(y5) e Bob vence se b = w(%,). Parece que no Jogo

Inn
de Conectividade (1,b)-tendencioso (ndo aleatério), o limiar tendencioso
é (14 o(1))ps (Gebauer e T. Szab6 2009), ou seja, da mesma ordem de
grandeza. Esbogamos a prova de um resultado ligeiramente mais fraco para

ilustrar o uso das ferramentas do paragrafo anterior.

Teorema 4.12. No Jogo da Conectividade (1,b)-tendencioso sobre o grafo
completo K,,, o limiar tendencioso b* ¢ tal que Ve > 0: dng: Vn > ng:

n n
In2—-¢)-— < b < (1 C—
(In ) Inn — s (te) Inn

Demonstragdo. Inicialmente tomando b < (In2 — €)%, queremos mostrar

que Alice vence obtendo uma arvore geradora no jogo (1, b)-tendencioso. Ao
invés disso, Alice pode ser vista como tentando pegar uma aresta em cada
corte. Ou seja, é interessante vé-la como Breaker no jogo (b, 1)-tendencioso
onde os conjuntos vencedores sao todos os cortes de K,. Usando o Teo-
rema 3.4 nesta perspectiva, é possivel mostrar que Alice vence.

Tomando b > (1+4¢) %, queremos mostrar que Bob tem uma estratégia
para isolar um vértice, vencendo o Jogo da Conectividade (1, b)-tendencioso.
A estratégia se divide em duas fases. Primeiro, ndo é dificil mostrar que Bob
consegue pegar todas as arestas de uma clique C de ordem |b/2] tal que
nenhum vértice de C' é incidente a uma aresta vermelha (selecionada por
Alice). Em seguida, para todo v € C, considere as arestas entre v e V \ C
como contidas numa caixa B, (logo, as caixas B,, v € C sao disjuntas).
Durante a segunda fase, Bob joga como Maker no Jogo de Caixas (B )yec:-
Usando o Teorema 4.11, é possivel provar que Bob vence, ou seja, consegue

4 a.a.s significa assintoticamente quase certo (do inglés asymptotically almost surely).

5 Pode-se provar isso mostrando que, se M < %nln n, entdo existe um vértice isolado
a.a.s.; e que, se M > %nln n, entdo a.a.s. existe uma aresta entre S e V '\ S para todo
conjunto S C V com |S| < n/2.
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pegar todas as arestas de uma caixa B, e assim isola o vértice v no jogo
original: resumindo, Bob vence o Jogo da Conectividade. |

Esse mesmo fendmeno da intuicdo probabilistica em que o “limiar proba-
bilistico” tem a mesma ordem de grandeza que o limiar tendencioso também
se verifica em outros jogos. Por exemplo, o limiar probabilistico para que
G(n, M) seja hamiltoniano é M = L;‘" (Komlés e Szemerédi 1983), i.e., o
limiar tendencioso no Jogo Hamiltoniano aleatério é da ordem de grandeza

de %-. Também o limiar tendencioso no Jogo Hamiltoniano (determinis-
tico) é (14 o(1)) %, (Chvéatal e Erdés 1978; Krivelevich 2011).
Como tultimo exemplo, considere o Jogo H em que H é um grafo fixo.
Seja
[E(G)| -1
ma(H) = max \17G) = 2} '
V(GQ)|>2

Sabe-se que o limiar probabilistico para que G(n, M) contenha a.a.s. um
1

subgrafo aciclico H é M = n”~ ma(m (Rodl e Rucinski 1995). Também neste
caso, o limiar tendencioso (deterministico) tem a mesma ordem (Bednarska
e Luczak 2000). Este jogo tendencioso também foi estudado em grafos
aleatérios por Nenadov, Steger e Stojakovié¢ (2016), bem como em outras
convengoes de jogo (como as mencionadas abaixo) por Kronenberg, Mond
e Naor (2023).

Para concluir, note que a “intuicdo probabilistica” nem sempre funci-
ona, uma vez que o Jogo do Tridngulo (Clique (n,3)) tem limiar tendenci-
oso igual a O(y/n) enquanto que o limiar probabilistico para que G(n, M)
contenha um tridngulo a.a.s. é M = O(n).

Jogos Avoider-Enforcer e Waiter-Client. Além dos jogos tendenciosos, tam-
bém sdo muito investigadas outras variantes dos jogos posicionais. Por
exemplo, no jogo SIM, introduzido por Simmons (1969) (ver também Sim-
mons 2019), o tabuleiro é o conjunto de arestas do Kg e perde quem primeiro
pegar as arestas de um triangulo. Pelo Teorema 3.16 de Ramsey, nao ha
empate. De fato, foi provado por computador que Bob (segundo jogador)
consegue evitar um tridangulo e vence.

SIM é um jogo AVOIDER-AVOIDER do tipo (U, F) em que os conjuntos
criticos de F nao sao chamados de vencedores, mas de perdedores. Perde
quem primeiro a obter um conjunto perdedor. Ha empate se nenhum con-
junto perdedor for selecionado. Os jogos Avoider-Forcer (U, F) sao ligei-
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ramente diferentes. Alice (Avoider) vence se conseguir evitar um conjunto
perdedor; caso contrario, Bob vence. Aqui ndo ha empate.

Varias questoes semelhantes as que se colocam nos jogos MAKER-BREA-
KER foram consideradas no caso dos jogos Avoider-Avoider e Avoider-Forcer.
H4 resultados do tipo Erdés-Selfridge por X. Lu (1991) e de jogo tenden-
cioso em Kronenberg, Mond e Naor (2023). No entanto, estas variantes
parecem muito mais dificeis. Por exemplo, s6 recentemente se demonstrou
que decidir o resultado de jogos Avoider-Forcer é PSPACE-completo por
Gledel e Oijid (2023) e Oijid (2024).

Como exemplo final de uma variante dos jogos posicionais, temos o jogo
(a,b) Waiter-Client (U, F) em que, a cada turno, Waiter (gargom) propoe
primeiro a + b elementos de U ainda nao selecionados e depois o Cliente
pega b dos elementos propostos e o Gargom pega os a elementos restantes.
O Waiter vence se conseguir pegar todos os elementos de um conjunto
vencedor de F (Beck 2002; Beck 2008; Kronenberg, Mond e Naor 2023).

4.7 Exercicios

Exercicio 4.1. Mostre que, para cada k € {1,2,3,4}, Alice tem uma estra-
tégia vencedora no jogo k-EM-FILA.

Exercicio 4.2. Utilizando o mosaico do tabuleiro descrito na Figura 4.7,
mostre que Bob tem uma estratégia vencedora no jogo 8-em-linha.

SRS

S
T

Figura 4.7: Pavimentacao da grade para o jogo 8-em-linha.

Exercicio 4.3. Mostre com o Teorema de Erdds-Selfridge que Bob vence o
jogo MAKER-BREAKER 40-EM-FILA (numa grade infinita).

Exercicio 4.4. Dé uma definicdo formal de posi¢do inicial simétrica para
HEX, mencionada na Segao 4.2. Prove que HEX é MAKER-BREAKER, simé-
trico se a posicao inicial é simétrica.
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Exercicio 4.5. Considere o jogo MAKER-BREAKER sobre um grafo em que
Alice e Bob selecionam vértices alternadamente e Alice vence se pegar as
extremidades de uma aresta do grafo. Mostre um algoritmo em tempo
linear que decida se Alice vence.

Exercicio 4.6. Mostre que Breaker vence o jogo Py em G conexo se e 86 se
(1) G é bipartido e todo vértice de grau > 3 estd na mesma parte; ou (2)
G é um ciclo impar; ou (3) G é um subgrafo do touro, K4, ou um C5 com
uma folha ligada a um vértice (ver Figura 4.8).

N <P - O

(a) Grafo touro (b) K4 (c) C5 com uma folha (d) Ciclo impar

Figura 4.8: Grafos ndo-bipartidos méximos onde Breaker vence o jogo Pj.

Exercicio 4.7. Considere o Jogo de Dominagdo da Secdo 4.5. Dado um
grafo G, seja G’ o grafo obtido de G incluindo dois vértices novos = e y
adjacentes entre si e adjacentes a todos os vértices de G. Usando estratégias
de pareamento, mostre que Ko, C,, e G’ estdao na classe D.

Exercicio 4.8. Ainda no Jogo de Dominacao, seja T" uma arvore com um
vértice u de grau 2 e adjacente a uma folha v. Seja X € {D,S,N'}. Mostre
que T' € X se e sé se T\ {u,v} € X. Prove o Teorema 4.9.

Exercicio 4.9. Mostre que, se G tem n vértices e grau maximo A,

14 BJ < ¢,(G) < Fﬂ

Exercicio 4.10. Prove que ¢4(P,) = ¢4(Cy) = 2 em todo caminho P, e ciclo
Cy. Mostre com uma estratégia de pareamento para Bob que ¢,(G) < 6
em grades hexagonais G. E quanto a cy4(P,0P,,) em grades quadradas?

Exercicio 4.11. Considere o jogo em que Alice e Bob colorem alternada-
mente os vértices (vermelho e azul, resp.) até que todo vértice esteja co-
lorido e vence quem tiver o maior subgrafo conexo monocromético da sua
cor. Prove que Alice vence em qualquer caminho P, para n € {1,3,5,7,9}.
Mostre que Bob empata em P, se n é par.
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Exercicio 4.12. No Jogo do Triangulo (1, b)-tendencioso, a cada turno, Alice
pinta uma aresta do grafo K, de vermelho e Bob pinta de azul b arestas.
Alice vence se obter um tridngulo vermelho; caso contrario, Bob vence. (a)
Prove que Alice vence com a seguinte estratégia se b < /n/2: ela escolhe
um vértice u e, em cada jogada, pinta de vermelho uma aresta de u, a nao
ser que ja consiga fechar um tridngulo vermelho e venca. (b) Prove que Bob
vence com a seguinte estratégia se b > 2y/n: se Alice pintou de vermelho a
aresta {u,v} em sua ultima jogada, Bob pinta [b/2] arestas de u e [b/2]
arestas de v (dando prioridade as arestas nao pintadas que fechariam um
tridngulo vermelho). Dica: prova por contradi¢do, mostrando que o grafo
vermelho tem grau méaximo < [b/2] + 1.



Complexidade
Computacional de Jogos

“Games provide many examples which appear to be beyond the limits of
practical computation, with an astronomical amount of time. Even and Tarjan
(1976) observed that any game with a sufficiently rich structure would probably
be complete in PSPACE. Our purpose is to present a number of new games that
confirm this observation”

Thomas Schaefer, 1978, adaptado

“The central feature of NP-complete problems is that a yes answer has a short
certificate. The analogous concept for PSPACE-complete problems seems to be
that of a winning strategy for a 2-player game with perfect information”

Sanjeev Arora e Boaz Barak, 2009

A questao fundamental de um jogo combinatoério é decidir o seu resul-
tado: vitdria para Alice, vitéria para Bob ou empate. Como um problema
de decisdo (com resposta sim ou ndo), padronizou-se que a questdo é se
Alice tem estratégia vencedora. Em um jogo combinatério sem empates, o
Teorema 1.1 de Zermelo (1913) nos diz que Bob tem estratégia vencedora
se e s6 se Alice nao tem.

Ja vimos que, em alguns jogos especificos como o NIM e o NIM-PARTIZAN,
esse problema ¢é polinomial, ou seja, existe um algoritmo de tempo poli-
nomial (no tamanho da instancia) que decide quem vence. No entanto,
veremos neste capitulo que alguns jogos sdo provados matematicamente
como PSPACE-completos e alguns jogos como EXPTIME-completos, consi-
derados os jogos mais dificeis de PSPACE e EXPTIME, que sdo classes de
complexidade computacional mais abrangentes que a classe NP.

Tais provas matematicas sdo geralmente baseadas no conceito de redu-
¢ao polinomial entre problemas, que é uma nocao classica ja muito usada
desde os anos 1970 para provar que certos problemas sio NP-dificeis. Nessa
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area, redugoes para provar NP-dificuldade sdo muito comuns e ensinadas
em cursos obrigatorios de Teoria da Computagao para alunos de graduagao.

No entanto, redugoes para provar PSPACE-dificuldade e EXPTIME-difi—
culdade, geralmente relacionadas a problemas envolvendo jogos, sao mais
complexas e praticamente nao ensinadas nem para alunos de pés-graduacao.
Neste capitulo, tentamos cobrir essa lacuna.

5.1 Classes P, NP, PSPACE e EXPTIME

Um problema computacional é de decisao quando se trata de uma per-
gunta do tipo sim ou nao sobre alguma instancia do problema. Se a resposta
for sim, dizemos que se trata de uma instancia SIM; caso contrario, é uma
instancia NAQO. Assim, para todo jogo combinatério, define-se o seu pro-
blema de decisao como sendo o problema de decidir se, dada uma instancia
do jogo, Alice vence nessa instancia: Alice tem uma estratégia vencedora?

Entre as classes de complexidade computacional mais importantes, as
quatro classes seguintes de problemas de decisdo se destacam!. Os algorit-
mos mencionados abaixo sdo algoritmos deterministicos.

o P:problemas que tem algoritmo de tempo polinomial que os resolvem;

e NP: tem verificador de tempo polinomial para instancias SIM, que
recebe um certificado de que a instancia é SIM e verifica se é valido;

e PSPACE: tem algoritmo de espaco polinomial que os resolvem:;

o EXPTIME: tem algoritmo de tempo exponencial que os resolvem.

Sabe-se que P € NP C Pspace C EXPTIME e que, pelo Teorema
da Hierarquia de Tempo de Hartmanis e Stearns (1965), P # EXPTIME.

Como provar que um jogo € PSPACE ou EXPTIME

Dizemos que um jogo combinatério é limitado® se toda posicao tem pro-
fundidade polinomial no tamanho da posigao, onde a profundidade (definida
no Capitulo 1) é o maior nimero possivel de jogadas a partir da posi¢ao

! Para maiores detalhes, ver o Capitulo B no apéndice.
2 Definicdo de “Games, Puzzles and Computation” de Hearn e Demaine (2009).
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até o fim do jogo. O teorema abaixo ajuda a identificar rapidamente se um
jogo estd em PSPACE ou EXPTIME.

Teorema 5.1. Todo jogo combinatorio limitado pertence a PSPACE. Todo
jogo combinatirio em que o numero de posigcoes possiveis € limitado expo-
nencialmente no tamanho da posicao inicial pertence a EXPTIME.

Demonstragdo. Vamos mostrar que o algoritmo recursivo abaixo, que define
o resultado de um jogo como Alice, Bob ou Empate, tem espago polinomial
no caso de jogos combinatérios limitados.

Algoritmo RESULTADO(posi¢ao p):
seja j o jogador na posicio p e seja j o outro jogador
se (p tem profundidade 0) entao
retorne Alice/Bob/Empate dependendo do status de p
empate < false
para toda (posi¢ao p; obtida de p com uma jogada de j) faga
r < RESULTADO(p;)
se (r = j) entao retorne j
se (r=Empate) entdo empate <« true

© 0N T RN

se (empate) entdo retorne Empate; sendo retorne j

Considere um jogo limitado e sua pilha de recursao em algum momento
do algoritmo RESULTADO acima. Como em cada posi¢do da pilha de re-
cursao usa-se espago polinomial (pois o nimero possivel de jogadas é poli-
nomial ji que todo jogo combinatério tem “regras razodveis”) e o tamanho
da pilha de recursao é polinomial (pois a profundidade é polinomial), entao
o espaco total utilizado em cada momento do jogo é polinomial. Portanto
RESULTADO é um algoritmo de espaco polinomial e o jogo estd em PSPACE.

sobre EXPTIME, vimos no Capitulo 1 que os algoritmos backtracking
VITORIA-ALICE, EMPATE-ALICE, VITORIA-BOB e EMPATE-BOB tém tempo
polinomial no tamanho da arvore do jogo (nimero de posigdes possiveis).
Logo, se um jogo combinatério tem um nimero exponencial (no tamanho
da posigao inicial) de posi¢oes possiveis durante o jogo, entao esses algo-
ritmos terdo tempo exponencial (pois todo jogo combinatério tem “regras
razodveis”?), implicando que o jogo estd em EXPTIME. [

3 Ver definicdo de jogo combinatério no Capitulo 1.
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Jogos PsPACE-completos e Jogos EXPTIME-completos

A complexidade computacional de problemas de decisdo é um dos as-
suntos mais estudados no campo da Teoria da Computacao. Estudos am-
plos sobre o assunto podem ser encontrados nos livros de Garey e Johnson
(1990), Arora e Barak (2009) e Papadimitriou (2003).

O famoso problema “P=NP?” é um dos mais importantes da Com-
putacdo que permanece em aberto, sendo um dos sete Millennium Prize
Problems, cuja solucao correta resulta em um prémio de 1 milhao de déla-
res, ofertado no ano 2000 pelo Clay Mathematics Institute. Os problemas
“NP=PSPACE?” e “PSPACE=EXPTIME?” também permanecem em aberto
e sdo igualmente importantes. Por outro lado, em contraste a questao
“P=NP?”, note que Savitch (1970) provou que PSPACE = NPSPACE.

Uma das principais ferramentas para problemas desse tipo é o estudo
dos problemas ditos completos em cada uma dessas classes: os problemas
NP-completos, PSPACE-completos e EXPTIME-completos. Para defini-los,
é necessaria a noc¢ao de reducao polinomial entre problemas de decisdo.

Uma reducao polinomial de um problema de decisdo @)1, com conjunto
de instancias [I;, para outro problema de decisdo (J2, com conjunto de
instancias Iz, é uma funcédo f : I; — I» computédvel em tempo polinomial
tal que ¢ € I; é uma instancia SIM de @ se e s6 se f(i) € I, é uma
instdncia SIM de Q2. Neste caso, dizemos que ()1 é redutivel em tempo
polinomial a ()2 e denotamos este fato por Q)1 =, Q2. Nao ¢ dificil ver que,
se Q1 =p Q2 e Q2 € P (Q2 tem algoritmo polinomial), entdo Q1 € P, ou
seja, podemos obter um algoritmo polinomial para solucionar ()1 utilizando
a reducao polinomial para Q5 e o algoritmo polinomial de Q5.

Dada uma classe C de problemas de decisdo, como NP, PSPACE ou
EXPTIME, dizemos que um problema de decisdo @ é C-dificil se Q' <, Q
para todo @’ € C. Além disso, se Q é C-dificil e Q € C, entao dizemos que
@ é um problema C-completo (ou completo em C).

O teorema abaixo resume o principal resultado técnico usado para pro-
var que um problema é C-dificil.

Teorema 5.2. Seja C € {NP, PSPACE, EXPTIME} e seja Q1 um problema
C-dificil. Se Q1 =p Q2, entdo Q2 é C-dificil. Se Q1 € P, entdo P =C.

Ou seja, resolver um problema C-dificil em tempo polinomial implica
que todo problema em C teria um algoritmo polinomial. Por isso, os pro-
blemas C-completos sdo considerados os mais dificeis da classe C. Como
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P # EXPTIME, entdo todo problema EXPTIME-completo estd fora de P, ou
seja, é intratavel no sentido de ndo possuir algoritmo de tempo polinomial.

O primeiro problema provado NP-completo foi o problema SAT de sa-
tisfatibilidade légica (Cook 1971), que consiste em decidir se, dada uma
férmula légica ® na FNC* sobre varidveis 1, . . ., x,, existe uma atribuicao
de valores verdadeiro ou falso as varidveis de modo que ® seja verdadeira.
Assim, pelo Teorema 5.2, a obtencdo de um algoritmo polinomial para SAT
provaria que P = NP. Por outro lado, provar que SAT néo tem algoritmo
polinomial provaria que P % NP.

O primeiro problema provado PSPACE-completo foi o problema QSAT
(Stockmeyer e Meyer 1973) de satisfatibilidade quantificada. A instancia é
uma férmula légica quantificada ¥ = Jx1Vrs ... drop_1Vrok ... P, onde & é
uma férmula légica na FNC sobre as variaveis x1, . . . , 5, € os quantificadores
J e V se alternam® de 1 até z,,. Assim como em SAT, o problema QSAT
consiste em determinar se ¥ pode ser satisfeita.

O problema QSAT estd relacionado a um jogo combinatério em que
Alice e Bob se alternam atribuindo valores as varidveis x1,...,x, nesta
ordem. Alice vence se V¥ for verdadeira no final; caso contrario, Bob vence.
Note que uma estratégia vencedora para Alice em QSAT consiste em existir
(3) um valor para z; jogado por Alice tal que, para toda jogada de Bob (V)
em xg, exista (3) um valor para z3 jogado por Alice, e assim por diante,
até que ¥ seja verdadeira. Nesse sentido, repetimos a citacdo de Arora e
Barak (2009) do inicio do capitulo:

“Uma propriedade fundamental de problemas NP-completos é
ter uma prova curta para instancia SIM. O conceito andlogo
para problemas PSPACE-completos parece ser uma estratégia ven-
cedora em um jogo de dois jogadores com informacdao perfeita.”

Ou seja, a alternancia de quantificadores em QSAT é um indicativo de
que alguns jogos combinatérios estao estreitamente relacionados a proble-
mas PSPACE-completos, uma vez que a existéncia de uma estratégia ven-

4 Na Forma Normal Conjuntiva (FNC), a férmula é uma conjuncio (A) de cldusulas
(disjungoes V), como (z1 VT2 V z3) A (ZT1 V 22 V T3). Ver Capitulo B para mais detalhes.

5 % facil provar que toda férmula totalmente quantificada sem essa alternncia entre
J e V pode ser transformada em uma férmula equivalente de QSAT, incluindo varidveis
novas que nao aparecem em P.



78 5. Complexidade Computacional de Jogos

cedora para Alice nestes jogos deve seguir exatamente a mesma estrutura
de uma resposta SIM em QSAT.

Podemos destacar os seguintes jogos combinatérios PSPACE-completos:
Jogo GEOGRAFIA e KAYLES (Schaefer 1978), Hex (Even e Tarjan 1976) num
tabuleiro hexagonal n x n a partir de uma posi¢ao dada, Go (Lichtenstein
e Sipser 1980) e Amazons (Furtak et al. 2005).

Embora jogos combinatérios sejam uma classe natural de problemas
PspACE-completos, existem jogos que sdo completos mesmo para a classe
EXPTIME, indicando que devem ser mais dificeis que os primeiros. Lembre-
se que EXPTIME ¢ uma classe mais abrangente que PSPACE. Esse é mais
um ponto importante do estudo da complexidade computacional de jogos
combinatérios: identificar exatamente a classe de complexidade do jogo.

Por exemplo, o Jogo de Policia e Ladrao (Cops and Robber), visto no
Capitulo 9, foi introduzido por Nowakowski e Winkler (1983). Sé 25 anos
depois foi obtida a primeira prova de complexidade por Fomin, Golovach,
Kratochvil et al. (2010) de que esse jogo é NP-dificil. Mais 5 anos e foi pro-
vado que é PSPACE-dificil por Mamino (2013). Mais 2 anos e foi finalmente
provado que é EXPTIME-completo por Kinnersley (2015).

Como P C EXPTIME, entdo todo problema EXPTIME-completo esta
fora de P, ou seja, ndo possui algoritmo de tempo polinomial. Cops and
Robbers e Go (com a regra Ko) sdo exemplos de jogos EXPTIME-completos
(Kinnersley 2015; Robson 1983) e portanto sao intratéveis, no sentido de
que nao podem ser resolvidos em tempo polinomial.

Assim, vemos a importancia de se provar que um jogo é PsPACE-dificil
ou ExXPTIME-dificil. Para isso, o Teorema 5.2 nos fornece a mais importante
ferramenta para a andlise da complexidade de problemas de decisdo: as
reducgoes polinomiais.

5.2 Reducoes entre jogos combinatérios

Nesta secao, vamos explicar como obter uma reducéo polinomial de um
jogo para outro. Obter uma reducao entre dois problemas de decisdo é uma
das coisas mais artisticas da Teoria da Computacao. E preciso certa dose
de criatividade para conseguir relacionar dois problemas que aparentemente
sdo muito diferentes. Isso vale para reducdo entre problemas NP, mas se
torna ainda mais dificil para redugdo entre problemas PSPACE e também
ExXPTIME. Vamos explicar por qué. Lembre que, para provar @1 =, Q2,
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¢é preciso obter uma funcao algoritmica f de redugdo em tempo polinomial
que transforma toda instancia i de )1 em uma instancia f(i) de Q2 tal que
i ¢ uma instancia SIM de @1 se e s6 se f(i) é uma instancia SIM de Qs.

Quando @1 e Q2 sdo problemas em NP, as instancias SIM podem ser
verificadas a partir de um certificado curto®. Por exemplo, para verificar
que certa férmula logica é satisfativel basta apresentar como certificado
(ou prova) uma atribuigdo de valores que satisfaca a férmula. Por isso, ao
argumentar numa reducgao entre problemas da classe NP, podemos fazer
o seguinte. Para provar a ida (“¢ é SIM em @; implica f(i) é SIM em
Q2"), podemos mostrar que todo certificado de SIM para ¢ em @ leva a
um certificado de SIM para f(i) em Q2.

Para provar a volta (“f(i) é SIM em o implica ¢ é SIM em @1”),
podemos mostrar que todo certificado SIM para f(i) em @2 leva a um
certificado SIM para ¢ em Q.

No caso de problemas em PSPACE ou EXPTIME, a situagdo é mais com-
plicada, pois nao podemos considerar certificados curtos para instancias
SIM ja que nao sabemos se os problemas estdao em NP. O que temos entao
em uma instancia SIM ¢ de um jogo @17 Uma estratégia vencedora de Alice
em 7 no jogo Q1. Ou seja, para provar a ida do “se e s¢ se” da reducgao,
devemos mostrar que, dada uma estratégia vencedora de Alice numa ins-
tancia ¢ qualquer do jogo @1, Alice também vence na instancia construida
f(i) do jogo @2, apresentando uma estratégia vencedora para ela.

Para provar a volta do “se e sé se” da reducao, devemos provar também
que “f(i) é SIM em 2 implica i é SIM em @;”. Ou seja, dada uma
estratégia vencedora de Alice em f(i) de @2, devemos provar que Alice
vence na instancia ¢ de (J1 mostrando uma estratégia vencedora para ela.

No caso de jogos sem empate, que sdo os mais comuns, Bob vence se
Alice ndo tem estratégia vencedora, pelo Teorema 1.1 de Zermelo (1913).
Como a volta também significa pela contrapositiva que “i é NAO em @ im-
plica f(i) 6 NAO em Q-”, entdo a volta seria equivalente ao seguinte: dada
uma estratégia vencedora de Bob numa instancia ¢ qualquer de @)1, provar
que Bob também vence a instdncia construida f(i) de @2, apresentando
uma estratégia vencedora para ele. Em resumo:

Em jogos combinatérios sem empate, se queremos provar que
um jogo Q2 é PspACE-dificil, podemos escolher um jogo @

6 Recomendamos o exemplo de reducéio entre problemas NP do Capitulo B.
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adequado que ja se sabe ser PSPACE-dificil e obter uma funcao
algoritmica f de tempo polinomial que transforme qualquer ins-
tancia ¢ de Q1 em uma instancia f(i) de Q2. Além disso, provar
que, se Alice (resp. Bob) vence em i de @)1, também vence em
f(i) de Q2. Andlogo para provar EXpPTIME-dificuldade.

5.3 PspPAcCE-completude: exemplos de provas

Nessa secao, veremos alguns exemplos de redugdes polinomiais simples
entre jogos com o intuito de ajudar na compreensao desse tépico. Escolhe-
mos jogos bem distintos e redugoes de jogos variados. Algumas se¢oes dos
outros capitulos do livro contém redugdes mais sofisticadas.

Jogo GEOGRAFIA

Um professor de geografia deseja testar se seus alunos conhecem os
estados do Brasil. Ele divide a turma em dois grupos, A e B. No inicio do
jogo, o professor escolhe um estado qualquer. Depois os grupos se alternam,
iniciando pelo grupo A, falando o nome de um estado ainda ndo mencionado
cuja 12 letra é a dltima letra do tltimo estado mencionado. Perde a equipe
que nao conseguir nomear um estado em sua jogada.

No exemplo da Figura 5.1, o professor poderia comegar com o estado da
Bahia, o grupo A poderia escolher Alagoas, o grupo B Sergipe e finalmente
o grupo A teria o estado do Espirito Santo como tnica escolha. Como
nenhum estado brasileiro inicia com a letra “O”, o grupo B nao consegue
nomear nenhum estado e portanto a vitéria é do grupo A!

Espirito
Santo (ES)

Figura 5.1: Digrafo do Jogo GEOGRAFIA com inicio no estado da Bahia.
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O que o grupo B fez de errado? Apds o grupo A ter escolhido Alagoas,
o grupo B poderia ter nomeado Sdo Paulo e vencido a disputa. Pelo Te-
orema de Zermelo, como o jogo ¢é finito e sem empate e tem informacao
perfeita, um dos grupos deve vencer. Existe alguma estratégia que garanta
a vitoria do grupo A quaisquer que sejam os estados nomeados pelo grupo
B considerando a Bahia como o estado inicial? (Exercicio 5.1).

E possivel ver o Jogo GEOGRAFIA como um grafo direcionado em que os
vértices sdo os estados e existe um arco uwv se e s6 se a ultima letra do estado
u é a 1? letra do estado v. A Figura 5.1 mostra esse grafo direcionado para
o exemplo do jogo acima, comecando com a Bahia.

Formalmente define-se o Jogo GEOGRAFIA: dado um grafo direcionado
e um vértice vg, Alice e Bob se alternam escolhendo vértices tais que, em
cada turno i, vgvy ...v; é um caminho direcionado de vy a v;, onde v; é o
vértice escolhido no turno 7. Perde quem nao puder escolher um vértice em
seu turno. Note que é um jogo imparcial na variante normal. Além disso,
é limitado (Exercicio 5.2) e, pelo Teorema 5.1, estd em PSPACE.

O Jogo GEOGRAFIA foi introduzido por Schaefer (1978), que mencionou
ser sugestao de seu orientador de doutorado, R. Karp. Fraenkel e Simonson
(1993) provaram que algumas variantes desse jogo sdo PSPACE-completas,
inclusive variantes partizan, e obtiveram também algoritmos polinomiais
para algumas classes de grafos, como arvores e DAG’s.

Teorema 5.3 (Schaefer 1978). O Jogo GEOGRAFIA é PSPACE-completo.

Demonstracdo. Ja vimos que o Jogo GEOGRAFIA é PSPACE. Vamos mos-
trar uma reducao polinomial de QSAT. Dada uma instancia ® de QSAT
com variaveis zi,...,T, e clausulas c,cs,...,cn, podemos considerar n
par, simplesmente incluindo varidveis nao usadas. Lembre pela definicao
de QSAT que o quantificador da variavel x; é 3 para ¢ impar e V para i par.

Figura 5.2: Gadget F; para cada variavel x; da férmula ¢

Dada a féormula ®, construa o digrafo Dg. Para cada variavel x;, adi-
cione em Dg o gadget F; da Figura 5.2. Para cada clausula c;, adicione
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o vértice ¢;. Inclua ainda os arcos b;a;11 para 1 < i < n (conectando
gadgets consecutivos) e os arcos byc; para 1 < j < m (conectando o vér-
tice b, a todo ¢;j). Por fim, adicione os arcos do tipo c;z; para todo li-
teral z; da cldusula c¢;. A Figura 5.3 mostra o digrafo D da férmula
& = 3z VeoTwsVey : (Tr VT3) A (T2 V xg) A (24 VT3) A (21 V 22) de QSAT.

Figura 5.3: Digrafo D¢ obtido da férmula ® = Jz1VaeIzsVe, : (T1VZ3) A
(T2 Vas) A (x4 VT3) A (21 V x2) de QSAT

Note que, no Jogo GEOGRAFIA em Dg comegando em aj, o caminho
dos vértices escolhidos até o turno 3n serd aiz1b1 ...a,2,b,cj, onde z; €
{z;,T;}. Alice (resp. Bob) escolhe z; para ¢ impar (resp. par). Bob escolhe
zp, (pois n é par), Alice escolhe b, e Bob escolhe um vértice ¢; de clausula.

Suponha que Alice vence QSAT com instancia ®. Provamos que ela
também vence o Jogo GEOGRAFIA em Dg comecando em ai. Quando
Alice escolhe z; € {z;,T;}, ela escolhe o que seria falso em sua estratégia
vencedora em &, assumindo que Bob também atribuiu falso aos literais z;
escolhidos por ele no caminho formado até o momento. Como Alice vence
em QSAT, entdo qualquer vértice c¢; escolhido por Bob no turno 3n ¢ ligado
a um vértice z} € {z;, T;} nao selecionado antes, pois a clausula ¢; possui
um literal verdadeiro pela estratégia vencedora de Alice em QSAT. Como
Bob nao tem escolha apés z;, Alice vence o Jogo GEOGRAFIA.

Suponha agora que Bob vence QSAT com instdncia ®. Provamos que
ele também vence o Jogo GEOGRAFIA em Dg comecando em a;. Quando
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Bob escolhe z; € {x;,7;}, ele escolhe o que seria falso em sua estratégia
em ¢, assumindo que Alice também atribuiu falso aos literais z; escolhidos
por ela no caminho formado até entdo. Como Bob vence em QSAT, entéo
existe um vértice ¢; a ser escolhido por Bob no turno 3n que nao ¢ ligado
a nenhum vértice z7 € {z;,7;} ainda nao selecionado, pois existe uma
cldusula c; insatisfeita pela estratégia vencedora de Bob em QSAT. Como
Alice nao tem escolha apds c;, Bob vence o Jogo GEOGRAFIA. [ |

Jogo de Formacao de Conjunto Convexo

Jogos de convexidade em grafos foram introduzidos por Harary (1984)
e sdo estudados no Capitulo 6 deste livro. Nesta secdo, vamos mostrar
que um jogo recente de convexidade, o Jogo de Formacdo de Conjunto
Convexo (CSFGg: Convexr Set Forming Game”), introduzido por Brosse
et al. (2025), é PSPACE-completo.

No jogo CSFGg sobre um grafo G, Alice e Bob se alternam, comegando
por Alice, selecionando vértices de modo que em toda jogada o conjunto de
vértices selecionados é convexo, onde dizemos que um conjunto S C V(G)
é convexo se todo vértice em um caminho minimo entre dois vértices de
S também pertence a S (Figura 6.2). O tltimo a jogar vence (variante
normal). Note que esse jogo é imparcial e é limitado polinomialmente,
pertencendo a PSPACE pelo Teorema 5.1.

Teorema 5.4 (Brosse et al. 2025). O Jogo de Formacdo de Conjunto Convezo
(CSFGg) é PSPACE-completo.

Demonstragdo. Jé vimos que CSFGg é PSPACE. Vamos obter uma redugao
polinomial do Jogo CLIQUE-FORMING de Formacao de Clique, definido no
Capitulo 1. Para simplificar a escrita, vamos denota-lo aqui por JFC (Jogo
de Formagao de Clique). Lembre que JFC segue a variante normal e que
Alice e Bob se alternam selecionando vértices que sempre formam uma
clique. Além disso, JFC é PSPACE-completo (Schaefer 1978).

Dada uma instancia G' de JFC, podemos assumir que G nao é um grafo
completo, sendo o jogo seria trivial. Seja G’ o grafo obtido a partir de
G adicionando vértices novos U = {uq,u}, us, ub} adjacentes a todos os
vértices de G e as arestas uju} e ugufy (Figura 5.4).

" Poderfamos denotar como JFCC o Jogo de Formacdo de Conjunto Convexo, mas
preferimos seguir a tradigdo de denotar os jogos de convexidade com sua sigla em inglés.
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Figura 5.4: Grafo G’ obtido a partir de G. Os vértices uy, u}, ug, uy séo
adjacentes a todos os vértices de G.

Note que, no jogo CSFG, sobre G', os vértices de G selecionados por
Alice e Bob devem formar uma clique ja que wuy, u}, us e uh estio em
caminhos minimos entre quaisquer dois vértices nao adjacentes de G. Além
disso, nao é possivel que wy € {uy,u}} e wy € {ug,ub} sejam selecionados
em CSFGyg, j4 que todo vértice de G pertence a um caminho minimo entre
w1 e wy.

Suponha entao que Alice vence JFC em G. Ao jogar o CSFG; em G,
Alice usa a mesma estratégia vencedora de JFC nos vértices de G. Sempre
que Bob escolher um vértice w € U, Alice escolhe em seguida o vértice
w’ € U adjacente a w. Note que, apos esta jogada de Alice, nenhum vértice
de U poderé ser escolhido novamente. Assim o jogo deve prosseguir com
cada jogador selecionando vértices de uma clique em G. Como Alice vence
o JFC em G, ela serd a dltima a jogar, vencendo o CSFG,g em G'.

Suponha agora que Bob vence JFC em G. Ao jogar o CSFGg em G,
Bob usa a mesma estratégia vencedora de JFC nos vértices de G. Sempre
que Alice escolher um vértice w € U, Bob escolhe em seguida o vértice
w’ € U adjacente a w. Note que, apos esta jogada de Bob, nenhum vértice
de U poderé ser escolhido novamente. Assim o jogo deve prosseguir com
cada jogador selecionando vértices de uma clique em G. Como Bob vence
o JFC em G, ele serd o tltimo a jogar, vencendo o CSFG, em G'. [ |

O Exercicio 5.3 pede para provar que a variante misere de CSFG, tam-
bém é PSPACE-completa a partir de uma reducéo similar da variante misere
de JFC, que é PspACE-completa (Chandran S. V. et al. 2024).

Jogo Normal de Coloracao

Jogos de coloragao em grafos foram introduzidos por Martin Gardner
(1981) e sao estudados no Capitulo 7 deste livro. Nesta segdo, vamos mos-
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trar que a variante normal, chamada de Jogo Normal de Coloracao, intro-
duzida por Bodlaender (1991), é PSPACE-completo. Nos jogos de coloragao
em grafos, a instdncia é um grafo G e um inteiro k, e Alice e Bob se alter-
nam escolhendo um vértice v de G ainda néo colorido e colorindo v com
uma cor do conjunto {1,2,...,k} de modo que a cor de v seja distinta das
cores dos vizinhos ja coloridos de v. No Jogo Normal de Coloragao, vence
o ultimo a jogar. Note que esse é um jogo imparcial.

Teorema 5.5 (Bodlaender 1991). O Jogo Normal de Colora¢do ¢ PSPACE-
completo para 1 cor ou 2 cores.

Demonstragdo. Para 1 cor, note que o jogo de coloracio é idéntico ao jogo
KAYLES, que é PsSPACE-completo (Schaefer 1978), pois dois vértices vizi-
nhos nao conseguem ser coloridos. Para 2 cores, obtém-se uma redugao a
partir do jogo com 1 cor. Dado um grafo G = (V, F) no jogo KAYLES,
seja G’ formado por vértices v1 e vy para todo vértice v € V, além de um
vértice novo x. As arestas de G’ sdo do tipo zv1, xve, V1V, UIV1, UIV2, UVT
e ugvg para todo vértice v € V e todo vizinho u de v. Note que Alice deve
jogar primeiro em z, pois, caso contrario, para cada jogada vy (resp. v2)
de Alice com uma certa cor, Bob consegue responder em vy (resp. v;) com
a outra cor, sendo sempre o ultimo a jogar (note que x nunca podera ser
colorido). Suponha entdo que Alice colore z com a cor 2 em sua primeira
jogada. Com isso, apenas a cor 1 podera ser usada nos demais vértices do
grafo G’ e 0 jogo se comporta de modo semelhante ao jogo com 1 cor em
G e os papéis de Alice e Bob trocados. [ |

Jogo de Coloracao Conexa

Na subsegao anterior, vimos o Jogo Normal de Coloracao. O “Jogo de
Coloracao” propriamente dito e que serd o foco principal do Capitulo 7 é
o da variante de otimizacdo: Alice vence se todos os vértices sdo eventual-
mente coloridos; caso contrario, Bob vence. Ou seja, ele ndo segue a con-
vencgao de jogo normal. O Jogo de Coloragao foi provado PSPACE-completo
por Costa, Pessoa et al. (2020).

Nesta se¢ao, vamos mostrar que uma variante recente, o Jogo da Colora-
¢ao Conexa, introduzido por Charpentier et al. (2020), é PSPACE-completo.
O Jogo de Coloragao Conexa possui as mesmas regras do Jogo de Coloracao
com uma restricdo adicional: o conjunto de vértices coloridos deve sempre
formar um subgrafo conexo. Também seguindo a variante de otimizacao,
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Alice vence se todos os vértices sdo eventualmente coloridos; caso contrério,
Bob vence.

Lima et al. (2022) provaram que a variante do Jogo de Coloragao em que
Bob joga primeiro é PSPACE-completa. Com isso, provaram também que
o Jogo de Coloragao Conexa também é PSPACE-completo. Essa redugao é
mostrada no teorema abaixo.

Teorema 5.6 (Lima et al. 2022). Jogo de Coloragdo Conexa é PSPACE-completo.

Demonstragio. Dados um grafo G = (V, E') e um inteiro k como instancia
da variante do Jogo de Coloragao em que Bob joga primeiro, seja G’ =
(V',E") o grafo obtido de G de acordo com a Figura 5.5, onde C' é uma
clique de k vértices ligados a y; e yo, € 0 vértice s é ligado a todo vértice
de G. A prova de Lima et al. (2022) nos permite assumir que |V| é impar.
Vamos provar que Alice vence o Jogo “Bob primeiro” de Coloragdao em G
com k cores se e s6 se vence o Jogo de Coloragao Conexa em G’ com k + 1
cores.

‘ ‘
(a) Grafo G’ se k é par. (b) Grafo G’ se k é impar.

Figura 5.5: O grafo G’, obtido de G e k. C é uma clique com k vértices
ligados a y; e yo. Todo vértice de G é vizinho de s.

Suponha que Alice vence o Jogo “Bob primeiro” de Coloragdo. Ela
comega o Jogo de Coloragao Conexa em G’ colorindo y; com a cor 1. Em
seu proximo turno, independente da jogada de Bob, Alice colore y2 com a
cor 1. Com essas jogadas, Alice garante que os vértices da clique C' podem
receber as cores {2,...,k+ 1}. Como |V/ — V| é impar, Alice garante que,
sempre que Bob colorir um vértice de V' — V, ela colore outro vértice em
V' —V. Com isso, Alice garante que Bob é o primeiro a jogar em G. Como
Alice comega em y; e a coloragdo é conexa, s deve ser colorido antes de
qualquer vértice de G. Depois que s é colorido, os vértices de G podem
ser coloridos em qualquer ordem, pois todos sdo vizinhos de s. Além disso,
os vértices de GG podem ser coloridos com k cores: as k + 1 cores exceto a
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cor de s. Assim, sempre que Bob colorir um vértice em V', Alice usa sua
estratégia vencedora com k cores em GG e vence.

Suponha agora que Bob vence o Jogo “Bob primeiro” de Coloragao em
G. Se Alice comecar o Jogo de Coloracao Conexa em G’ em um vértice
de V U {s}, Bob pode pela paridade forcar Alice a ser a primeira a colorir
um vértice de {y1,y2} e, com isso, Bob pode colorir na jogada seguinte o
outro vértice desse conjunto com uma cor distinta, vencendo o jogo, pois
restam k — 1 cores para colorir C'. Se Alice comegar em outro vértice de G’,
Bob pode garantir que Alice ird colorir s pela paridade de V' — (V U {s}).
Depois disso, ele pode usar sua estratégia vencedora em G e garantir que
pelo menos um vértice em V nao possa ser colorido, vencendo o jogo. H

Ao contrario das provas de PspAcE-dificuldade dos problemas do Jogo
GEOGRAFIA e do Jogo de Formagdo de Conjunto Convexo, nas quais as
estratégias vencedoras eram quase que diretamente relacionadas pela redu-
¢ao obtida, no Teorema 5.6 a estratégia vencedora de Bob em G’ deve levar
em consideragao a possibilidade de Alice iniciar a coloragdo em G. Ao fazer
isso, Alice impede que Bob utilize a estratégia vencedora que ele possuia
para o jogo “Bob primeiro” de coloracdo em . Nesse caso entdo, Bob usa
uma estratégia em G’ totalmente desvinculada da original e simplesmente
espera até que y; ou ¥y seja colorido.

Essa deve ser uma preocupacdo constante nas provas de complexidade
em jogos. Para mostrar que, para dois jogos Ji e Ja, temos que J; <p Jo
com uma funcdo de reducdo f, se um jogador M possuir uma estratégia
vencedora para para uma instancia ¢ de Jp, ele deve possuir uma estratégia
para vencer na instancia f(i) de Jo independente da forma como seu ad-
versario se comportar, podendo isso significar ter de adotar uma estratégia
nova e completamente distinta da estratégia original para J; em 1.

5.4 EXpTIME-completude e os Jogos Universais

Stockmeyer e Chandra (1979) provaram alguns dos primeiros jogos
EXPTIME-completos no artigo “Jogos combinatorios comprovadamente di-
ficeis”, como o jogo da Férmula Booleana Alternante (ABF: Alternating
Boolean Formula Game). Nesse jogo, dada uma férmula 16gica ® na FNC
(Forma Normal Conjuntiva) sobre um conjunto de variaveis X 4 U Xp, com
valores iniciais dados, os jogadores Alice e Bob se alternam, iniciando por
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Alice, alterando o valor de no maximo uma das varidveis. Em cada turno,
Alice pode trocar o valor de uma varidavel de X4, enquanto Bob pode al-
terar o valor de uma varidvel em Xp. Alice vence se conseguir tornar a
férmula verdadeira em alguma jogada; caso contrario, Bob vence. Para que
o jogo seja finito, podemos assumir que Bob vence se alguma atribuicao de
valores se repetir durante o jogo.

Teorema 5.7 (Stockmeyer e Chandra 1979). O jogo da Férmula Booleana
Alternante (ABF) é EXPTIME-completo.

Stockmeyer e Chandra (1979) classificaram os jogos EXPTIME-completos
como Jogos Universais no sentido de que, “se G denota um destes jogos e R
denota qualquer membro de uma grande classe de jogos combinatdrios (in-
cluindo Xadrez, Go e muitos outros de interesse popular ou matemdatico),
entdo o problema de determinar o resultado de R ¢ redutivel em tempo
polinomial ao problema de determinar o resultado de G

No Capitulo 9, estudaremos em detalhes o Jogo de Policia e Ladrao
(C&R: Cops and Robber). Nesse jogo, é dado um grafo G e um inteiro
k, e héa dois jogadores: C (Cop) e R (Robber). Inicialmente C posiciona k
policiais nos vértices de G e, em seguida, R posiciona um ladrdo em um
vértice de G. Os jogadores entdo se alternam movendo suas pecgas entre
vértices adjacentes de G. E permitido que um jogador decida ndo mover
algumas de suas pecas (ou mesmo todas elas) em seu turno. O jogo termina
com vitéria dos policiais se em algum turno um policial ocupar o mesmo
vértice do ladrao (neste caso dizemos que o ladrao foi capturado). O ladrao
vence se consegue evitar a captura indefinidamente. Para que o jogo seja
finito, podemos assumir que o ladrdao vence se alguma configuracdo dos
policiais e do ladrao se repetir durante o jogo.

Decidir se o jogador C possui uma estratégia vencedora com k policiais
em um grafo G = (V, E) certamente pode ser feito por um algoritmo de
tempo exponencial sobre a arvore do jogo (Berarducci e Intrigila 1993;
Hahn e MacGillivray 2006). Como visto no Capitulo 1, o algoritmo sobre
a arvore do jogo é inclusive polinomial se k é constante. Portanto, C&R €
EXPTIME.

Nessa se¢do, vamos mostrar que a variante do jogo C&R em que as
posicdes iniciais dos policiais e do ladrao sao dadas é EXPTIME-completo
por meio de uma reducdo a partir de ABF. Para tanto, precisamos do
conceito de k-buracos. Um k-buraco é um grafo no qual um ladrao sempre



5.4. EXPTIME-completude e os Jogos Universais 89

pode fugir da captura de k policiais. Sabe-se que um k-buraco pode ser
construido em tempo polinomial em & (Goldstein e Reingold 1995).

Teorema 5.8 (Goldstein e Reingold 1995). Decidir se C wvence a variante
do jogo C&R com k policiais em que sdo dadas as posicoes iniciais dos k
policiais e do ladrdao no grafo G é EXPTIME-completo.

Demonstragdo. Dada uma instancia ® de ABF com k — 1 varidveis, vamos
construir uma instancia de C&R com k policiais em tempo polinomial no
tamanho de ®. Os policiais serdo divididos em 3 grupos: k4 (resp. kp)
policiais cujas posi¢oes determinarao os valores das varidveis em X 4 (resp.
Xp) e um policial (chamado provador) que decidird o momento de verificar
se os valores das variaveis satisfaz ®.

A Figura 5.6 mostra os padrdes usados nas figuras para representar

arestas entre conjuntos U e V tais que |U| = |V].

U \%4 U \%4

(a) u;v; é aresta se e s6 se i = j. (b) u;v; é aresta se e s6 se i # j.
U \%4

(c) u;v; € aresta para todo ¢, j. (d) u;v; é aresta se e sése v = j = 1.

v v
U ° °
(e) u;v é aresta para todo i. (f) u;v é aresta se e s6 se i = 1.

Figura 5.6: Padrio de arestas entre conjuntos de vértices U = {uy, ug, ...}
eV ={v1,vq,...} com |U| = |V].

O grafo é construido usando trés componentes principais, cada uma
representando uma fase de ABF. A primeira componente corresponde a
etapa na qual Alice muda o valor de uma varidvel. Nela, o ladréo ¢é forcado
a se mover para um vértice e todos, exceto um dos policiais das varidveis
de Alice, precisam se mover para posi¢bes que mantém os valores de suas
variaveis.

A segunda componente corresponde a etapa em que Bob muda o valor de
uma varidvel. Nela, o movimento do ladrao forca exatamente um policial de
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Bob a se mover para um vértice que altera o valor de sua variavel, enquanto
os demais policiais se movimentam para posi¢cdes que mantém o valor de
suas variaveis.

A terceira componente corresponde a etapa em que ¢ é avaliada con-
siderando os atuais valores das varidveis. Nela, o policial provador forca o
ladrao a se mover para um vértice wg e depois para um vértice de cldusula
de ®. Se a posi¢ao dos policiais induzirem valores (nas varidveis) que satis-
fazem @, haverda um policial adjacente a cada vértice de clausula e o ladrao
serd capturado independente da cldusula escolhida. Sendo, o ladrdao po-
derd escolher um vértice de clausula ndo adjacente a um policial e escapara
para um k-buraco onde nao serd mais capturado. Por isso, é importante
que o policial provador sé inicie a terceira componente quando os policiais
conseguirem uma atribuigao que satisfaca a formula. Caso contrério, o po-
licial provador consegue forcar o ladrao a voltar as componentes anteriores
e recomegar o ciclo.

A primeira componente (escolha de Alice) pode ser vista na Figura 5.7.
Os conjuntos Ugr, Ugr, Uprr, Ugrr, Ugg tém kp vértices que serdo
eventualmente ocupados pelos policiais das varidaveis de Bob. Os conjuntos
Uar, Uar, Uarr, Uarp, Uapp, Uapr € Uap tém k4 vértices, enquanto
os conjuntos Uapg e Ugpy tém kg — 1 vértices e podem ser eventualmente
ocupados pelos policiais das varidveis de Alice.

Um policial em Ugr, Uprr, Uar, UarT € UapT significa que a variavel
deste policial é verdadeira. Enquanto um policial em Ugp, Ugrpr, Uar,
Uarr e Uarpr significa que a variavel deste policial é falsa.

Nesta componente (da escolha de Alice), o ladrao inicia a partida no
vértice ur e o policial provador em up. O i-ésimo policial de Bob ocupa
inicialmente o i-ésimo vértice de Ugr ou Ugr dependendo se a varidvel é
verdadeira ou falsa. O i-ésimo policial de Alice ocupa inicialmente o i-ésimo
vértice de Uar ou Ugr dependendo do valor da variavel.

O ladrao é o primeiro a se mover e é obrigado a passar ao vértice ulg,
sendo sera capturado pelo policial provador em up. O ladrdo pode chegar
em um buraco se em seu préximo turno houver algum vértice de Ugg U
UsgpU{upp} ndo adjacente a um policial. Além disso, ele pode chegar a um
buraco também se movendo para ug e depois para um vértice desprotegido
de Ugp. Os policias devem entdo se movimentar de modo a garantir que
esses vértices estejam protegidos.
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UR up
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Uprr Buracos

UA’]‘ ~_____________ | UA']'T UAE BuraCOS
W
Uarr B
Uar Uarr Uan Unn Buracos
Uarr

Figura 5.7: Componente associada a escolha de Alice. Cada elipse é um
conjunto com kg vértices, cada retdngulo arredondado é um conjunto com
k4 vértices e cada retdngulo é um conjunto com ks — 1 vértices. Cada
vértice denotado como Buraco é uma cépia de um grafo no qual uma vez
que o ladrao entra, ele nunca sera capturado por k policiais.

Os policiais em Upr e Upp nao tem escolha sendo avangar para os
vértices correspondentes em Uppr e Ugpp. Esses policiais cobrem todos os
vértices de Ugg impedindo que o ladrdo va para Ugg. O policial provador
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se movimenta para upp, cobrindo upg. Observe que todos os policiais
associados as variaveis de Bob mantém o mesmo valor do inicio da rodada.

Cada policial em Uar (resp. Uar) se movimenta para o vértice corres-
pondente em Ugpp ou Ugpp (resp. Uapp ou Ugpr) cobrindo assim todos
os vértices de Uag. No entanto, para impedir que um vértice de Uy g fique
descoberto caso o ladrdo se movimente para ug no proximo turno, deve
haver pelo menos k4 — 1 vértices em Uaprr U Ugpp. Desta maneira sé
pode haver no méximo 1 policial associado a Alice em UarpUUapr, 0 que
significa que no maximo 1 policial de Alice mudou o valor de sua variavel.

A segunda componente (escolha de Bob) pode ser vista na Figura 5.8.
Um policial em Vg7, Verr, Verr, Var ou Vapr significa que a varidvel
associada a ele é verdadeira. Um policial em Vgpr, Verr, Verr, Var ou
Vapr significa que a variavel associada a ele é falsa.

Inicialmente o ladrao esta em vpg, o policial provador estd em vp. Os
policiais associados as variaveis verdadeiras (resp. falsas) de Bob estdo em
seus vértices correspondentes em Vpr (resp. Vpp) e os policiais associa-
dos as varidveis verdadeiras (resp. falsas) de Alice estdo em seus vértices
correspondentes em Vyp (resp. Var). O ladréo é o primeiro a se mover.

O ladrao deve se mover para Vrr U Vrp, sendo sera capturado pelo
policial provador em vp. Observe que, se o ladrao alcancar um vértice
em Vpre, VBre,VBE, VAE Ou vpg nao coberto por um policial, ele pode
ir para um buraco, vencendo o jogo. Logo, os policiais devem se mover
imediatamente para cobrir estes vértices. O policial provador em vp vai
para vpp impedindo o ladrao de escolher vpg. Os policiais em Var e Vap
movem-se para os vértices correspondentes em Va1 e Vapp cobrindo assim
os vértices de Vag. Note que os valores das varidveis de Alice se mantém.

Nesta fase, suponha que o ladrao foi para o i-ésimo vértice de Vi
(resp. Vgp). Isso forga o policial da i-ésima varidvel de Bob a ir para o
vértice correspondente em Vpprr U Vppr (resp. Verpr U Verr) de modo a
garantir que o i-ésimo vértice de Vprg (resp. Vprg) esteja coberto e nao
podera ser o destino do ladrao no turno seguinte. Note que efetivamente
o movimento do ladrdo determina o valor da i-ésima variavel de Bob no
fim do turno. Os demais policiais das varidveis de Bob devem se mover
de Vpr para Vppr ou de Vpp para Vgrpp de modo a cobrir os vértices de
VBE exceto, possivelmente, o i-ésimo vértice que, por construgdo, nao pode
ser alcancado pelo ladrdao em seu préximo turno. Assim, todas as demais
variaveis de Bob tem seu valor inalterado.
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Figura 5.8: Componente associada a escolha de Bob. Cada elipse é um

7

conjunto com kp vértices e cada retdngulo arredondado é um conjunto
com k4 vértices.

A terceira componente (avaliagdo da férmula) pode ser vista na Figura
5.9. Inicialmente, o ladrao estd em wpg e os policiais das varidveis verda-
deiras (resp. falsas) de Bob estdo em seus vértices em Wpr (resp. Wgr).
Analogamente, os policiais das varidveis verdadeiras (resp. falsas) de Alice
estdo em seus vértices em Wy (resp. Wap). O ladrdo se move primeiro.
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C Buracos

War e

— .

War |°

Figura 5.9: Componente de avaliacdo de ®, onde Wgr e Wpp tem kp
vértices, War e War tem k4 vértices e todo vértice ¢ € C representa uma
cldusula de ® e estd ligado a um buraco. As linhas tracejadas indicam que
todo vértice ¢ € C' é adjacente aos vértices dos literais que satisfazem a
clausula correspondente.

Observe que wg, o primeiro vértice de Wgr e o primeiro vértice de
Wpr formam uma clique. Assim, para evitar ser capturado no préximo
turno pelo policial da primeira varidvel de Bob, o ladrao deve ir para um
vértice de C'. Se o ladrao conseguir fugir para um vértice de clausula nao
coberto pelos policiais, ele escapa para um buraco no turno seguinte e
vence a partida. Caso contrario, se todos os vértices de clausula estiverem
cobertos, os policiais capturam o ladrao.

Todos os elementos mostrados nesta prova nos dao uma boa ideia de
conclui-la. Restam basicamente duas etapas:

e Vincular os valores verdades obtidos ao final da etapa de Alice ao
inicio da etapa de Bob e vice-versa;

e Usar o policial provador para forcar que o ladrao se mova para wg,
iniciando a terceira etapa (de avaliagdo da férmula ®).
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Ao conectar todas as estruturas apresentadas o leitor deve ficar atento
para que o ladrao seja sempre forcado a seguir o caminho esperado em
cada componente. Por exemplo, apés o ladrao se mover de up para up,
como podemos impedir que o ladrao retorne a ur no turno seguinte? Dica:
Adicione algumas arestas e utilize a posicdo do policial provador para im-
pedir esse tipo de movimentagao do ladrao. Deixamos estas etapas finais
da prova para o leitor (Exercicio 5.5). ]

5.5 Exercicios

Exercicio 5.1. Mostre que Bob (2° jogador) sempre vence o Jogo GEOGRA-
FIA com os estados brasileiros comecando pela Bahia.

Exercicio 5.2. Mostre que o Jogo da Coloragao, o Jogo da Coloragao Conexa
e as variantes normal e misere do Jogo GEOGRAFIA e do Jogo de Formagao
de Conjunto Convexo (CSFGg) sao limitados e tem regras razodveis (ver
defini¢do de jogo combinatério no Capitulo 1) e pertencem a PSPACE.

Exercicio 5.3. Sabendo que a variante misere do Jogo CLIQUE-FORMING é
PSPACE-completa, mostre que a variante misére do jogo de formacao de
conjunto convexo (CSFG,) também é PSPACE-completa.

Exercicio 5.4. Mostre um algoritmo de tempo exponencial que, dado um
grafo G e um inteiro k, decide se C possui uma estratégia vencedora para
C&R com k policiais em G.

Exercicio 5.5. Complete a prova do Teorema 5.8.
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Jogos de Convexidade
em Grafos

“We propose three types of achievement and avoidance games
involving convex hull, geodesic hull, and geodesics from a point to a set
of points; this leads to several unsolved problems”

Frank Harary, 1984, sobre jogos de convexidade em grafos

Convexidade é um tema classico, estudado em muitas areas diferentes
da Matematica. No entanto, o estudo de convexidade aplicada a grafos
comecou apenas nos anos 1970. Paul Erddés, um dos matematicos mais
prolificos da histéria, publicou com outros autores um dos primeiros ar-
tigos de convexidade em grafos, focado em torneios! (Erdds, Fried et al.
1972). Para mais detalhes, recomendamos o livro Introduction to Graph
Convezity de J. Aradjo et al. (2025). De acordo com Duchet (1987), o
primeiro artigo explicitamente de convexidade em grafos gerais em inglés
é o artigo “Convexity in graphs” de Harary e Nieminem (1981). Apenas 3
anos depois, um de seus autores, Frank Harary (1984), reconhecido como
um dos pais da teoria moderna de grafos, introduziu os primeiros jogos de
convexidade em grafos.

Depois disso, a linha de pesquisa em jogos de convexidade em grafos se
desenvolveu e obteve vérios resultados (Buckley e Harary 1985a; Buckley
e Harary 1985b; Necédskova 1988; Haynes, Henning e Tiller 2003). S. N.
Aratjo et al. (2024) mostraram a relacao entre jogos de convexidade em ar-
vores e a Teoria de Sprague-Grundy (Capitulo 2). Dailly, Gahlawat e Myint
(2024) estenderam esse resultado de arvores para outras classes de grafos,
como os cacti. Benesh et al. (2025) obtiveram resultados sobre o jogo do

! Grafos direcionados obtidos da orientacio das arestas de um grafo completo.



100 6. Jogos de Convexidade em Grafos

fecho convexo considerando diversas familias de grafos. Finalmente, S. N.
Aratjo et al. (2025) introduziram variantes partizan de jogos de convexi-
dade e obtiveram resultados em arvores a partir da Teoria Combinatoria
dos Jogos (Capitulo 10).

Antes de definir os jogos de convexidade, é importante relembrar o con-
ceito de convexidade em geometria e sua extensdo para grafos. Intuitiva-
mente, convexidade pode ser vista como uma propriedade que caracteriza
conjuntos “completos” ou “preenchidos” em relagdo a alguma operagao.

Convexidade em Espacos Euclidianos: Na geometria euclidiana, um con-
junto S de pontos em um espaco é convezo se, para quaisquer dois pontos
A, B € S, todo ponto no segmento de reta entre A e B pertence a S. Isso
significa que nenhum segmento ligando dois pontos de S sai de S. Como
exemplo, temos circulos, poligonos convexos (como tridngulos e quadrados),
esferas e poliedros convexos (como piramides e cubos).

(a) (b)

Figura 6.1: Conjuntos convexo (a) e ndo convexo (b) em espagos euclidianos

Convexidade em Grafos: Na teoria dos grafos, um conjunto S de vértices
em um grafo G é convexo se, para quaisquer dois vértices A, B € S, todo
vértice em um caminho minimo (geodésica) entre A e B pertence a S. Esse
tipo de convexidade em grafos é a mais estudada e se chama converidade
geodésica®. Os segmentos de reta (caminhos minimos entre dois pontos)
da geometria sdo substituidos por geodésicas (caminhos minimos entre dois
vértices) em grafos. Veremos depois outros tipos de convexidade em grafos,
como a monofénica e a Ps, considerando outros tipos de caminhos.

O fecho convezro (convexr hull) de um conjunto S é o menor conjunto
convexo que contém S. Ver exemplo da Figura 6.2(b), onde o contorno
marrom mostra o fecho convexo do conjunto S em azul.

2 Alguns autores usam o termo “geodético” em vez de “geodésico”, mas outros,
como van de Vel (1993) e J. Araijo et al. (2025), evitam esse termo.
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e la
—® Cy—@
(a) (b)

Figura 6.2: S = {v1,v2} é convexo em (a) e ndo convexo em (b). Os vértices
de S estao em azul. O contorno marrom mostra o fecho convexo de S.

6.1 Primeiros jogos de convexidade geodésica

Dado um grafo G e S C V(G), seja o intervalo (geodésico) I4(.S) o
conjunto formado por S e todo vértice em algum caminho minimo entre dois
vértices de S. O subscrito g é para indicar que estamos na convexidade
geodésica (que considera caminhos minimos). Como dito antes, S C V(G)
é convezo se I(S) = S e o fecho convexo (convex hull) de S, denotado por
convg(S), é o menor conjunto convexo que contém S e pode ser obtido
iterativamente aplicando a funcgao de intervalo I4(-), comecando por S, até
obter um conjunto convexo (J. Aradjo et al. 2025). Ou seja:

o0

convg(S) = U I."(9),
k=0

onde I,°(S) = S e I.""1(S) = I(Iz"(S)). O processo termina quando
um conjunto convexo ¢é alcancado, isto é, ng (S) = ngH(S). Além disso,
dizemos que S é um conjunto de envoltoria (hull set) se convg(S) = V(G).

Jogos de Convexidade em Grafos. Os primeiros jogos de convexidade,
propostos por Harary (1984), Buckley e Harary (1985a) e Buckley e Harary
(1985b), sao quatro: HGg (hull game), 1Gg (interval game), CHGg (closed
hull game) e CIGg (closed interval game). A seguir, apresentamos as regras
de cada um desses jogos, e usamos a Figura 6.3 para exemplos. IG; e CIGg
sao chamados de jogos de intervalo, e HG,; e CHG, sao chamados de jogos
de envoltoria.

Nesses jogos, Alice e Bob se alternam (Alice primeiro) selecionando em
cada jogada um vértice de um grafo dado G, obedecendo as seguintes regras,
onde S é o conjunto de vértices selecionados no jogo (inicialmente vazio).
H4 fungoes f1(S) e f2(S), que sdo conjuntos de vértices que dependem
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do jogo considerado e determinarao as condigoes de escolha dos vértices e
término do jogo. Em cada turno, o jogador seleciona um vértice que nao
estd em f1(5) e o adiciona a S. O jogo termina quando f2(S) = V(G). Os
quatro jogos de convexidade se diferenciam pelo seguinte:

« Nojogo IGg: fi(S) =S e fa(S) = I4(S);

« Nojogo HGg: f1(S) =S e fo(S) = convg(S);
f2(S) =g (5).

f2(S) = convy(9);

Existem trés variantes principais desses quatro jogos, com diferentes
critérios de vitéria: jogo normal (o tltimo a jogar vence), jogo misére (o
ultimo a jogar perde) e jogo de otimizagao (em que Alice deseja minimizar
e Bob deseja maximizar o niimero de vértices selecionados). Note que esses
jogos sao imparciais e sem empate.

Note que vértices simpliciais®
nimo entre outros vértices, pois sua vizinhanca forma uma clique. Por
isso, nos quatro jogos de convexidade, os vértices simpliciais devem sem-
pre ser escolhidos por algum jogador. Em arvores, todo vértice interno
estd num caminho minimo entre duas folhas (que sdo os vértices simpliciais
da &rvore). Por isso, nas arvores 71 e T da Figura 6.3, os jogos termi-
nam quando as trés folhas 1, v1 e v] forem selecionadas. Esse fato leva a
diferentes estratégias vencedoras para cada um desses jogos em arvores.

@@90® @GQQQ@@
) ) —)——D)

(a) Arvore T} (b) Arvore T

(5)
e No jogo CIGg: fi(S)
(5)

e No jogo CHGg: f1(S

néo fazem parte de nenhum caminho mi-

Figura 6.3

Exemplo do Jogo IG,. Como exemplo do jogo do intervalo IGg, consi-
dere a arvore T da Figura 6.3a. Uma possivel sequéncia de jogadas durante
o jogo (com Alice e Bob se alternando) seria: vy — xg — ¢ — v — 21 — v].

3 Definido no Capitulo A.
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Note que, apesar de ¢ estar no caminho minimo entre v e s, ele pode ser
selecionado no jogo IG, (mas nao poderia no jogo CIG,). No jogo normal
em 17, Bob consegue vencer, forcando Alice a selecionar a pentultima folha
nao selecionada 1 e em seguida selecionando a tltima folha vj. No jogo
misére, Alice vence forgando Bob a selecionar a tltima folha v]. No jogo de
otimizagdo, o niimero minimo de vértices selecionados é 5, Alice priorizando
folhas da drvore, como na sequéncia x1 — xg — v — v — vj.

Resumindo, na variante normal de IG, em uma &rvore, os jogadores
evitam rotular as duas tultimas folhas até que possam forcar o oponente
a escolher a penultima folha, garantindo a possibilidade de ganhar o jogo
rotulando a tltima folha. Na variante misere, os jogadores evitam rotular a
ultima folha, pois aquele que o fizer perde o jogo. Na variante de otimizacao,
Alice joga somente em folhas e Bob tenta evitar folhas, resultando em
min{2f — 1,n} vértices selecionados, onde f é o nimero de folhas.

Com isso, a paridade do ntimero de vértices nas arvores define o vencedor
nas variantes normal e miseére. Como 77 (resp. T) tem um ndimero par
(resp. impar) de vértices, Alice (resp. Bob) perde na variante normal e
vence na variante misere.

Exemplo do Jogo CIG,. No jogo do intervalo fechado CIGg, os jogadores
nao podem selecionar vértices que pertencem ao intervalo dos vértices ja
selecionados no jogo. Como exemplo, considere novamente a arvore 17 da
Figura 6.3a na variante normal (dltimo a jogar vence). Alice vence com
a seguinte estratégia: Na sua primeira jogada, Alice rotula o vértice c¢. A
partir desse momento, ela seguird a seguinte estratégia para responder as
escolhas de Bob:

o Se Bob escolher z1, Alice escolhe v (e vice-versa), proibindo o vértice
T9, pois pertence ao caminho entre x1 e c. Depois disso, sobram vy e
v} e Alice consegue jogar por tltimo.

e Se Bob escolher x2, Alice escolhe vy, proibindo o vértice v, pois per-
tence ao caminho entre v; e ¢. Depois disso, sobram z1 e v] e Alice
consegue jogar por ultimo.

« Se Bob escolher v1 ou v}, Alice escolhe x4, proibindo o vértice v como
antes. Depois disso, sobram z7 e um vértice em {vy,v]}, e Alice
consegue jogar por ultimo.
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Com essa estratégia, Alice sempre for¢a Bob a nao rotular o tdltimo
vértice. Duas sequéncias possiveis de vitéria para Alice sdo:

C—$1—’U—’U1—U/1 (63 c—xz—vl—vll—:vl

Na arvore T» da Figura 6.3b, Alice também possui uma estratégia ven-
cedora na variante normal ao rotular o vértice ¢ na sua primeira jogada.
Entretanto, sua estratégia em T é mais complicada, estando diretamente
relacionada ao cldssico jogo NiM, visto nos Capitulos 1 e 2. Mostramos
essa relagdo na secao seguinte.

6.2 Nimbers do jogo CIG, de Intervalo

Para mostrar a relagdo entre esses jogos na variante normal, seja iCIGg
(initialized CIGg) o jogo em que a instancia consiste de um grafo G e um
vértice v de G e o jogo ¢ quase igual ao CIGg, sendo a tnica diferenga o fato
de que v ja esta selecionado antes do inicio do jogo. Ou seja, o conjunto S
de vértices selecionados nao comega S = (), mas S = {v}.

Como exemplo inicial, considere o jogo iCIG, com instancia (P11, po),
onde o caminho P, ;1 tem vértices pg,pi,...,pn. Lembre-se de que o vér-
tice po estd selecionado no inicio. Isso significa que, se o primeiro jogador
escolher o vértice py, os vértices p; a py estardo proibidos. Isso esta dire-
tamente relacionado a uma pilha do jogo NiM com n objetos: a escolha de
pr na primeira jogada é equivalente a remocado de k objetos. Desse modo,
o nimber da instancia (P11, po) é igual a n.

Vamos elaborar mais esse exemplo. Considere as florestas T} e T4 da
Figura 6.4 em que os vértices azuis ja estdao selecionados. Com isso, pela
Teoria de Sprague-Grundy (Capitulo 2), a floresta 7] tem nimber 19163 =
3 e a floresta T4 tem nimber 2@ 4@ 4 = 2. Ambas sdo posi¢oes vencedoras
para o primeiro jogador em iCIGg, tanto na variante normal quanto na
variante misere.

Esse fato sobre o jogo iCIGg tem repercussao sobre o jogo CIGg: se
Alice selecionar o vértice v no jogo original CIGg nas arvores 17 e T da
Figura 6.3, ela perde, pois teremos posicoes equivalentes as das florestas
T e Ty da Figura 6.4 no jogo iCIG,. Como o préximo a jogar é Bob e o
primeiro a jogar em 7] e T vence, entdo Alice perde. Resumindo, Alice
nao deve jogar no vértice v das drvores 71 nem 75 no jogo CIGy.
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e
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(a) Floresta T} (b) Floresta T}

Figura 6.4: Posi¢oes obtidas apés o primeiro movimento de Alice no vértice
v, em vez de ¢, nas arvores T e Ty da Figura 6.3 no CHG,. Bob tem
uma estratégia vencedora ap0s esse primeiro movimento ruim de Alice nas
variantes normal e misere.

Apesar de perder jogando no vértice v das arvores 17 e 15 da Figura
6.3, Alice vence jogando no vértice c. A Figura 6.5 mostra isso para 17 e
T5 e também para outras duas arvores. O calculo do nimber mostrado em
vermelho na figura é a ideia central da prova do proximo teorema.

oo oY
@ BB B@

8 ——0y

@E)—@)—E—@)

mex{1d1, 1&0} = mex{0,1} =2
mex{2@2, 2@1, 230} = mex{0,3.2} =1
mex{3&3, 362, 341, 340} = mex{0,1,2,3} =4
mex{4 &4, 453, 432, 431, 440} = mex{0,7.6,5,4} = 1

Figura 6.5: Posi¢oes obtidas apés o primeiro movimento de Alice em ¢ em
4 arvores, incluindo T; e 75 da Figura 6.3. Alice vence de acordo com o
célculo dos nimbers (em vermelho) da parte direita das &rvores.

No teorema a seguir, usamos a teoria de Sprague-Grundy vista na Se-
¢ao 2.3 para resolver o jogo CHG.

Teorema 6.1 (S. N. Araujo et al. 2024). O problema de decisdo do jogo C1Gg
pode ser resolvido em tempo linear em drvores, tanto na variante normal
como misere.
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Demonstragio. Vamos comegar com o jogo iCIGg sobre uma arvore 1" e um
vértice v inicialmente selecionado. Como T’ é uma arvore, podemos assumir
que, sempre que um novo vértice w é selecionado, todo vértice no caminho
entre v e w também ¢é selecionado. Isso porque existe um tinico caminho
minimo entre quaisquer dois vértices em uma arvore. Se v é o Gnico vértice
de T, entdo o nimber de (T,v) é zero, pois ndo hé vértices disponiveis, e
Alice perde na variante normal, mas vence na variante misere.

Seja entdo u um vizinho de v. Denotamos por (T,v,u) a instancia
(Tyu,v) de iCIGg, onde T, é a subarvore de T' contendo v obtida apés a
remocao de todas as arestas de v, exceto vu (portanto, v é uma folha de
Tyu). Vamos calcular o nimber de (7,v,u). Sejam ui,...,u; os vizinhos
de u diferentes de v. Se dabemos o nimber h; de (T,u,u;) para cada
i, entao podemos aplicar a Teoria de Sprague-Grundy para determinar
o nimber da posicdo resultante. Em particular, se Alice seleciona u, os
jogos resultantes em (T, u,uy),...,(T,u,u;) se tornam independentes e a
posicao resultante tem nimber hy & --- @ hg. Se Alice rotula um vértice
w; em (T, u,u;) diferente de u, entdo u também serd selecionado e os jogos
continuam independentes. Se h} é o nimber da nova posicao em (7', u,u;),
temos que a posi¢ao resultante em (7', v, u) tem nimber hy@- - - B, D- - -Bhy,
onde h; € {0,1,...,h; — 1}. Portanto, pela Teoria de Sprague-Grundy, o
nimber de (7,v,u) é igual a mex(NN), onde N é o conjunto de todos os
valores possiveis de nimber h] @ --- @ h}, onde h, = h; para todo i exceto
no méaximo um h; € {0,...,h; — 1}.

No caso da instancia (T',v) do jogo iCIGg, o célculo do nimber segue
uma estratégia similar. Obtemos os valores ¢; para cada (T, v,v;) e como
os jogos sao independentes, o nimber de (T,v) é h =101 @ --- D .

No caso da instancia T' do jogo CIGg, temos que o nimber é igual a
mex(H), onde H é o conjunto de nimbers de todas as posigdes (T, v) de
iCIG, para qualquer v € V(T'). O Exercicio 6.1 pede para terminar a prova
argumentando porque o calculo do nimber é o suficiente e como isso pode
ser feito em tempo linear. [ |

Com isso, parece mais provavel Alice vencer em arvores, pois pode testar
todas as possibilidades da 1* jogada procurando nimber igual a 0. Assim,
surge uma questao natural: Em qual tipo de arvores Bob consegue vencer?
O teorema abaixo mostra uma classe grande de arvores simétricas em que
Bob vence o jogo CIGg nas variantes normal e misere.
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Teorema 6.2. Seja T uma drvore com vértices vy,..., v, paran > 2 e seja

T" uma cépia de T' com vértices v{,...,vll. Para i € {1,...,n}, seja T;
a arvore obtida de T" e T" adicionando a aresta viv)'. Entdo Bob vence as

variantes normal e misére do jogo CIGg em cada drvore T;.

Demonstragdo. Exercicio 6.3 [ |

Figura 6.6: Exemplo de duas arvores simétricas do Teorema 6.2. Bob vence
tanto as variantes normal e misére em ambas. Ajp, A, Bi, By indicam a
primeira e segunda jogadas de Alice e Bob, respectivamente.

No exemplo da Figura 6.6, se Alice escolhe v} na 1? jogada, Bob escolhe
v{ e entdo v5 e vy ndo podem mais ser escolhidos. Suponha que Alice
seleciona vg na 2* jogada (e entdo vj nao pode mais ser escolhido). Na
variante normal, Bob escolhe vf. Na variante misére, Bob percebe que
escolher v ird gerar subdrvores nao-selecionadas de tamanho 1 e entdo, ao
invés de vy, ele escolhe o vizinho de vf tal que esse nimero de subdrvores
de tamanho 1 seja impar (v na 1* arvore e v% na 2* arvore da Figura 6.6).

O Teorema 6.1 para arvores é estendido com técnicas semelhantes para
grafos de blocos e cacti por Dailly, Gahlawat e Myint (2024).

6.3 Nimbers do jogo HG, de Envoltoria

O jogo HG, foi estudado recentemente por Benesh et al. (2025) e S. N.
Aratjo et al. (2024). Nesta segdo, mostramos alguns de seus resultados.
Dado um grafo G, denotamos por Hg(G) a familia de conjuntos de en-
voltéria minimais de G (minimal hull sets) na convexidade geodésica, ou
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seja, conjuntos minimais cujo fecho convexo é o grafo inteiro. A Figura 6.7
apresenta os grafos Cy e P; com seus conjuntos Hq(G).

B
@—3 @—0—0—@
Cy Py

Figura 6.7: Ilustracdo dos conjuntos H(Cy) composto por {vi,v3z} e
{v2,v4}, € H(Py) contém apenas {vq, v4}.

O teorema abaixo mostra uma condi¢do natural para grafos com um
Unico conjunto de envoltéria minimal e um exemplo para grafos split com-
pletos, definido abaixo. A operagao de juncao (join) G+ G2 de dois grafos
disjuntos GG1 e G consiste em incluir todas as arestas possiveis v1v9 em que
v1 € V(G1) e v2 € V(G3). Um grafo é split completo se é do tipo K, +K,
(juncdo do grafo completo K,, e do complemento K,,).

Teorema 6.3 (Benesh et al. 2025). Se o conjunto S de vértices simpliciais
de G € um conjunto de envoltdria, entdo Hq(G) = {S}. Portanto, se G é
um grafo split completo Ky, + K,, com n > 2, entio, Hqe(G) = {V(K,)}.

Demonstracio. Seja A € Hq(G) um conjunto de envoltéria minimal. Note
que na convexidade geodésica, todo conjunto de envoltéria deve conter to-
dos os vértices simpliciais. Portanto, S C A e, como S é minimal, en-
tdo A ndo pode ser maior que S. Logo, A = S. Os vértices de K,
sdo simpliciais em G e formam um conjunto de envoltéria. Portanto,

He(G) = {V(Kn)}- n

Esse resultado é estendido no teorema abaixo para grafos ptolemaicos,
onde um grafo é ptolemaico se é cordal (todo ciclo induzido é um tridngulo) e
distancia-hereditaria (todo caminho induzido é minimo). Sabe-se também
que um grafo é ptolemaico se e s se, para cada duas cliques maximais
que se intersectam, sua intersecao é um separador que desconecta as duas
cliques. Em um grafo de blocos, essa intersecdo de duas cliques maximais
consiste apenas de um vértice que separa as duas cliques. Todo grafo split
(ndo necessariamente completo) e todo grafo de blocos é ptolemaico. Ver
exemplo da Figura 6.8.
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Grafo de Blocos Grafo Ptolemaico

Figura 6.8: Exemplo de grafo de blocos e de grafo ptolemaico. Todo grafo
de blocos é ptolemaico.

Teorema 6.4 (S. N. Araujo et al. 2024). Seja G um grafo ptolemaico. Entdo
Alice vence 1Gg e HGg se e s6 se n é impar na variante normal ou n € par
na variante misere.

Demonstragdio. O resultado para HGg segue do fato de que o conjunto de
vértices simpliciais em qualquer grafo ptolemaico é um conjunto de envol-
toria (Farber e Jamison 1986). O resultado para IG, segue do fato de que
grafos ptolemaicos sdo cordais e distancia-hereditaria, e que todo vértice de
um grafo cordal estd num caminho induzido entre dois vértices simpliciais
e todo caminho induzido é minimo em um grafo distancia-hereditaria. ®m

Benesh et al. (2025) também calculou o nimber do jogo HG, em varias
classes de grafos, resumidos na Tabela 6.1, tanto para variante normal como
misere.

6.4 Jogos de Envoltoria sao PSPACE-completos

E ficil verificar que os quatro jogos IGg, HGg, CIGg e CHGg estao
em PSPACE, tanto na variante normal, como misére e de otimizacao, pelo
Teorema 5.1 por serem jogos limitados (ver definigdo no Capitulo 5).

Com relagdo a PSPACE-completude, a complexidade dos jogos IGg e
CIG, de intervalo geodésico permanece em aberto, nas 3 variantes (nor-
mal, misere e de otimizagdo). Recentemente, S. N. Aradjo et al. (2024)
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Tabela 6.1: Nimbers do jogo HG, em diferentes classes de grafos, onde
imp(k) = k mod 2 indica se k é impar e, num grafo multipartido completo,
o e A sdo os numeros de partes com 1 vértice e com mais de 1 vértice, resp.

Classe Restricbes | nimber (normal) | nimber (misére)
Split Ky 1 Ky [m=Linz=2]  mp(V(@) | 1 mp(V(@)]
Bloco G imp(|V(G))) 1 —imp(|V(G)|)
. n=412 . 1
Ciclo C, =130 imp(n) 0
Hipercubo @, n > 2 0 0
2=m<n . 0
Grade P,,0P, 5<m<n imp(mn) 3 tmp(m 1)
Multipartido A e {0,1} imp(|V(G))) 1 —imp(|V(G)|)
Completo 2<A=20 2 -imp(o) .
Koy ,...omy, 2<)A=1 imp(o) imp(A + )
m=1n=4 2
m=1,n>4 . 1 — imp(|V(G)))
Roda Gen. Wy, ,, mS2n=3 imp(|V(G)))
m>2,n2>4 0 1

provaram que os jogos HGgz e CHGg de envoltéria sdo PSPACE-completos,
nas variantes normal e misere, com redugoes semelhantes a do Teorema 5.4
sobre o Jogo de Formacao de Conjunto Convexo (CSFGy).

Teorema 6.5 (S. N. Araujo et al. 2024). HG, ¢ CHG, sdo PSPACE-completos
nas variantes normal e misére, mesmo em grafos com diametro dois.

Demonstragao. Deixamos a prova da variante misere como Exercicio 6.2,
por ser muito mais facil e quase igual a do Teorema 5.4.

Considere entao, para a variante normal de HGg, a mesma redugao
do Teorema 5.4 a partir do jogo CLIQUE-FORMING, que por simplicidade
também chamaremos de JFC (Jogo de Formacao de Cliques), com instancia
H, mas adicionando a G quatro novos vértices wi, w}, we e wh, de modo
que N[wi] = N[w]] e N{ws] = N[wj]. Veja a Figura 6.9. Note que G tem
didmetro 2.

No jogo HGg, se o conjunto S de vértices selecionados é uma clique,
diremos que estamos na Fase 1; caso contrario, estamos na Fase 2.

Suponha que Alice vence JFC em H na variante normal. Considere
que o jogo estd na Fase 1. Entao Alice joga HG; em G de acordo com sua
estratégia vencedora nos vértices de H. Entao o primeiro vértice selecionado
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Figura 6.9: Grafo da redug@o do Teorema 6.5 para a variante normal.

vo pertence a H. Se Bob escolhe um dos vértices u; ou u} (resp. ug ou uh),
Alice escolhe wy (resp. wj), vencendo pois convg({vo, u1,w2}) = V(G).
Agora considere que estamos na Fase 2. Se Bob escolhe wy ou w) (resp. ws
ou wy), Alice escolhe wy (resp. wi), vencendo, pois convg({vg, w1, wa}) =
V(G). Além disso, se Bob escolhe um vértice v; de H e existe um vértice
selecionado ndo-adjacente v; em H, entdo Alice escolhe wi ou we, vencendo,
pois convg({vs, vj,w1}) = convg({vi,vj, we}) = V(G). Com isso, Alice
sempre joga por ultimo e vence.

Agora suponha que Bob vence JFC em H na variante normal. Considere
que o primeiro vértice x selecionado por Alice ndo estd em H. Entéo
Bob escolhe o gémeo 2/ de x (vértice com mesma vizinhanga fechada).
Na segunda jogada de Bob, ele seleciona w; se S C {ug,ub} UV (H), ou
seleciona wq se S C {uq,u) }UV (H), ou seleciona uy se S C {ws, wh}UV (H)
ou S C {ug,uh,wi,wi} ou S C {ug,uh, we,wh}, ou seleciona uy se S C
{w1, Wi} UV (H) ou S C {uq,u),wy,wi} ou S C {uy,u], ws, wh}, vencendo
imediatamente. Finalmente, considere que o primeiro vértice selecionado
por Alice estd em H. Entdo, os mesmos argumentos do paragrafo anterior
podem ser usados trocando os papéis de Alice e Bob. Com isso, Bob sempre
joga por ultimo e vence.

Nao é dificil verificar que os argumentos dessa prova também sdo validos
para o jogo CHG,. |



112 6. Jogos de Convexidade em Grafos

6.5 Ultimos jogos de convexidade geodésica

Recentemente, dois novos jogos de convexidade tém sido investigados
na literatura: o Jogo da Posicdo Geral (GPGy: General Position Game),
introduzido por Klavzar, Neethu P. K. e Chandran S. V. (2022), e o Jogo
de Formacao de Conjunto Convexo (CSFGg: Convex Set Forming Game),
introduzido por Brosse et al. (2025), jd comentado no Teorema 5.4.

No jogo GPG,, Alice e Bob selecionam vértices de um grafo de modo
que o conjunto de vértices selecionados esteja em posicdo geral geodé-
sica, ou seja, nao pode haver trés vértices selecionados x, y e z tais que
y € Ig({z,2}). No jogo CSFG,, Alice e Bob selecionam vértices de um
grafo de modo que o conjunto de vértices selecionados seja sempre convexo
(geodesicamente).

Resultados do jogo GPG,

O jogo GPG, (da Posicao Geral Geodésica) é baseado no PROBLEMA
DA P0SIGAO GERAL de encontrar o maior conjunto de vértices de um grafo
em posigao geral (sem trés vértices em um caminho minimo), que, por sua
vez, é uma generalizacdo do famoso problema “No-three-in-line”* sobre a
grade m x m, que continua em aberto para m > 46 (Flammenkamp 1998).

No teorema abaixo, fazemos redugoes de JFC (Jogo de Formacao de
Clique) tanto na variante normal como na variante misere, que sao PSPACE-
completas (Schaefer 1978; Chandran S. V. et al. 2024).

Teorema 6.6 (Chandran S. V. et al. 2024). O jogo GPG, da Posicao Geral
Geodésica é PSPACE-completo mesmo em grafos com diametro 4, tanto na
variante normal como miseére.

Demonstracio. E facil ver que sdo jogos limitados e portanto estao em
PsPACE. Vamos obter uma redugao de JFC (Jogo de Formacao de Clique)
para GPG, na variante normal. Seja H uma instancia de JFC com V(H) =
{v1,...,v,}. Vamos construir um grafo G tal que Alice vence GPG; na
variante normal em G se e s6 se Bob vence JFC em H.

4 Definido inicialmente como Puzzle with Pawns no livro de Dudeney (1917), apresen-
tado pela prestigiada revista Nature no artigo “Amusements in Mathematics” (1917).
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Seja G o grafo obtido de H incluindo um novo vértice u vizinho de todo
vértice de H e um novo vértice a; (“amigo” de v;) para todo vértice v; de
H, cujo tnico vizinho é v;. Note que G tem didmetro 4 (Figure 6.10).

Grafo G u
Grafo H
Lo : —® |
@ @ @

Figura 6.10: Reducéo de JFC para GPG, (normal), onde H tem vértices
v;. Alice vence GPG, em G se e s6 se Bob vence JFC em H.

Se Alice seleciona v; (resp. a;) em sua primeira jogada no jogo em G,
Bob vence imediatamente selecionando a; (resp. wv;), pois todo caminho
minimo para a; passa por v;. Logo podemos assumir que Alice seleciona
u em sua primeira jogada. Depois disso, considere v; e v; nao adjacentes.
Note que néo é possivel selecionar durante o jogo z; € {v;,a;} e z; €
{vj,a;}, pois o caminho minimo de z; a z; passa por u. Também nao
podem selecionar v; e a;, pois u — v; — a; € um caminho minimo.

Seja C' o seguinte conjunto de vértices durante o jogo: se v; ou a; foi
selecionado em GPGg, adicione v; a C. Vimos entdo que C é sempre uma
clique de H e podemos assumir que os jogadores sé selecionam vértices de H
depois da primeira jogada de Alice (em ), pois jogar em a; é essencialmente
0 mesmo que jogar em v;.

Portanto, se Bob vence JFC em H, entao Alice vence GPG, em G, pois
Alice sera a segunda a jogar em H. Além disso, se Alice vence JFC em H,
entao Bob vence GPGg em G, pois serd o primeiro a jogar em H.

Para a variante misere, a reducdo é um pouco mais complicada, ilustrada
na Figura 6.11, e é deixada como Exercicio 6.4. |

Resultados do jogo CSFG,

A variante mais investigada por Brosse et al. (2025) foi a de otimizagao,
em que Alice deseja maximizar o numero de vértices selecionados e Bob
deseja minimizar. Seja gen(G) (game convexity number) o nidmero jogo
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Grafo G u

PO =—

6800 s ob e obk

Figura 6.11: Reducao de JFC misere para GPG, misere. Alice vence GPG,
misére em G se e s6 se Bob vence JFC misere em H.

de convexidade, que é o maior inteiro k tal que Alice garante k vértices
selecionados no final do jogo.

Um grafo é convexdvel (do inglés, convezable) se ge(G) = |V(G)|, ou
seja, Alice consegue forcar a selecdo de todos os vértices durante o jogo.
Brosse et al. (2025) provaram que todo grafo convexavel é cordal. O lema
abaixo e a Figura 6.12 mostram exemplos de grafos cordais convexaveis e
de grafos cordais ndo convexdveis, onde os grafos Fj e F] sdo obtidos do
caminho P, adicionando 1 ou 2 vértices universais, respectivamente.

Figura 6.12: F; e F sdo convexaveis, mas Fg nao é.

Lema 6.7. F; e F. sao convexdveis, mas Fy para k > 6 ndo € converdvel.

Demonstragdo. No grafo Fy, Alice primeiro seleciona vs e entdao Bob sé
pode selecionar vg, vy ou vg. Se Bob seleciona vy, Alice seleciona vs. Se
Bob seleciona v ou vy, Alice seleciona vg. Depois disso, note que vq € v5 nao
podem ser selecionados antes de seus vizinhos ve e v4 serem selecionados.
Portanto, todos os vértices serdo selecionados e F5 é convexavel.

No grafo F7, Alice primeiro seleciona v4 e entdo Bob sé pode selecionar
v0, V), v3 ou vs. Se Bob seleciona vy ou v, Alice seleciona vz. Se Alice
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seleciona v3 ou vs5, Bob seleciona vy. Depois disso, Bob é forcado a selecionar
vo ou vy, e entdo Alice seleciona vs ou vs em seguida. Portanto, os vértices
selecionados até esse ponto sdo exatamente vy, v(, v3, v4 € v5. Bob nao
pode selecionar v; nem v7. Entao ele é forcado a selecionar vy ou vg, €
Alice consegue garantir que todos os vértices sejam selecionados.

Agora considere o grafo Fg. Suponha que Alice seleciona vs primeiro.
Entao Bob seleciona vy, Alice é forcada a selecionar vg e entao Bob seleciona
vg, garantindo que vy e v5 ndo podem ser selecionados durante o jogo. Se
Alice seleciona v em sua primeira jogada, Bob seleciona v e voltamos a
mesma situacgdo anterior. Suponha entdo que Alice seleciona v; em sua
primeira jogada. Entdo Bob seleciona wve, Alice é forcada a selecionar vg
e, em seguida, Bob seleciona vs, garantindo que v3 e v4 nao podem ser
selecionados durante o jogo. Analogamente, por simetria, se Alice seleciona
V4, U5 OU Vg em sua primeira jogada. Portanto, Fg ndo é convexdvel. E
possivel estender facilmente para Fj com k > 6. [ |

Ja mencionamos que grafos ptolemaicos sao os grafos cordais (todo ciclo
induzido é um tridngulo) e distancia-hereditéria (todo caminho induzido é
minimo). Note que Fj e F}, sdo cordais para k > 1, mas nao ptolemaicos
para k > 4. O teorema abaixo resolve o jogo CSFGy para grafos ptolemaicos
nas variantes normal, misere e de otimizagao.

Teorema 6.8. Seja G um grafo com n vértices. Se G € ptolemaico, entdo
G ¢é convexdvel, ou seja, gen(G) = n. Além disso, Alice vence CSFGg na
variante normal (resp. misére) se e sé se n é impar (resp. par).

Demonstracdo. Seja G um grafo ptolemaico conexo. Vamos provar um
resultado mais forte: para todo conjunto convexo K C V(G), existe v €
V(G)\ K tal que K U{v} é convexo. Em palavras, Alice e Bob sempre tém
um vértice para jogar em seu turno.

Seja C' uma componente conexa de G — K e seja S = N(C) C K. Se
S = {a}, entdo todo vizinho v de a em C ¢é tal que K U {v} é convexo.
Entdo assuma que |S| > 1 e sejam a,b € S. Suponha inicialmente que a e
b ndo sdo vizinhos e tome a e b com distancia minima. Seja P um caminho
minimo a-b e seja (Q um caminho induzido a-b cujos vértices internos estao
em C. Como K é convexo, entdo V(P) C K e @ é maior que P. Se todo
vértice interno de P estd em K \ S, entdo P U @ é um ciclo induzido com
pelo menos 5 vértices, contradigao, pois G é cordal. Pela minimalidade da
distancia entre a e b, temos que V(P) C S e P = (a,z,b) tem 3 vértices
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para algum x € S. Como G é cordal, todo vértice interno de @) é vizinho de
x. Logo, QU{z} contém um Fy induzido, contradigéo, pois G é ptolemaico.

Portanto, a e b sdo adjacentes e, consequentemente, S é uma clique.
Sejam ¢ € C' e G’ um grafo cordal obtido de G adicionando um novo
vértice b vizinho de todo vértice de S. Entao .S é um b-c separador minimal
de G’ e, pelo Lema A.1, existe um vértice v € C vizinho de todo vértice de
S. Logo K U {v} é convexo em G. ]

Com isso, temos que todo grafo ptolemaico é convexavel e todo grafo
convexavel é cordal, mas nem todo grafo cordal é convexédvel (como Fj
para k > 6) e nem todo grafo convexdvel é ptolemaico (como F5 e F}). O
problema de caracterizar os grafos convexaveis permanece em aberto.

6.6 Jogos de convexidades nao geodésicas

Além da convexidade geodésica, outras convexidades de grafos foram
estudadas na literatura. Segundo J. Araijo et al. (2025), é possivel definir
uma convexidade C sobre um grafo G = (V, E) a partir de uma funcao de
intervalo I¢ : 2V — 2V satisfazendo I¢(0) = 0, 1c(S) 2 S e I¢(S) C 1c(S)
para S C S’ C V. Como exemplo, convexidades de caminho sao definidas
a partir de uma familia P de caminhos em G de modo que I¢(S) é §
e mais todo vértice em um caminho de P entre dois vértices de S. A
convexidade geodésica, a convexidade monofonica e as convexidades P3 e P3
sdo definidas tomando P como a familia de caminhos minimos, de caminhos
induzidos, de caminhos P5 e de caminhos P3 induzidos, respectivamente.

Um conjunto é convezo na convexidade C se I¢(S) = S, e o fecho convexo
conve(S) é o menor conjunto convexo na convexidade C que contém S. Com
isso, todos os jogos da convexidade geodésica vistos nas segbes anteriores
podem ser estendidos para qualquer convexidade C de grafos.

Para convexidade monofonica, usa-se o subscrito m (de monofénica) ao
invés de g (de geodésica), como Iy (S), convy(S) e os jogos IGy, CHGy, e
CSFGy,. Nao é dificil ver que os Teoremas de 6.1, 6.2, 6.3, 6.4 e 6.6 também
valem para convexidade monofénica, substituindo os subscritos g por m, e
substituindo os grafos ptolemaicos por grafos cordais no Teorema 6.4.

Também ¢é possivel considerar convexidades em grafos direcionados,
onde a fungdo de intervalo I¢(S) considera apenas caminhos direcionados.
Como exemplo, seja G' o grafo direcionado da Figura 6.13 no jogo iCIGyy-
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PARTIZAN: jogo CIG inicializado, na convexidade monofénica, em que Alice
(resp. Bob) s6 pode selecionar vértices rotulados A ou C' (resp. B ou C).

@ @/ ®
® @ @
@ B
@

Figura 6.13: Jogo Hackenbush em &rvores pode ser modelado como o jogo
iCIG,-PARTIZAN em DAG com uma fonte, um sumidouro e demais vértices
com grau de entrada 1, onde o sumidouro (em cor cinza) ja estd selecionado
no inicio do jogo e m representa a convexidade monofénica.

E facil ver que é possivel modelar o classico jogo Hackenbush (definido
abaixo) em &arvores através do jogo iCIG,-PARTIZAN em DAG’s (grafos
direcionados aciclicos) com uma fonte®, um sumidouro e demais vértices
com grau de entrada 1. No jogo Hackenbush, existem pontos conectados
por segmentos de linha coloridos em azul, vermelho ou verde. Alguns pontos
estdo no “chao”. Alice e Bob se alternam cortando segmentos. Alice (resp.
Bob) sé pode cortar um segmento azul (resp. vermelho) por jogada. O
segmento cortado é eliminado juntamente com quaisquer outros segmentos
que ja nao estejam ligados ao chdo. O jogo segue a convengdo de jogo
normal: o ultimo a jogar vence. Veja a Figura 6.13 para o exemplo de uma
arvore Hackenbush e seu jogo equivalente em iCIGy,-PARTIZAN sobre um
DAG.

6.7 Exercicios

Exercicio 6.1. Complete a prova do Teorema 6.1 e escreva o algoritmo des-
crito nesta demonstragao.

Exercicio 6.2. Prove que a variante misere de HG, ¢ PSPACE-completa.

5 Ver Capitulo A para terminologia de grafos direcionados.
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Exercicio 6.3. Prove o Teorema 6.2.

Exercicio 6.4. Termine a prova do Teorema 6.6, mostrando que o Jogo da
Posigdo Geral geodésica é PSPACE-completo na variante misere, usando a
reducdo da Figura 6.11.



Jogos de Coloracao
em Grafos

“The complexity of the Coloring Game
is an interesting open problem”

Hans Bodlaender, 1991, problema s6 resolvido em 2020.

“The Coloring Game exhibits some strange properties”
Xuding Zhu, 1999.

Coloragao em Grafos surgiu da famosa Conjectura das 4 Cores, pro-
posta por Francis Guthrie em 1852, que afirmava que todo mapa pode ser
colorido com 4 cores de modo que regioes vizinhas tenham cores diferentes.
Guthrie passou o problema a Augustus De Morgan, um dos maiores mate-
maticos da época, que depois o passou a outro grande matematico, William
Hamilton, mas ambos nao conseguiram resolvé-lo. Em 1879, Kempe obser-
vou o Problema das 4 Cores como um problema em grafos planares, criando
um vértice para cada regido e uma aresta entre vértices de regioes vizinhas.
Com isso, Kempe propos uma demonstracao da conjectura, que foi muito
celebrada, mas que foi provada incorreta depois de 11 anos por Heawood.
Apesar disso, a prova de Kempe levou ao Teorema das 5 Cores.

Formalmente, dado um grafo G = (V,E) e um inteiro £k > 0, uma
k-coloragao prépria de G é uma funcdo ¢ : V. — {1,2,... k} tal que,
para todo par de vértices adjacentes u e v, temos c(u) # ¢(v). O ntmero
cromético de um grafo G, denotado por x(G), é o menor k para o qual
G admite uma k-coloragdo propria de seus vértices. A Conjectura das
4 Cores passou a ser entdo equivalente a mostrar que todo grafo planar
G tem x(G) < 4. A conjectura ficou em aberto por mais de 100 anos,
tendo sido provada verdadeira por Appel e Haken (1976), na primeira prova
matematica auxiliada por computador na histéria.
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Desde entdo surgiram diversas variantes do problema de coloracao de
grafos, como coloragao completa (Harary e Hedetniemi 1970; Taranchuk e
Timmons 2024), b-coloragao (Irving e Manlove 1999; Dettlaff et al. 2024),
coloragao de arestas (Holyer 1981), coloragao harmoniosa (Hopcroft e Krish-
namoorthy 1983; Asdre, Ioannidou e Nikolopoulos 2007) e coloragdo com
listas (Thomassen 1995; Kaul e Mudrock 2019).

Brams propos o primeiro jogo de coloragao, o qual foi descrito por Mar-
tin Gardner (1981) em sua coluna “Mathematical Games” da prestigiada
revista Scientific American. Esse jogo ficou esquecido e, depois de dez anos,
Bodlaender (1991) reinventou de modo independente os primeiros jogos de
coloracdo em grafos. Dado um grafo G e um inteiro k, Alice e Bob se alter-
nam selecionando e colorindo um vértice nao colorido de G com uma cor
em {1,...,k} de modo que vértices adjacentes tenham cores diferentes.

Na variante normal (resp. misere), o tltimo a jogar vence (resp. perde).
Na variante de otimizagao, Alice vence se todo vértice for colorido. Por
exemplo, no tridngulo K3 usando k£ = 1 cor, Alice vence a variante normal
e perde as variantes misere e de otimizacdo. Usando k = 2 cores no Kj,
Alice vence a variante misére e perde as variantes normal e de otimizacéao.
Finalmente, usando k = 3 cores no K3, Alice vence as variantes normal e
de otimizacdo e perde a variante misere.

Para diferenciar as variantes, denotamos por “Jogo Normal de Colora-
¢ao” e “Jogo Misere de Coloragdo” as variantes normal e misere, respecti-
vamente. O Jogo Normal de Coloragdo é PSPACE-completo pelo Teorema
5.5 de Bodlaender (1991). O Jogo Misere de Coloragao é PSPACE-completo
com 1 cor por uma reducao direta do jogo KAYLES-MISERE, provado Ps-
PACE-completo por Chandran S. V. et al. (2024).

O termo “Jogo de Coloragao” sera usado para a variante de otimizacao,
que é a mais investigada na literatura e serd o tema principal deste capitulo.
Nesta variante principal, define-se o nimero jogo cromdtico x4(G) como o
menor niamero k de cores tal que Alice garante que todo vértice de G seja
colorido. Claramente x(G) < x4(G) < A(G) + 1 (Exercicio 7.1).

7.1 Propriedades do Jogo de Coloracao

Zhu (1999) afirma que o jogo de coloragao “exibe algumas propriedades
estranhas”. Por exemplo, uma suposi¢ao plausivel é que Alice tem vantagem
por comecar o jogo. Mas, isso nem sempre é verdade. No grafo caminho
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Figura 7.1:  Grafo bipartido K7 ,: a; € vizinho de todo b;, exceto b;. O

grafo K* ¢é obtido de K, adicionando um vértice.

P4, Bob pode colorir um néo-vizinho do primeiro vértice de Alice como
uma cor diferente, forgando 3 cores. Mas, se Alice ndo joga primeiro, ela
pode colorir um néo-vizinho do vértice de Bob com a mesma cor, forcando
apenas 2 cores. A diferenca do ntimero de cores nesse exemplo é pequena
(apenas 1), quando se invertem a ordem dos jogadores.

No entanto, existem grafos bipartidos em que essa diferenca pode ser
arbitrariamente grande. Seja K7, ,, o grafo obtido do grafo bipartido com-
pleto K, ,,, removendo um emparelhamento perfeito (Figura 7.1). Se Alice
comega o jogo em K, Bob consegue forgar n cores, colorindo a; (resp.
b;) sempre que Alice colorir b; (resp. a;), usando a mesma cor e impedindo
que esta cor seja usada nos demais vértices. Se Bob comeca, Alice vence
em K7, com apenas 2 cores, colorindo em sua primeira jogada o vértice
a; (resp. b;), onde b; (resp. a;) foi o primeiro vértice colorido por Bob,
usando uma cor diferente e garantindo que a cor de a; deve ser usada em

todo vértice de {aq,...,a,} e a cor de b; deve ser usada em todo vértice de
{b1,...,bn}.
Note também que a situacdo se inverte no grafo K,”, obtido de K,

adicionando apenas um vértice isolado. Resumidamente: x,(K},) = n,
mas Xg(K,%,) = Xg(Knpn) = 2. Esse exemplo também mostra que o ntimero
jogo cromatico x4(G), ao contrario do niimero cromético tradicional x(G),
nao € hereditéario, pois K, , € subgrafo induzido tanto de K}, como de
K, », mas possui nimero jogo cromatico muito maior.

Uma outra questao interessante e aparentemente trivial € a seguinte: se
Alice vence o jogo de coloragdo com k cores em um grafo G, entdo Alice
também vence com k -+ 1 cores em G? Embora pareca 6bvio que a resposta
a essa pergunta seja sim (afinal mais cores deveriam ajudar Alice e nao
atrapalhar), até hoje ndo se sabe a resposta. A conjectura abaixo é uma

reformulacdo equivalente dessa questao.
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Conjectura 1 (Zhu 1999). Para qualquer k > x,4(G), Alice vence o jogo de
coloracao em GG com k cores.

7.2 Limitantes para x,(G)

Nesta se¢do, vamos mostrar alguns limitantes para x,(G) em algumas
classes de grafos. Desde sua criacdo, o niimero jogo cromatico x4(G) atraiu
consideravel atencéo e foi estudado por varios pesquisadores. A seguir,
listamos varios limitantes e outros resultados da literatura.

Faigle et al. (1993) mostraram que x4(G) < 3 - w(G) — 2 em grafos
de intervalo e provaram que x,4(G) < 4 em florestas. Dunn et al. (2015)
caracterizaram as florestas com x4(G) = 2 e obtiveram um algoritmo de
tempo polinomial para florestas sem vértices de grau 3. Sidorowicz (2007)
provou que x4(G) < 5 em cacti. Dinski e Zhu (1999) provaram que x4(G) <
kE(k + 1) para todo grafo com ndmero cromético aciclico k. Zhu (2000)
provou que X4(G) < 3k + 2 em k-arvores parciais para k > 2. Bohman, A.
Frieze e Sudakov (2008) investigaram x4(Gpp) para o grafo aleatério Gy,
de Erdés-Renyi com relagao a seu comportamento assintotico. Bartnicki et
al. (2008) obtiveram valores exatos para o produto cartesiano de Ky com
caminhos, ciclos e grafos completos. Em grafos planares, sdo conhecidos
os quatro resultados a seguir. Kierstead e Trotter (1994) provaram que
Xg(G) < 7 em grafos periplanares. Zhu (2008) provou que x4(G) < 17 em
grafos planares quaisquer. Sekiguchi (2014) provou que x4(G) < 13 se a
cintura é pelo menos 4. K. M. Nakprasit e K. Nakprasit (2018) provaram
que x4(G) < 5 se a cintura é pelo menos 7.

Seja G uma classe de grafos, para mostrar um limite superior K para
Xg(G), basta que se demonstre que Alice possui uma estratégia vencedora
com K cores para qualquer G € G. Para demonstrar um limite inferior de
K + 1 cores, demonstramos que Bob possui uma estratégia vencedora com
K cores para qualquer G € G.

Arvores sdo grafos aciclicos conexos e estdo entre os grafos conexos mais
simples. Assim, sdo um bom ponto de partida para se investigar limitantes
para o Jogo de Coloracao.

Teorema 7.1 (Faigle et al. 1993). Se T' é uma drvore, entio x4(T) < 4.

Demonstra¢do. Vamos mostrar uma estratégia vencedora para Alice usando
4 cores em uma arvore qualquer T'. Alice inicia o jogo colorindo um vértice
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qualquer r de T. Seja T} a subarvore minimal de T que contém os k
primeiros vértices coloridos. Note que V(T71) = {r}.

Seja v; 0 i-ésimo vértice colorido. Suponha que Bob colore v; para um
certo i. Seja P o inico caminho entre r e v; em T e seja u; o vértice mais
distante de 7 em V(P) NV (T;_1). Alice decide qual serd o vértice viy; a
colorir no turno seguinte de acordo com as regras abaixo em ordem:

R1: Se u; ndo esta colorido, Alice colore u;;

R2: Se u; esté colorido e existe um vértice w; nao colorido em T;, Alice
colore w;.

R3: Se todo vértice de T; ja estd colorido, Alice colore um vértice x; nao
colorido e adjacente a V (T5).

Nao precisamos nos preocupar com as cores exatas utilizadas nos vér-
tices, pois, como iremos demonstrar abaixo, a estratégia de Alice garante
que todo vértice ndo colorido tem no maximo 3 vizinhos coloridos e por-
tanto sempre possui uma cor disponivel. Seja v um vértice ndo colorido em
determinado momento do jogo que contém trés vizinhos coloridos a,b, c.
Sem perda de generalidade, assuma que a, b, ¢ foram coloridos nessa ordem,
embora nao necessariamente em jogadas consecutivas.

Suponha primeiro que v estd no caminho entre r e a. Portanto v per-
tence a arvore T; sendo i o turno em que a foi colorido. Seja d € {b, c} um
desses dois vértices que ndo estd no caminho entre v e r. Pelas regras, nao
serd Alice a colorir d (pois v ainda nao esta colorido) e portanto, quando
Bob colorir d, Alice ird colorir v pela regra R1.

Suponha agora que v ndo estd no caminho entre r e a. Sejam Tj e T,
as subdrvores de T que tem, respectivamente, b e ¢ como raizes. Se c¢ foi
colorido por Bob, entdo Alice colore v em seguida pela regra R1. Se ¢ foi
colorido por Alice, entdo havia pelo menos um vértice colorido em T}, (e.g.
b) e um vértice colorido em 7, antes da ultima jogada de Bob, mas neste
caso v ja teria sido colorido por Alice pela regra R1. [ |

Muitos dos limitantes mostrados no inicio desta se¢do para o Jogo de
Coloracao foram obtidos a partir do Jogo de Marcagdo. Nesse jogo sobre
um grafo G e um inteiro k, Alice e Bob se alternam marcando vértices de G.
Bob vence se surgir algum vértice nao marcado com k vizinhos marcados;
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caso contrario, Alice vence. O nimero jogo de colorag¢io coly(G) de um
grafo G é o menor k tal que Alice vence o Jogo de Marcacio em G.

Note que, se Alice vence o Jogo de Marcagao em G com inteiro k, entao
ela vence o Jogo de Coloragao em GG com k cores. Basta ela considerar que
os vértices coloridos estdo marcados. Assim Alice garante que todo vértice
nao colorido sempre possui no maximo k — 1 vizinhos coloridos. Portanto
Xg(G) < coly(G) para todo grafo G.

O Jogo de Marcagao foi implicitamente usado na prova do Teorema 7.1
sobre arvores (Exercicio 7.2). Ao contrario de x4(G), sabe-se que colyg(G)
¢ monotonico, isto é, coly(H) < coly(G) para todo subgrafo H de G (Wu e
Zhu 2008). Esse comportamento mais intuitivo de coly é um dos motivos
que fazem do Jogo de Marcagdo uma excelente ferramenta para mostrar
limites superiores para x4(G).

Um grafo G é um cactus se quaisquer dois ciclos distintos de G compar-
tilham no méaximo 1 vértice. Sidorowicz (2007) mostrou que coly(G) < 5
para todo cactus G. Portanto, x4(G) < 5 se G é um cactus. O lema abaixo
mostra que existem infinitos cacti para os quais este limite é apertado.

Lema 7.2 (Sidorowicz 2007). Existem infinitos cacti G tais que x4(G) > 5.

Demonstracdo. Seja G o grafo composto de k > 7 tridngulos com vértices
{pi, v, v5]1 < i < k} tal que, para 1l < i < k, temos vl = vi“. Cada vértice
v% é adjacente também a 4 vértices de grau 1. O grafo G é claramente um

J
cactus e pode ser visto na Figura 7.2.

Figura 7.2: Cactus G composto por k > 7 tridngulos e vértices pendentes.

Para o limite inferior de x4(G), mostramos uma estratégia vencedora
para Bob com 4 cores a partir de configuragoes em que Bob consegue obter
um vértice nao colorivel e, por fim, mostrar que Bob consegue obter uma
dessas configuragoes no Jogo de Coloracao com 4 cores no cactus G. Seja
¢t + V. — {0,vermelho, azul, verde, amarelo} a coloragdo parcial de G no
turno t, onde ¢;(v) = 0 significa que v nao foi colorido ainda.
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A Configuragdo 0 ocorre quando Bob é o préoximo a jogar e existe um
vértice v nao colorido com 3 vizinhos x,y, z coloridos com cores distintas
e um vizinho w nao colorido que pode receber uma cor distinta de z, y
e z. Bob pode colorir w tornando v néo colorivel (4 cores distintas em
sua vizinhanga), vencendo o jogo. As demais configuragdes vencedoras de
Bob sao vistas na Figura 7.3, com alguns vértices coloridos em destaque.
Os demais vértices nao estdo coloridos e as folhas dos subgrafos ndo devem
possuir nenhum vizinho colorido (Note que algumas das folhas dos subgrafos
podem ser vértices da clique vizinha). O conjunto de cores pode ser alterado
desde que a relacao de igualdade entre as cores dos vértices permaneca.

Configuracao 1 (Figura 7.3a). Suponha primeiro que Bob é o préximo
a jogar em (1. Ele colore uma das folhas de a de verde. Se Alice ndo colorir
a, surge a Configuracdo 0 em a. Se Alice colorir a (de amarelo), surge a
Configuracao 0 em c. Suponha agora que Alice é a préxima a jogar. Se ela
colorir a ou ¢, deixa uma Configuracao 0 para Bob e ele vence. Se ela colorir
uma das folhas de a (resp. ¢) de vermelho, entdao Bob colore uma das folhas
de ¢ (resp. a) de verde. Em todo caso, Bob obtém uma Configuragao 0.

Configuracao 2 (Figura 7.3b). E o turno o turno de Bob. Ele colore
uma das folhas de ¢ com vermelho e obtém a Configuragao 1.

Configuraciao 3 (Figura 7.3c). E o turno o turno de Bob. Ele colore
b com azul (ou outra cor disponivel) e obtém a Configuracao 1.

Configuracao 4 (Figura 7.3d). Se for o turno de Bob, ele estd em uma
Configuracao 2. Se for o turno de Alice e ela ndo jogar em a, b ou em uma
de suas folhas, ela deixa uma Configuragao 2 para Bob. O mesmo acontece
se ela nao jogar em ¢, d ou em uma de suas folhas.

Configuracao 5 (Figura 7.3e). Se for o turno de Bob, ele estd em
uma Configuracéo 3. Se for o turno de Alice, ela deve colorir b ou uma de
suas folhas para evitar uma Configuragdo 3. Se ela colorir b, Bob obtém
uma Configuragao 2. Se ela colorir uma das folhas de b, entdo Bob colore
b. Qualquer que seja o vértice colorido por Alice em seguida, Bob podera
obter uma Configuracdo 2 no turno seguinte.

Configuracao 6 (Figura 7.3f). Se for o turno de Bob, ele est4 em uma
Configuracao 3 (dir) e Configuragdo 2 (esq). Se for o turno de Alice, ela
deve colorir a para evitar as Configurages 2 e 3. Se Alice colorir a, deve
ser com uma cor diferente de vermelho, gerando uma Configuragao 2.

Configuracao 7 (Figura 7.3g). Suponha primeiro que Bob é o préximo
a jogar. Ele colore uma das folhas de e com a cor vermelha. Independente
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b b

(a) G4 (b) G2

Ok

(c) G3.

(9) G7

Figura 7.3: Configuragoes Vencedoras para Bob em GG. Os Vértices coloridos
estdo em destaque. As folhas de cada um dos grafos apresentados néo
possuem nenhum vizinho colorido no grafo G.

da jogada de Alice, ele obterda uma Configuragdo 3 ou uma Configuragao
1 em seguida. Suponha agora que Alice é a proxima a jogar. Alice nao
pode colorir b ou ¢, pois geraria uma Configuragdo 2 ou uma Configuragao
3. Se Alice colorir e (resp. g), deve ser com a cor vermelha, sendo geraria
uma Configuragdo 2. Assim, Bob colore uma folha de ¢ (resp. b) gerando
uma Configuragdo 5. Se Alice colorir a (resp. d) digamos de azul, Bob
colore ¢ (resp. b) de verde e obtém a Configuragao 4. Se Alice colorir f de
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vermelho, ela gera uma Configuracdo 3. Se Alice colorir f com outra cor,
Bob colore uma das folhas de ¢ com vermelho e obtém uma Configuracao
6. Por fim, se Alice colorir uma das folhas de G7 ou um vértice de G que
nao pertence a Gy, entdo Bob pode ser o primeiro a jogar em G7r.
Finalmente, como k£ > 7, Bob sempre pode forcar a ocorréncia da Con-
figuracdo 7 em seu primeiro movimento, independente da primeira jogada
de Alice, vencendo o jogo de coloragdo com 4 cores no cactus G. [ |

7.3 Complexidade do Jogo de Coloracao

Bodlaender (1991) indicou o problema da complexidade do Jogo de Co-
loracdo como “wum problema interessante em aberto”, que s6 foi resolvido
quase 30 anos depois por Costa, Pessoa et al. (2020). Uma das principais
dificuldades dessa questao é definir exatamente qual é o problema de de-
cisao. Como vimos, a Conjectura 1 de Zhu (1999) permanece em aberto:
Alice vence com k + 1 cores se ela vence com k cores? Assim, é possivel
definir dois problemas de decisdo: dado um grafo G e um inteiro k,

o (Problema 1) x4(G) <k ?
o (Problema 2) Alice vence com k cores?

Os Problemas 1 e 2 sao equivalentes se e s6 se a Conjectura 1 tem
resposta afirmativa. Costa, Pessoa et al. (2020) provam que o seguinte
Problema 3, que é mais restrito e contempla os Problemas 1 e 2, é PSPACE-
completo: dado um grafo G e seu ntimero cromético x(G),

e (Problema 3) x,(G) = x(G) ?

Note que os Problemas 1 e 2 sdo generalizagoes do Problema 3, pois
eles sdo equivalentes quando k = x(G) ja que x4(G) < k = x(G) se e s6 se
Xg¢(G) = x(G), o que é verdade se e s6 se Alice vence com k = x(G) cores.

E obtida uma reducdo a partir do jogo POSCNF em que é dado um
conjunto {X1,..., Xy} de N varidveis e uma férmula CNF (forma normal
conjuntiva) com M clausulas Ci,...,Chy, que s6 tem literais positivos.
Alice e Bob se alternam valorando varidveis ainda ndo valoradas. Alice
vence se e sO se a formula é verdadeira. Assumimos que nenhuma clausula
tem todas as varidveis, pois seria satisfeita trivialmente. Como exemplo,

note que Bob vence na férmula (X1 V Xo) A (X1 VX3)A(XoV XA (X3V XY).
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Note também que, se um jogador vence POSCNF, entdo também vence
se seu oponente pode pular jogadas. Para isso, basta assumir que seu
oponente selecionou alguma varidvel e continuar jogando. Se seu oponente
seleciona essa varidvel depois no jogo, basta assumir que outra varidvel nao
selecionada foi selecionada.

Um ponto importante da redugao de Costa, Pessoa et al. (2020) é o grafo
Fy da Figura 7.4, com um vértice universal s, duas cliques K ¢ K com
B — 1 vértices cada e dois conjuntos independentes [ L = {ri,...,rop} e
1?2 = {t1,...,t25} com 23 vértices cada. Cada vértice de I ¢ adjacente
a todo vértice de K com i € {1,2}.

Figura 7.4: Grafo F;, onde K e K sio cliques de tamanho S — 1.
Os vértices 71, ...,723 sdo adjacentes a todo vértice de K@ Os vértices
t1,...,t25 sdo adjacentes a todo vértice de K@) O vértice s é universal.

Lema 7.3. Alice vence em Fy com 23— 1 cores se e $6 se ela é a primeira a
jogar e joga em s. Além disso, se um jogador vence em Fy, entdo também
vence se seu oponente pode pular jogadas.

A prova do lema acima é deixada como Exercicio 7.3. Abaixo apresen-
tamos um esboco da prova de Costa, Pessoa et al. (2020).

Teorema 7.4 (Costa, Pessoa et al. 2020). Dado um grafo G, decidir se
Xg¢(G) = x(G) € PSPACE-completo.

Demonstragio. Dada uma férmula POSCNF, seja pj para j = 1,...,M o
tamanho da cldusula C; e p = max;—;__p{p;}. Seja f =2N + M. Vamos
construir um grafo G tal que x(G) = 208 — 1, e x4(G) = 25 — 1 se e s6 se
Alice vence POSCNF.

Inicialmente, G é o grafo F} da Figura 7.4. Adicione a G um vértice
novo y. Para cada varidvel X;, adicione um vértice x; em G. Para toda
cldusula Cj, crie uma clique com vértices £;1,...,¢;,; e adicione a aresta
U kx; se e s6 se estao relacionados a mesma variavel, para k = 1,...,p;.
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Também crie o vértice £;o (ndo associado a varidveis) e ligue-o a y. Para
todo vértice £, (j =1,...,M ek =0,...,p;), substitua-o por dois vértices
gémeos (vizinhanca fechada igual) £}, e £],, cuja que sdo vizinhos dos
mesmos vizinhos de ¢; . Também adicione a clique de C; uma clique L;
com 2(8 —pj) —3 > 2N + M vértices e ligue os vértices de L; a s. Logo
toda clique de clausula tem exatamente 23 — 1 vértices.

A Figura 7.5 mostra o grafo construido G para a férmula (X; V X2) A
(X1V X3) A (XaV X4) A (X3V Xy). Nesse exemplo, N = 4 varidveis,
M = 4 clausulas, p = 2, § = 2N + M = 12 e as cliques L a Lj; tem
2(p — p) — 3 = 17 vértices cada.

Figura 7.5: Grafo G construido da férmula (X7 V Xo) A (X3 V X3) A (X2 V
X4) N (X3 V X4). Lembre que todo vértice ¢, representa dois vértices

gémeos (', e l7,: L1, Ly, L3, Ly sdo cliques com 17 vértices. Bob vence

Alice no jogo com 23 cores.

Claramente x(G) = 28 — 1 (Exercicio 7.4). Pelo Lema 7.3, Alice deve
colorir o vértice s de F} em sua 1* jogada (digamos, com a cor 1), caso
contrario, Bob consegue impedir a coloracgao total.

A ideia geral para mostrar que Alice vence com 28 — 1 cores em G se e
s0 se ela vence na férmula de POSCNF é mostrar que o tnico jeito de Bob
impedir que G seja colorido é colorir todo vizinho externo de uma clique
de cldusula com a cor 1, comegando a colorir y com a cor 1 (Figura 7.5).
Alice consegue impedir este plano garantindo que toda clique de clausula
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tenha pelo menos dois vizinhos externos com cores diferentes. Deixamos
com o leitor a missao de completar esta prova (Exercicio 7.5). [ |

A Figura 7.5 mostra um exemplo do jogo. Alice deve colorir s primeiro
(digamos, de vermelho) e Bob deve colorir y com a mesma cor. Quando
Alice colore /5 1 de verde, Bob assume que ela fez X; verdadeiro e, seguindo
sua estratégia vencedora em POSCNF de fazer X, falso, Bob colore x4 de
vermelho. Quando Alice colore ¢4 de azul, Bob assume que ela fez X3
verdadeiro e, seguindo sua estratégia vencedora em POSCNF de fazer Xo
falso, Bob colore o de vermelho. Com isso, todo vizinho externo da clique
C3 (que contém L3) tem cor vermelha e portanto essa cor ndo pode ser
usada internamente, forcando mais de 25 + 1 cores. Ou seja, Bob vence.

7.4 Outras variantes do Jogo de Coloracao

O Jogo de Coloragao principal deste capitulo (em que Alice vence se
todo vértice for colorido) foi depois investigado sob outras variantes.

Havet e Zhu (2013) propuseram o Jogo de Coloragao Gulosa, semelhante
ao Jogo de Coloragdo, mas com a diferenga que o jogador ndo escolhe a
cor do vértice selecionado, o qual é colorido com a menor cor possivel em
{1,...,k}. O game Grundy number I'q(G) é o menor nimero k tal que
Alice garante que todo vértice seja colorido. Eles provaram que I'g(G) < 3
em florestas e I'y(G) < 7 em arvores 2-parciais. Varios limitantes de x4(G)
também valem para I'j(G), como os seguintes: I'y(G) < 3w(G) — 2 em
grafos de intervalo (Faigle et al. 1993), I';(G) < 2w(G) — 1 em grafos de
intervalo unitario (Epstein e Levy 2005), I';(G) < 3k + 2 em arvores k-
parciais for k£ > 2 (Zhu 2000), I'y(G) < 7 em grafos periplanares (Kierstead
e Trotter 1994) e I'j(G) < 17 em grafos planares quaisquer (Zhu 2008).

Havet e Zhu (2013) também propuseram alguns problemas interessan-
tes. O Problema 5 de (Havet e Zhu 2013) pergunta se x4(G) é limitado
por alguma fungao computavel de I'y(G), que foi respondido negativamente
por Krawczyk e Walczak (2015). O Problema 6 de (Havet e Zhu 2013), que
permanece em aberto, pergunta se I'y(G) < x4(G) para todo grafo G.

Costa, Pessoa et al. (2020) provaram que tanto x4(G) como I'y(G) sao
PspPACE-dificeis em grafos quaisquer. Além disso, também provaram que
I'y(G) é igual a w(G) em grafos split, que serd mostrado na préxima sub-
secao, mesmo se Bob pode comecae e pular jogadas.
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Andres e Lock (2019) propuseram 5 variantes do Jogo de Coloragao:
gB (Bob comega o jogo), ga,a (Alice comeca e pode pular jogadas), ga p
(Alice comega e Bob pode pular jogadas), gp a (Bob comeca e Alice pode
pular jogadas) e g g (Bob comeca e pode pular jogadas). Eles deixaram
o problema da PSPACE-completude dessas variantes em aberto, o que foi
provado por Lima et al. (2022) para as 5 variantes. Depois, Lima et al.
(2023) estenderam esses jogos para variantes gulosas (em que a cor dada
deve ser a menor possivel) e provaram PSPACE-completude para todas as
5 variantes gulosas.

Charpentier et al. (2020) também propuseram a versao conexa do Jogo
de Coloragao: o subgrafo induzido pelos vértices coloridos deve sempre ser
conexo. Eles provaram que Alice vence com 2 cores em grafos bipartidos e
com 5 cores em grafos periplanares. Lima et al. (2022) provaram que esse
Jogo de Coloragao Conexa é PSPACE-completo tanto na variante em que
Alice comega como quando Bob comega. Depois, Lima et al. (2023) esten-
deram esse jogo para variante gulosa e provaram que o Jogo de Coloracao
Conexa Gulosa é PSPACE-completo tanto na variante em que Alice comega
como quando Bob comeca.

Finalmente, Linhares Sales et al. (2025) introduziram o Jogo de Colora-
¢ao Harmonica, provaram que é PSPACE-completo e obtiveram limitantes
para o nimero de cores em caminhos, ciclos, grades e florestas de estrelas.

Jogo de Coloracao Gulosa em grafos split

Dizemos que G é um grafo split se V(G) tem uma particao (C,S) tal
que C' é uma clique e S é um conjunto independente. Se um vértice de S é
vizinho de todo vértice de C, entdo é possivel adiciona-lo a C' e remové-lo
de S, obtendo outra particio de V(G). Podemos entao assumir que todo
vértice de S tem um nao-vizinho em C. Assim, é possivel colorir todo
vértice de C' usando as cores {1,...,|C|} e colorir cada vértice s; € S com
a cor de um nao-vizinho ¢; € C de s;. Ou seja, x(G) = w(G) = |C|.

Nessa secao, provamos que I'g(G) = x(G) em grafos split, mostrando
uma estratégia vencedora para Alice mesmo se Bob pode comecar e pular
qualquer jogada. Para isso, definimos um novo ndmero jogo cromatico,
denotado por F;(G), como o menor numero de cores tal que Alice vence o
Jogo da Coloragao Gulosa mesmo se Bob pode comegar e pular jogadas.

Note que x(G) < T'y(G) < Ty(G) < T'(G) < A(G) + 1 para qualquer
grafo G. Note também que T'y(G) pode ser muito maior que I'y(G). Por
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exemplo, considere o grafo K%, definido anteriormente (Figura 7.1), obtido
de K, ,, removendo um emparelhamento perfeito e incluindo um vértice iso-
lado. J4 vimos que I'j(K %) = 2 e que, se Bob joga primeiro, ele consegue
forgar n cores: T (K",) = n.

Teorema 7.5. Seja G um grafo split com parti¢io (C,S) tal que C é uma
clique maxima. Entao Alice vence o Jogo de Coloragio Gulosa com |C|
cores com a sequinte estratégia mesmo se Bob pode comecar e pular qualquer
jogada: se Bob coloriu um vértice de S na jogada anterior, Alice colore
um ndo-vizinho desse vértice em C, se exitir algum ndo colorido; caso
contrdario, ela colore qualquer vértice de G preferindo os vértices de C.
Portanto, T'y(G) = T (G) = x(G) = |C| em grafos split.

Demonstragio. Note que todo vértice de S tem grau < |C| — 1 e pode ser
colorido com uma cor de {1,...,|C|}. Seja entdo ¢y um vértice ndo colorido
de C escolhido em alguma jogada. Se ¢y ndo tem vizinho colorido em S,
entdo ¢y pode ser colorido com uma cor de {1,...,|C|}. Seja entdo ¢ uma
cor usada em algum vizinho de ¢y em S e seja sy o primeiro vértice de
S colorido com a cor . Entdo sg tem ¢ — 1 vizinhos c¢1,...,¢/—1 em C
coloridos antes de sg com as cores 1,...,¢ — 1, respectivamente. Se Bob
coloriu sg, entdo, pela estratégia de Alice, ela colore um nao-vizinho ¢, € C
de sg imediatamente apds, se existe um nao colorido, ou sg ja tem um nao-
vizinho colorido ¢; € C. Se Alice coloriu sg, entdo, pela estratégia de Alice,
todo vértice de C foi colorido antes de sg. Em todo caso, assumindo que ¢y
¢é o primeiro nao-vizinho colorido de sg em C', temos que ¢ foi colorido com
a cor £, pois ¢y é vizinho de cj,...,c/_1 € ¢ ndo tem vizinho em S com a
cor ¢ (ja que sp é o primeiro com a cor £ em S). Com isso, concluimos que
C tem um vértice com a cor £ antes de colorir ¢y. Como isso vale para todo
cor ¢ dos vizinhos de ¢y em S, temos que toda cor diferente aparecendo na
vizinhanca de ¢g também aparece em C. Portanto, ¢y pode ser colorido
com uma cor de {1,...,|C|}. ]

7.5 Exercicios
Exercicio 7.1. Prove que x(G) < x4(G) < A(G) + 1.
Exercicio 7.2. Prove que coly(F') < 4 para toda floresta F.

Exercicio 7.3. Prove o Lema 7.3.
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Exercicio 7.4. Prove que x(G) = 28 — 1 na prova do Teorema 7.4.

Exercicio 7.5. Complete a prova do Teorema 7.4.






Jogos de Dominacéao
em Grafos

“Our strategy is divided into eleven different phases. To keep
the reader from getting lost in minute details, we give a quick overview
of these and illustrate why they are necessary”

Leo Versteegen, 2024, Prova de 33 paginas da Conjectura 2.

Dizemos que um vértice z de um grafo G domina um vértice y se y = x
ou zy é uma aresta (também dizemos que y é dominado por x). Um
conjunto de vértices D domina um conjunto S C V(G) se todo vértice de
S é dominado por algum vértice de D. Um conjunto dominante D de G é
um conjunto de vértices que domina V(G). O ndmero de dominagio v(G)
¢é o tamanho do menor conjunto dominante de G.

No Jogo de Dominacdao sobre um grafo GG, Alice e Bob se alternam
escolhendo em cada turno um vértice jogdvel, onde um vértice é jogavel
se domina pelo menos um vértice nao dominado pelos vértices escolhidos
anteriormente. O jogo termina quando o conjunto de vértices escolhidos é
um conjunto dominante de G. O tltimo a jogar vence a variante normal e
perde a variante misére. Note que o Jogo de Dominacao nessas variantes
é um jogo imparcial.

Na variante de otimizacgao, é dado também um inteiro positivo k£ na
instdncia e Alice vence se o nimero total de vértices escolhidos (para o
conjunto dominante final) é menor ou igual a k. Definimos o ndmero jogo
de dominagdio v4(G) como o menor k tal que Alice vence a variante de
otimizacao do Jogo de Dominacdo em G. Seja também ’y;(G) o menor k tal
que Alice vence a variante alternativa de otimizac¢ao do Jogo de Dominagao
em G em que Bob é o primeiro a jogar.
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(a) (B, 4,2,2) (b) (4, 4,2,3) (c) (B, B,3,3)

Figura 8.1: Jogo de Dominacao. A notacao (X, Y, p, ¢) significa que X vence
a variante normal, Y vence a variante misere, 7,(G) = p e 7,(G) = ¢, onde
A e B representam Alice e Bob, respectivamente.

Como exemplo, a Figura 8.1 mostra trés grafos e os resultados dos jogos
de dominacdo para cada uma das quatro variantes: normal, misere, otimi-
zacao padrao e otimizacao alternativa (Bob comega). Ver Exercicio 8.1.

A variante de otimizacdo e os parametros v,(G) e v, (G) foram intro-
duzidos por Bresar, Klavzar e Rall (2010). Indicamos o livro Domination
Games Played on Graphs de Bresar, Henning et al. (2021) como referéncia
para a variante de otimizacdo do jogo de dominacdo. As variantes normal
e miseére foram investigadas pela primeira vez por Brito et al. (2025).

8.1 O Numero Jogo de Dominacao

Com relagao a complexidade computacional, Bresar, Dorbec et al. (2016)
provaram o seguinte:

Teorema 8.1 (Bresar, Dorbec et al. 2016). Os problemas de decidir se v4(G)
e 'y;(G) sao menores que um dado inteiro sGo PSPACE-completos.

O teorema abaixo mostra limitantes para os pardmetros 7,(G) e 7, (G).
Teorema 8.2 (Bresar, Klavzar e Rall 2010).
1G) < 7(G) < 2(G) -1

1G) = %(G) < 29(G)

Demonstracdgo. Como os vértices escolhidos nos jogos formam um con-
junto dominante, entdo y(G) < 74(G) e ¥(G) < 7,(G). Para provar que
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79(G) < 2v(G) — 1, a estratégia de Alice é escolher um conjunto dominante
minimo qualquer D, ordené-los e, em cada jogada, selecionar o préximo
vértice nessa ordem que seja jogdvel. Note que, quando Alice terminar esse
processo, o conjunto de vértices selecionados por Alice e Bob serd um con-
junto dominante. Com isso, Alice faz no méaximo |D| = v(G) movimentos e
Bob no méaximo |D|—1 = v(G) — 1 movimentos, totalizando 2y(G) — 1 mo-
vimentos no méximo. Se Bob comeca e Alice seguir esta mesma estratégia,
teremos v, (G) < 27(G). |

O lema abaixo mostra que esses limitantes sdo apertados, para r = k.

Lema8.3. Dado k> 1 e 1 <r <k, seja Gy, o grafo obtido de r copias da
estrela K i, e de k—r cdpias de Ko. Entao, (G ) =k, 74(Gr ) = k+r—1
e 7;(Gk,r) =k+r.

Demonstragdo. Exercicio 8.2. [ |

Uma propriedade importante nesse jogo é o Principio da Continuagdo,
mostrado a seguir. Para isso, seja G|X a instdncia do Jogo de Dominagao
sobre G considerando que os vértices de X C V(G) ja foram selecionados.
Sejam 74(G|X) e v5(G|X) definidos analogamente. Note primeiramente
que vale o seguinte lema.

Lema 8.4. Dado um grafo G e X C V(G):
Y9(GIX) = 1 + min{,(G|X U{v}) : v ¢ jogdvel em G|X}
Y,(GIX) = 1 + max{y,(G|X U{v}) : v € jogdvel em G|X}
Demonstracao. Exercicio 8.3. [ |

Lema 8.5 (Principio da Continuacao (Kinnersley, West e Zamani 2013)). Seja
G um grafo e X CY CV(G). Entao

1(GIX) = 7 (GIY)
7(GIX) > 7(GlY)

Demonstracdo. Seja Sx uma estratégia vencedora do Jogo de Dominacao
sobre G| X (comecando com os vértices de X ja selecionados) com o niimero
minimo v,(G|X) de vértices. Vamos obter uma estratégia Sy de Alice no
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jogo sobre G|Y selecionando um total de v,(G|X) vértices, simulando as
jogadas no jogo em G|X e usando a estratégia Sx.

Como X C Y, toda jogada de Bob no jogo em G|Y é vélida no jogo
em G|X. Seja v € X o vértice determinado por Sx em alguma jogada
de Alice no jogo em G|Y. Seja v’ o vértice jogado por Alice na estratégia
Sy, determinado a seguir: se v € Y e v nao foi selecionado ainda, entao
v =wv;sev €Y — X ou v ja foi selecionado, entdao v’ é qualquer vértice
jogavel ainda nao selecionado, caso exista; se ndo ha vértices jogaveis, o
jogo terminou.

Resumindo, o vértice v é o considerado para a estratégia Sx no jogo
sobre G| X, enquanto v é o considerado para a estratégia Sy no jogo sobre
G|Y. Segue que, em cada turno, o conjunto dos vértices dominados no
jogo sobre G|Y é sempre maior ou igual aos dominados no jogo sobre G|X.
Portanto, 74(G|Y) < 74(G|X) e 7, (G|Y) < 7, (G|X). ]

Pelo Principio da Continuagdo, podemos sempre assumir que, entre
dois vértices jogéaveis x e y tais que N[z] C N[y, Alice nunca seleciona x
(preferindo y), enquanto Bob nunca seleciona y (preferindo x). Na verdade,
essa propriedade pode ser reforcada para o seguinte, onde J é o conjunto
de vértices jogaveis em algum momento do jogo: se N[z]NJ C Ny]NJ,
Alice nunca seleciona = (preferindo y), enquanto Bob nunca seleciona y
(preferindo ).

Teorema 8.6 (Bresar, Klavzar e Rall 2010).
Para todo grafo G e X C V(G): | 74(G|X) —~(GIX)| < 1

Demonstragio. Considere o jogo sobre G|X. Na variante em que Alice é a
primeira a jogar, seja x o primeiro vértice jogado por ela em uma estratégia
6tima. Logo, pelos Lemas 8.4 e 8.5,

74(G1X) = 1+'y;(G]XU{:Jc}) < 1+7;(G|X).

Considerando agora a variante em que Bob é o primeiro a jogar, seja z o
primeiro vértice jogado por ele em uma estratégia 6tima. Logo, novamente
pelos Lemas 8.4 e 8.5,

7;(G|X) = 14+ (G X U{z}) < 1+4,(GX). ]

Usando tais resultados, é possivel provar os seguintes resultados para
caminhos e ciclos.
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Teorema 8.7 (Kosmrlj 2017). Seja n > 3. Portanto,

(2] —1, sen =3 (mod4),
Po) = 74(Cp) = {2
Vg(Pn) 9(Cn) {Pﬂ, caso contrdrio.
nll 1, sen=2 (mod 4)
"(P,) = PLW e A(C,) = ? 7 7
’Yg( ) 2 ’Yg( n) n=1 , caso contrdrio.

8.2 O Teorema : e a Conjectura

Kinnersley, West e Zamani (2013) provaram o teorema abaixo, conhe-

cido como Teorema %, e propuseram a Conjectura % Dois anos depois,
Bujtas (2015) deu uma prova alternativa do Teorema %, com uma pequena

melhoria, usando a Técnica do Potencial vista nas Secoes 3.1 e 3.2 (Solda-

dos de Conway e Teorema de Erdés-Selfridge), que é chamada de Bujtds

Discharging Method por Bresar, Henning et al. (2021). Essa técnica do

potencial de Bujtas (2015) foi aplicada recentemente por Versteegen (2024)

de modo mais refinado para finalmente provar em mais de 30 paginas e
3

apés 11 anos a Conjectura % (que agora é chamada de Teorema £).

Teorema 8.8 (Bujtas 2015). Se G € um grafo sem vértices isolados, entdo

W@ < (3)n ¢ 3@ < (5)m

onde n € o numero de vértices de G.

Demonstragio. Durante o jogo de dominacdo, um vértice é P2 (potencial
2) se nao é dominado, P1 (potencial 1) se é dominado mas tem um vizinho
nao dominado, e PO (potencial 0) se é dominado e todos os seus vizinhos
estdo dominados. O potencial do grafo G é a soma dos potenciais de seus
vértices, que inicia com valor 2n (todos P2) e termina com valor 0 (todos
P0). Como o grafo ndo tem vértices isolados, nunca haverd um vértice P2
isolado, pois seus vizinhos sempre serdo P1 ou P2.

Note que vértices PO ndo sdo jogaveis e arestas entre vértices P1 sdo
irrelevantes (pois ja estdo dominados). Logo, apds cada jogada, podemos
remover vértices PO e arestas entre vértices P1. Ou seja, existem apenas
vértices P1 ou P2 e s arestas entre vértices P1 e P2 ou entre vértices P2.
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Note que qualquer jogada reduz o potencial em pelo menos 2, pois a
selecdo de um vértice P2 o torna PO e a selecdo de um vértice P1 o torna PO
bem como seu vizinho P2 se torna PO ou P1.

Vamos considerar entao duas fases durante o jogo. Na Fase 1, existe uma
jogada que reduz o potencial total em pelo menos 4. Caso contrario, estamos
na Fase 2. Assuma inicialmente que estamos na Fase 2.

Se um vértice P2 v tem dois vizinhos P2 v1 e v9, a selecdo de v diminui
o potencial total em pelo menos 4, pois v se torna PO e v; e vy se tornam PO
ou P1. Logo nao existe um vértice P2 com dois vizinhos P2.

Se existem dois vértices P2 adjacentes vi e vy, entdo todos os outros
vizinhos de vy e vy sdo P1 e portanto v; e v9 se tornam PO com a selecao de
v1 0ou vy, diminuindo o potencial total em pelo menos 4. Logo nao hé dois
vértices P2 adjacentes e s6 ha arestas entre vértices P1 e P2.

Além disso, se existe um vértice P1 v adjacente a dois vértices P2 v,
e v9, entdo a selecdo de v torna v, v; e vy PO, diminuindo o potencial em
pelo menos 5. Logo todo vértice P1 é vizinho de exatamente um vértice P2.
Finalmente, se um vértice P2 v tem dois vizinhos P1 v; e vq, a selecao de
v o torna PO, bem como v; e vy se tornam PO (pois v é o tnico vizinho P2
deles), diminuindo o potencial em pelo menos 4.

Com isso, concluimos que na Fase 2 toda componente conexa do grafo é
uma aresta entre um vértice P1 e um vértice P2 e portanto qualquer jogada
na Fase 2 diminui o potencial total em exatamente 3 pois ambos os vértices
P1 e P2 se tornam P0. Além disso, na Fase 1, Alice joga diminuindo o
potencial em pelo menos 4, enquanto Bob tenta reduzir o potencial em pelo
menos 2, resultando em uma diminuicao média de pelo menos 3 no potencial
total a cada duas jogadas. Logo, como o potencial final serd zero e o potencial
inicial é 2n e diminui pelo menos 3 na média a cada jogada, entdo o nimero
de jogadas é no méximo 2n/3. [ ]

O teorema abaixo prova a Conjectura % de Kinnersley, West e Zamani
(2013) (que agora ¢ chamada de Teorema %), que permaneceu em aberto
por mais de uma década. A demonstragao (de 33 paginas) também aplica
a técnica do potencial de Bujtds, porém usando 11 estados, ao invés de
apenas 3 estados PO, P1 e P2.

Teorema 8.9 (Versteegen 2024). Se G ¢ um grafo sem vértices isolados,

v4(G) < (g) ‘n e Y,(G) < (i) n + %a

onde n € o numero de vértices de G.



8.3. Nimbers do Jogo Normal de Dominagao 141

8.3 Nimbers do Jogo Normal de Dominacao

Na literatura sobre o Jogo de Dominacao, hd muitos artigos sobre sua
variante de otimizacao e o ntiimero jogo de dominagao v4(G). No entanto,
SO recentemente a variante normal desse jogo foi investigada. Brito et al.
(2025) provaram a complexidade do jogo normal.

Teorema 8.10 (Brito et al. 2025). O Jogo Normal de Dominacado € PSPACE-
completo mesmo em grafos com diametro dois.

Lembre que, na variante normal, o iiltimo a jogar vence. Como exemplo,
note que, nos caminhos P; e P, com 1 e 2 vértices, o primeiro jogador vence
em seu primeiro movimento, independentemente de sua jogada, indicando
que o nimber desses grafos é 1, de acordo com a Teoria de Sprague-Grundy
vista no Capitulo 2. No caso do caminho Pj3, o primeiro jogador pode vencer
imediatamente jogando no vértice central (retornando uma posi¢gdo com
nimber 0), ou pode jogar numa extremidade retornando uma posi¢do com
nimber 1, indicando que seu nimber é mex{0,1} = 2, onde relembramos
que mex é o minimo excludente. No caminho Py, o primeiro a jogar sempre
perde, indicando que seu nimber ¢ igual a 0.

Nesta secao, determinamos os nimbers de caminhos P, e ciclos C,, no
Jogo de Dominacao e, assim, qual jogador possui estratégia vencedora.

Teorema 8.11 (Brito et al. 2025). Considere o Jogo Normal de Dominagio
sobre o caminho P, para n > 1. Os nimbers de Py, Py e P3 sdo 1, 1 e 2,
respectivamente. Para n > 4, o nimber de P, € 0, 1, 1 ou 8 dependendo se
n%4 ¢ 0, 1, 2 ou 3, respectivamente, onde n%4 € o resto da divisdo de n
por 4. Logo, Bob vence em P, se e so se n é multiplo de 4.

Como exemplo, conclui-se pela Teoria de Sprague-Grundy que Bob
vence o jogo normal de dominacdo sobre a uniao disjunta de Ps, Ps e
P7 pois o nimber total é a operagao xor bit-a-bit dos nimbers desses grafos,
que é2® 13 =0.

Para provar esse teorema, definimos P, no jogo de dominagdo como um
caminho P,y em que o primeiro vértice é o tinico ja selecionado no jogo
(pertencendo ao conjunto dominante final). Analogamente, definimos P,/
como um caminho P, 4 em que o primeiro e o ultimo vértice sdo os tnicos
jé selecionados no jogo. Note que P,, P! e P! tem exatamente n vértices
que precisam ser dominados.

Vamos provar inicialmente o seguinte sobre os nimbers de P e P,.
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Lema 8.12. O nimber de P}, e P/ ¢é igual a n%A4.

Demonstracdo. A prova serd por indugao. Nao é dificil provar que vale para
P! e P! paran < 4 (Exercicio 8.4). Seja n > 5 e suponha por indugdo que
o lema vale para qualquer valor menor que n. Vamos provar as seguintes
recorréncias para os nimbers de P! e P).

nim(P)) = mex{nim(P’

n71)7 nim(P’V/lfQ)’ nim(Pfhg), nim(Pé/72)7 nim(PrlLL:s),

nim(P, 3) ®nim(P._,) : k=4,...,n— 1}

nim(P/) = mex{nim(P,,'l'_l), nim(P! ,

), mim(P3),

nim(P ) ®nim(P)_,) : k=4,...,n— 1}

Considere inicialmente o jogo sobre P/ com vértices vg,v1,...,0n4+1 €
vamos listar os possiveis movimentos do primeiro jogador. Se for em vy, vo
ou vs, obtemos respectivamente P, _,, P} _5 e P!_4 (com nimbers (n—1)%4,
(n—2)%4 e (n —3)%4). Se for em v,11 ou vy, obtemos respectivamente
P! 5 e P/ 5 (com nimbers (n — 2)%4 e (n — 3)%4). Suponha entdo o
primeiro movimento em v para k =4,...,n — 1. Essa jogada obtém dois
grafos P;' 5 e P!_,, com nimber total é r(n,k) = (k —3)%4 @ (n — k)%4.
Napo é dificil provar com uma analise de casos, observando as possibilidades
de resto de n e k mddulo 4 que r(n, k) é sempre diferente de n%4 (Exercicio
8.5(a)). Desse modo, aplicando o minimo excludente sobre todos os valores
possiveis, obtemos nimber mex{(n — 1)%4, (n — 2)%4, (n — 3)%4} = n%4.

Considere agora o jogo sobre P/ com vértices vg,v1,...,Unt3 € VAIMOS
listar os possiveis movimentos do primeiro jogador. Se for em v, v2 ou
v3, obtemos respectivamente P |, P/ , e P/_5 (com nimbers (n — 1)%4,
(n —2)%4 e (n — 3)%4). Analogamente, se for em vp12, Vpt1 OU Uy,
obtemos respectivamente P, P/ , e P/_, (com nimbers (n — 1)%4,
(n —2)%4 e (n — 3)%4). Suponha entdo o primeiro movimento em vy,
para k = 4,...,n — 1. Essa jogada obtém dois grafos P ; e P/ _,, com
nimber total é r(n,k) = (k — 3)%4 @ (n — k)%4, definido no pardgrafo
anterior. Como r(n, k) é sempre diferente de n%4 (Exercicio 8.5(a)), apli-
cando o minimo excludente sobre todos os valores possiveis, obtemos nimber

mex{(n — 1)%4, (n — 2)%4, (n — 3)%4} = n%A4. |

Agora conseguimos determinar os nimbers de caminhos.
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Prova do Teorema 8.11. Considere o jogo sobre P,, com vértices v1,vs, ..., V.
Vamos provar a seguinte recorréncia listando os possiveis movimentos do
primeiro jogador.

nim(P,) = mex{nim(P,’l_Q), nim(P,_5),

nim(P},_3) @ nim(P,_;) : k:4,...,n—1}

Se for em v ou vy, obtemos respectivamente P),_, e P, _5, com nimbers
iguais a (n — 2)%4 e (n — 3)%4 pelo Lema 8.12. Analogamente, se for
em v, ou v,_1. Suponha entdo o primeiro movimento em vi_1 para k =
4,...,n—1. Essa jogada obtém dois grafos P]_5 e P/ _,, com nimber total
igual a r(n,k) = (k — 3)%4 & (n — k)%4 pelo Lema 8.12. Como visto
antes na prova do Lema 8.12, r(n, k) é sempre diferente de n%4 (Exercicio
8.5(a)). Além disso, r(n,k) é igual a (n — 1)%4 se e s6 se n%4 € {1,3} e
k%4 € {0,2} (Exercicio 8.5(b)).

Portanto, aplicando o minimo excludente mex, temos o seguinte. Se
n%4 € {0,2}, o nimber é min{n%4, (n —1)%4}. Se n%4 € {1, 3}, o nimber
é n%4. Logo o nimber de P, é igual a 0, 1, 1 ou 3 dependendo se n%4 ¢é 0,
1, 2 ou 3. [

O teorema abaixo resolve o jogo para qualquer ciclo C,.

Teorema 8.13 (Brito et al. 2025). Considere o Jogo Normal de Dominagéo e
seja n > 3. O nimber de C,, € igual a 1 se n%4 = 3, e é igual a 0, caso
contrdrio. Consequentemente, Alice vence em C, se e s6 se n%4 # 3.

Demonstragio. Exercicio 8.6 (Dica: use o Lema 8.12). ]

Como exemplo, podemos concluir pela Teoria de Sprague-Grundy que
Alice perde a variante normal do Jogo de Dominacao sobre a unido disjunta
de C5, Cy, Cs, Cg e C7, visto que o nimber total é a operacao xor bit-a-bit
dos nimbers desses grafos, que ¢ 10904041 =0.

Outro exemplo pode ser visto no grafo da Figura 8.2, onde Alice vence
selecionando o vértice cinza em sua primeira jogada, visto que retorna uma
posigdo equivalente a unido disjunta de Pj, Pj, P, P§ e PY, com nimber
igunal 192030393 =0.

Resultados similares também foram obtidos para a variante partizan do
Jogo Normal de Dominacao, onde cada vértice é rotulado com A ou B na
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Figura 8.2: Variante normal do Jogo de Dominacao.

instancia (antes do inicio do jogo) e Alice (resp. Bob) s6 pode selecionar
vértices rotulados com A (resp. B). Usando ntimeros surreais e a Teoria
Combinatéria dos Jogos vista no Capitulo 10, Brito et al. (2025) obtiveram
um algoritmo polinomial de programacao dindmica para decidir o vencedor
desta variante do jogo.

8.4 Jogo Misere de Dominacao

Além da variante normal, Brito et al. (2025) também provaram que o
Jogo Misere de Dominacao é PSPACE-completo. Curiosamente, a redugao
é muito simples e a partir da variante normal.

G
@) D

@ D
@) @)

Figura 8.3: Prova da PsPACE-completude do Jogo Misére de Dominagao.
Reducao da variante normal para a variante misere.

Teorema 8.14 (Brito et al. 2025). O Jogo Misere de Dominagdo é PSPACE-
completo mesmo em grafos com diagmetro quatro.
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Demonstracdo. Exercicio 8.7. A reducéo é simples e usa a construcio do
grafo G da Figura 8.3, a partir da variante normal sobre o grafo H. [

8.5 Exercicios

Exercicio 8.1. Prove que os resultados dos 12 jogos da Figura 8.1 estao
corretos.

Exercicio 8.2. Prove o Lema 8.3.
Exercicio 8.3. Prove o Lema 8.4.

Exercicio 8.4. Prove que o Lema 8.12 vale para n < 4: o nimber de P,’z e
P! é n%4 paran =1,2,3,4.

Exercicio 8.5. Considere a fungao r(n, k) = (k — 3)%4 @ (n — k)%4 usada
na prova do Lema 8.12 e do Teorema 8.11. Prove os seguintes itens (Dica:
analise as 16 possibilidades de restos de n e k médulo 4).

(a) Prove que r(n, k) é diferente de n%4.

(b) Prove que r(n,k) é igual a (n — 1)%4 se e s6 se n%4 € {1,3} e
k%4 € {0,2}.

Exercicio 8.6. Prove o Teorema 8.13 (Dica: use o Lema 8.12).

Exercicio 8.7. Use a redugado da Figura 8.3 para provar que o Jogo Misere
de Dominagao é PSPACE-completo.






Jogos de Policia e
Ladrao em Grafos

“Here we envision a chase from intersection to intersection in a city. A
knowledge of which graphs are cop-win might in theory help
law-enforcement officers to decide where to put up roadblocks”

Richard Nowakowski e Peter Winkler, 1983

O jogo de Policia e Ladrao (C&R - Cops and Robber) apresentado neste
capitulo difere da maioria dos outros jogos estudados neste livro (exceto o
jogo Soldados de Conway da Se¢do 4.1) no fato de ambos os jogadores nao
selecionarem (ou colorirem) elementos (e.g., vértices ou arestas de um grafo)
mas terem um conjunto de elementos (fichas ou tokens) que podem mover
em cada passo. Exceto por isso, este é um jogo partizan de 2 jogadores
(ambos os jogadores tém conjuntos distintos de fichas) com informagao
completa e sem aleatoriedade em que ambos os jogadores tém objetivos
distintos.

O jogo C&R (Policia e Ladrao) foi introduzido por Nowakowski e Win-
kler (1983) e independentemente por Quilliot (1983). Tentamos dar aqui
uma visdo geral ndo exaustiva dos resultados obtidos ao longo de 40 anos
deste tema. Para maiores detalhes, ver (Alspach 2004; Hahn 2007; Baird e
Bonato 2012; Bonato e Nowakovski 2011).

C&R é jogado sobre um grafo G = (V, E) com n vértices e m arestas.
Um jogador C (cops) controla uma equipe de k > 1 policiais, enquanto o
segundo jogador R (robber) controla um ladrdo que deseja evitar ser apa-
nhado pelos policiais. Inicialmente, C coloca os seus policiais nos vértices
de (. Varios policiais podem ocupar o mesmo vértice. Em seguida, R
escolhe um vértice e poe seu ladrdo l4. A cada turno, C pode mover cada
um dos seus policiais ao longo de uma aresta, e depois R pode mover o
ladrao ao longo de uma aresta. Nem os policiais nem o ladrdo sdo obri-
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gados a se mover. Este é um jogo de informacao completa: o ladrao sabe
onde estao os policiais e vice-versa. Os policiais vencem se um deles ocupar
o mesmo vértice do ladrao. Se o ladrao conseguir fugir sempre, entao ele
vence (como o grafo é finito e o jogo é deterministico, podemos assumir que
o ladrao vence se uma mesma configuracao for obtida duas vezes).

Estratégias: Do ponto de vista algoritmico, o objetivo é conceber estra-
tégias que permitam a um dos jogadores vencer. Uma estratégia para um
jogador define como este deve se comportar em cada passo. Como este é
um jogo de informacao completa, as estratégias deterministicas ndo depen-
dem do passado. Assim, a forma como ambos os jogadores decidem a sua
proxima jogada depende apenas da configuracao atual, ou seja, do conjunto
de vértices ocupados pelos policiais e da posicao do ladrao.

Mais formalmente, uma estratégia (posicional) para o Jogador C usando
k > 1 policiais é definida da seguinte forma. Uma k-estratégia para C é
definida por um par (I,0¢) onde I C V é o multiconjunto! dos vértices
iniciais dos k policiais (|I| = k) e o¢ : VF*1 — V¥ ¢ uma fungao que associa
oc(S) = (¢}, -+ ,c,) a qualquer configuragio S = (c1,...,cx, 1) € VFFL
onde ¢; e ¢; € N|c¢;] representam os vértices antigo e novo do i-ésimo policial,
e r é o vértice do ladrdao. Da mesma forma, uma estratégia para o ladrao R
contra k policiais é definida como um par (rg € V,or : V*¥1 — V). Uma
estratégia o é vencedora para um jogador se este jogador seguindo o vencer
qualquer que seja a estratégia seguida pelo outro jogador.

Exemplos: arvore, ciclo e grade. Em uma arvore, é facil ver que apenas
1 policial (k = 1) vence. De fato, uma estratégia vencedora para o policial
é comecgar em qualquer vértice de T' e, em cada passo, mover-se ao longo
do caminho (dnico) entre seu vértice e o do ladréo. E evidente que, apés
um numero finito de passos, o ladrdo acaba sendo preso. Em um ciclo de
tamanho pelo menos 4, o ladrao pode vencer contra 1 policial, atingindo
em cada passo um vértice a uma distancia pelo menos 2 dele. Em uma
grade n X m, nao é dificil ver que 2 policiais conseguem prender o ladrao
(Exercicio 9.1).

! Multiconjunto (ou multiset) é uma extensio do conceito de conjunto permitindo
elementos repetidos, em que a multiplicidade de um elemento é o nimero de ocorréncias
dele no multiconjunto.
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9.1 Grafos cop-win

Os trabalhos seminais de Nowakowski e Winkler (1983) e Quilliot (1983)
sobre o jogo C&R se concentraram em caraterizar os grafos cop-win, que
sdo os grafos em que um tunico policial consegue vencer, como as arvores.
Eles forneceram uma boa caraterizagao combinatéria dos grafos cop-win,
que apresentamos brevemente abaixo, visto que é muito instrutiva para o
estudo do jogo C&R e suas variantes e que muitos resultados se aproveitam
de técnicas semelhantes.

Considere o ultimo passo de um jogo com um tnico policial, logo antes
da captura do ladrao. Neste passo, o policial se move para um vértice y € V
e entdao o ladrao em = € V nao tem forma de escapar (caso contrério, ele
fugiria e o jogo continuaria). Logo, N[x] C Nly], ou seja, o vértice y
domina z e sua vizinhanca. Analisando agora o peniltimo passo, o policial
vai para um vértice z quando o ladrao estd num vértice w de tal forma que,
para todo x € N[w], a vizinhanga de x é dominada por algum y, € N|z].
Entao, qualquer que seja o préximo movimento do ladrdao em direcdo a um
vértice z € N[w], o policial ird para y, e depois capturar o ladrao no passo
seguinte. Isto leva naturalmente a seguinte definicdo.

Seguindo essa ideia, dizemos que uma sequéncia (v, . . ., v, ) dos vértices
de um grafo G é uma ordem de desmonte se N[v;] — {v1,...,vi_1} estd
contido em algum N[v;] com j > i para todo 1 < i < n. Dizemos entao que
um grafo é desmontdvel (dismantable) se possui uma ordem de desmonte.
Em outras palavras, se os vértices forem removidos nessa ordem, entdo, no
momento da remocao de um vértice, com excecao do ltimo, ele é dominado
pelo elemento seguinte da ordem.

Teorema 9.1 (Nowakowski e Winkler 1983; Quilliot 1983). Um grafo € cop-
win se e so se ¢ desmontavel.

Esbo¢o da Demonstragdo. Por indugdo no ntimero n de vértices. Seja G um
grafo cop-win. Seja v um vértice tal que N[v] é dominado por algum vértice
w (vimos que tal vértice existe em grafos cop-win, sendo um candidato a
ultimo vértice do ladrdo). Note que G' = G[V \ {v}] é cop-win, pois o
policial pode simular sua estratégia vencedora de G em G’, simplesmente
indo para w no jogo em G’ sempre que a estratégia vencedora em G indica
a ida para v. Deixamos ao leitor explicar melhor essa estratégia em G’ e
porque é vencedora (Exercicio 9.2). Logo, como G’ é cop-win, entdo G’ é
desmontavel por inducao. Acrescentando v como primeiro vértice na ordem
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de desmonte de G’, obtém-se uma ordem de desmonte de GG, mostrando que
G é desmontével.

Suponha agora que G é desmontével e seja (v1,...,v,) uma ordem de
desmonte de G. Vamos mostrar que essa ordem indica uma estratégia
vencedora do policial (ver, por exemplo, Isler, Kannan e Khanna (2006)).
Seja T a arvore de G com raiz em v, tal que, para qualquer ¢ < n, o pai de v;
na arvore ¢ o vértice v;, com maior indice j > 1, tal que N{v;|—{v1,...,v;i—1}
esta contido em N [v;]. O policial comega entdo o jogo em vy,. Sua estratégia
consiste em ir para o vizinho que é um antepassado do vértice atual do
ladréo em T, e que estd mais proximo do ladrdo. Para provar que esta
estratégia é vencedora, temos de provar que (1) existe sempre um vértice
desse tipo na vizinhanca do policial, de modo que este ocupa sempre um
antepassado da posi¢ao do ladrdo, e (2) a distancia entre o policial e v,
nunca diminui e aumenta estritamente apés um ntmero finito de passos,
de modo que a estratégia termina (Exercicio 9.2). ]

E possivel decidir em tempo polinomial O(n-m) se um grafo é desmon-
tavel e, consequentemente, se é cop-win. Como exemplo de grafo desmon-
tavel, temos os grafos cordais (ou triangulados, grafos sem ciclos induzidos
de tamanho 4 ou mais) e os grafos ponteados (ou grafos bridged, grafos sem
ciclos isométricos de tamanho 4 ou mais) (Farber 1987; Anstee e Farber
1988; Chepoi 1997; Le e Spinrad 2004).

9.2 Cop-number e a Conjectura de Meyniel

Nesta se¢ao, apresentamos os principais aspectos algoritmicos e de com-
plexidade computacional dos jogos de C&R.

Cop Number

Apés a caracterizagdo dos grafos cop-win, Aigner e Fromme (1984) au-
torizaram o uso de mais policiais. Claramente, n policiais sempre vencem
(ficando um em cada vértice). Define-se o cop-number cn(G) de um grafo
G como o nimero minimo de policiais necessarios para capturar um ladrao
em G. Claramente, um grafo G é cop-win se e s6 se cn(G) = 1.

Com essa definigao, surge naturalmente a questao da complexidade com-
putacional de determinar o cop-number cn(G). Como visto na se¢do ante-
rior, decidir se cn(G) = 1 pode ser feito em tempo quadratico.
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No inicio dos anos 1980, a complexidade de outras variantes de proble-
mas de perseguicdo em grafos direcionados foi investigada por Chandra e
Stockmeyer (1976), Adachi, Iwata e Kasai (1979), Reif (1979), Chandra,
Kozen e Stockmeyer (1981), Johnson (1983), Adachi, Iwata e Kasai (1984),
Reif (1984) e Fraenkel e Goldschmidt (1987). Por exemplo, em algumas
variantes, o ladrao nao precisa de ser apanhado, mas deve ser impedido de
chegar a um determinado vértice. Na sequéncia deste trabalho, Goldstein
e Reingold (1995) provou que decidir se ¢cn(G) < k (k parte da entrada) é
EXPTIME-completo quando sdo dadas posigoes iniciais. A sua reducgao usa
a Féormula Booleana Alternada, onde dois jogadores modificam alternativa-
mente as variaveis de uma férmula booleana normal conjuntiva e o objetivo
do primeiro jogador é que a formula se torne verdadeira. Usando um argu-
mento semelhante, provaram que decidir se cn(G) < k é EXPTIME-completo
em digrafos fortemente conexos.

Por outro lado, sendo k fixo, decidir se o cop number de um grafo
com n vértices é no maximo k pode ser decidido em tempo polinomial
nO®) (Berarducci e Intrigila 1993; Hahn e MacGillivray 2006). Um ingre-
diente importante para este resultado é a nocao de grafo de configuracoes
(ver segao 1.2). Recorde-se que uma configuracao representa o conjunto de
vértices ocupados pelos policiais e pelo ladrao. Quando k policiais estao a
jogar, existem O(nF*1) configuracdes. O grafo de configurag¢ées tem como
conjunto de vértices o conjunto de todas as configuracdes e duas configura-
¢oes (c1,--+ ,ck,r) e (), -, ¢, 1) sdo adjacentes se for possivel ir de uma
para a outra durante um passo do jogo, i.e, ¥’ € N[r] e ¢, € NJ¢;] para
qualquer i < k. As configuracoes (c1,- -+ ,cg,r) com r € N|¢;] para algum
1 < k chamam-se final e estdo identificadas com 0. Agora, uma configu-
ragao (c1,- -+ ,ck,7) estd etiquetada com i > 0 se para qualquer r’ € Nr|
existir (¢}, -+ ,c}), ¢; € N[c;] para qualquer ¢ < k, tal que (c},---, ¢, 1)
estd etiquetada com no méaximo ¢ — 1. Com tal etiquetagem, é facil ver
que k policiais podem vencer em G se e s6 se existirem {c1, -+ ,cx} € %4
tais que, para qualquer r € V, a configuragao (c1,--- ,cg,r) recebeu uma
etiqueta finita. Isto pode ser claramente verificado em tempo polinomial
no tamanho n©®*) do grafo das configuracoes. O problema de generalizar a
caraterizacao de grafos cop-win para grafos com cop number k foi extensiva-
mente estudado (por exemplo, Beaudou 2004). Grafos com cop number no
maximo k > 1 foram caracterizados em Berarducci e Intrigila 1993; Hahn
e MacGillivray 2006; Clarke e MacGillivray 2012.
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Surpreendentemente, passou-se muito tempo antes de aparecerem ou-
tros resultados de complexidade. Foi demonstrado que o problema de cal-
cular o cop number de grafos é NP-dificil, e mesmo W/[2]-hard em Fomin,
Golovach e Kratochvil 2008; Fomin, Golovach, Kratochvil et al. 2010. Em
particular, o problema nao é FPT (nao hé algoritmo em tempo de exe-
cugao f (k)no(l) para decidir se um grafo com n vértices tem cop number
no méaximo k), a menos que a hierarquia de complexidade colapse. Além
disso, Fomin, Golovach e Kratochvil 2008; Fomin, Golovach, Kratochvil
et al. 2010 provou que o cop number de grafos de n-vértices ndo pode ser
aproximado até uma razao O(logn) em tempo polinomial. O problema de
aproximar até uma razio O(n'~¢) para e > 0 ainda estd em aberto. Ao con-
trario de muitos problemas de otimizacao “classicos”, provar que o cilculo
do cop number é NP-dificil ndo é o dltimo passo. De fato, o que dizer da
pertenca a NP? Por outras palavras, a questdao de saber se este problema
pertence a NP é bastante dificil. Comecgou-se por provar que o jogo do
C&R é PsPACE-completo quando a cada policial é permitido mover-se um
ntimero limitado de vezes (Fomin, Golovach e Lokshtanov 2010). Depois,
Mamino 2013 provou que o jogo do C&R é PspAcE-dificil. O ponto-chave
da prova de Mamino ¢ a definicdo de um jogo generalizado em grafos com
etiquetas de arestas, onde as arestas sao etiquetadas como protegidas ou
nao-protegidas e o ladrao é capturado se um policial chegar a sua posigdo
através de uma aresta desprotegida. As arestas protegidas permitem dar
mais liberdade ao ladrao, o que era o elemento que faltava para obter este
resultado de complexidade (até entdo, a maioria dos resultados de comple-
xidade eram em grafos dirigidos porque permitiam “controlar” a trajetéria
do ladréo). Finalmente, Kinnersley 2015 provou que o problema é ExXp-
TIME-completo.

A conjectura de Meyniel

Embora os resultados anteriormente mencionados mostrem que o cél-
culo do cop number de grafos é dificil em geral, o cop number depende
muito das propriedades estruturais do grafo considerado. Na proxima sub-
secdo, analisamos os resultados que mostram que as propriedades dos grafos
permitem dar limites superiores ao cop number. Em primeiro lugar, descre-
vemos os limites inferiores do cop number derivados das propriedades dos
grafos. Ou seja, mostramos como a estrutura de um grafo pode facilitar a
vida do ladrao.
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Lembre que a cintura (girth) de um grafo é o tamanho do menor ciclo
induzido. Claramente, quanto maior for o grau minimo de um grafo, mais
formas de fuga tem o ladrao. Se, além disso, ndo existirem ciclos curtos
no grafo, os policiais ndo podem “cercar” facilmente o ladrdao. Assim, o
grau minimo e a cintura sdo parametros naturais que determinam se sao
necessarios muitos policiais para capturar o ladrao. Mais formalmente,

Teorema 9.2 (Aigner e Fromme 1984). Seja G um grafo com grau minimo §
e cintura > 5. Entdo cn(G) > 4.

Vamos esbocgar a prova do teorema acima. Considere um grafo G com
grau minimo § e cintura de pelo menos 5. Primeiro, a dimensdo de qualquer
conjunto dominante em grafos sem ciclos curtos é pelo menos o seu grau
minimo. Assim, o ladrdo tem uma posicao inicial segura v. Agora, seja v a
posicao atual do ladrdo na sua vez de jogar. Entao, porque G nido contém
tridngulos nem quadrados, N(v) é um conjunto estavel e v é o inico vizinho
comum de quaisquer dois vértices em N (v). Assim, se houver estritamente
menos de ¢ policiais disponiveis, um cédlculo simples implica que existe um
vizinho w de v tal que nenhum policial ocupa um vértice em N[w]: o ladrao
pode ir em seguranga para w.

O resultado de Aigner e Fromme (1984) foi mais tarde generalizado por
Frankl (1987a). Sua ideia é que, num grafo com cintura grande, o subgrafo
dos vértices a distancia “pequena” de qualquer vértice v assemelha-se a
uma, arvore T,,. Grosso modo, se o ladrdo partir de um vértice v com um
ramo de T, que nao contenha policiais, entdo o ladrao pode alcancar, num
niumero finito de passos e sem ser capturado, outro vértice que satisfaca a
mesma propriedade. Continuar desta forma fornece uma estratégia de fuga
para o ladrao.

Teorema 9.3 (Frankl 1987a). Seja G um grafo com grau minimo de pelo
menos & e com cintura de pelo menos 8t — 3. Entdo, cn(G) > 4.

Os teoremas 9.2 e 9.3 sdo importantes porque mostram que o cop number
nao é limitado em geral. De fato, para qualquer § € N, existe um grafo
com grau minimo § e cintura de pelo menos 5. Em particular, para um
valor arbitrario de n, existem grafos Q(y/n)-regulares com cintura de pelo
menos 5. Por exemplo, em Abreu et al. 2008, é descrita uma familia de
grafos (p™ + 2)-regulares de cintura 5 e de ordem 2p*™, p > 5 primo. Dalf,

Corolario 9.4. Para um valor arbitrdrio de n, existem grafos de n vértices

G com cn(G) = Q(V/n).
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Outras classes de grafos atingem a mesma ordem de grandeza para o
cop number. Por exemplo, o plano projetivo, visto como o grafo bipartido
com 2(q? +q+1) vértices (pontos e linhas) e onde as arestas correspondem
a relagdo de incidéncia, é ¢ + 1-regular e tem uma cintura de pelo menos 5,
pelo que tem um cop number de pelo menos ¢+ 1 (Bollobés, Kun e Leader
2013; L. Lu e Peng 2012).

Como se mostra na secdo seguinte, o cop number de muitas classes
de grafos parece ser limitado. O caso dos grafos com ordem pequena (no
méaximo 10 vértices) foi estudado em Baird, Beveridge et al. 2014. No
entanto, limitar o cop number de qualquer grafo continua a ser um problema
dificil. Assim, embora o cop number de qualquer grafo G seja trivialmente
limitado pela dimensao minima de um conjunto dominante de G, um limite
superior geral do cop number de G em termos da sua ordem é um problema
pendente hd quatro anos. Em 1987, Frankl (1987a) mencionou a seguinte
conjectura de Henri Meyniel:

Conjectura 2 (Meyniel; Frankl 1987a). Para qualquer grafo de n vértices G,

en(G) = O(yn).

Durante os ultimos anos, foram estudadas muitas outras variantes de
jogos de policiais e Ladroes, principalmente para trazer novas provas e
técnicas para tentar provar a conjectura de Meyniel.

9.3 Policia e Ladrao em Classes de Grafos

Esta sec@o analisa o trabalho que mostra que o cop number é limitado
em muitas classes de grafos. Principalmente, o cop number foi limitado
em termos de outros pardmetros do grafo (por exemplo, genus, largura da
arvore, cordalidade, etc.). Assim, na classe de grafos em que o invariante
do grafo considerado é limitado, o cop number também é limitado e, em
particular, o seu cédlculo é polinomial. Por exemplo, em grafos com um
conjunto dominante de tamanho no maximo k, o cop number é trivialmente
no maximo k.

Grau maximo e diametro nao ajudam

Comegamos por recordar que o cop number nao é limitado mesmo em
grafos com grau maximo no maximo trés ou com didmetro no maximo dois.
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Andreae responde a uma pergunta em Aigner e Fromme 1984 mostrando
que o grau maximo nao é um limite superior geral para o cop number. Para
o fazer, Andreae (1984) utiliza o fato de existirem grafos regulares com
cintura arbitrariamente grande e, em seguida, o resultado é valido pelo
Teorema 9.3.

Teorema 9.5 (Andreae 1984). Para qualquer A,k > 3, existe um grafo A-
reqular G com cn(G) > k.

Mesmo para grafos com didmetro de 2, o cop number nao pode ser
limitado por uma constante. Este resultado parece ser bem conhecido como
folclore (Exercicio 9.3).

Lema 9.6 (folclore). Para qualquer k > 1, existe um grafo (%f)-vértice (2,5)-
reqular G com digmetro 2 e cn(G) > k.

Embora o didmetro e o grau maximo sejam intteis para limitar o nimero
de policiais, hd muitas classes de grafos ricas em que sdo necessarios poucos
policiais para capturar o ladrdo. Como ja foi referido, a classe dos grafos
de conjuntos dominantes de tamanho limitado é um exemplo.

Grafos com genus limitado e grafos excluindo algum menor fixo

Aigner e Fromme (1984) foram os primeiros a usar varios policiais para
capturar o ladrao. Para isso, fizeram com que os policiais colaborassem
da seguinte forma: um policial “controla” um subgrafo que separa o grafo,
enquanto os outros policiais podem ir em direcdo a componente ocupada
pelo ladrao. Mais formalmente, alguns policiais controlam um subgrafo H
do grafo GG, se existir uma estratégia, tal que, apés um nimero finito de
passos, estes policiais garantam que o ladrao ndo pode ir para um vértice de
H sem ser capturado imediatamente no préximo movimento dos policiais.
Por exemplo, um policial pode controlar qualquer estrela arbitrariamente
grande. A ideia principal de Aigner e Fromme 1984 é que um policial é
suficiente para controlar qualquer caminho mais curto num grafo.

Controlando um caminho mais curto. Este resultado é a pedra angular da
maioria das estratégias de captura descritas a seguir. Por isso, damos mais
pormenores sobre ele. A ideia da prova é que, dado um caminho mais curto
P num grafo, se, em algum passo em que o ladrdao ocupa um vértice r, o
policial estiver a ocupar um vértice ¢ € V(P) que satisfaca d(r, z) > d(c, z)
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para todos os z € V(P), entdo, qualquer que seja o préximo movimento
do ladrdao para r’ € N|[r], existe um vizinho de ¢ € N[¢|] que preserva a
propriedade. Esse vértice ¢ de P chama-se a sombra da posicdo r do ladrao
em P. Por outras palavras, quando o policial chega a sombra do ladrao,
pode sempre seguir a sombra do ladrio. E claro que se o ladrdo chegar
a um vértice de P quando o policial estd a ocupar a sua sombra, entao o
ladrao é capturado no passo seguinte. Além disso, é facil mostrar que o
policial pode alcangar a sombra do ladrado num ntmero finito de passos.

Grades. Como exemplo, considere uma grade onde um policial ocupa a
mesma linha que o ladrdo. Este policial pode permanecer sempre na mesma
linha (ndo permitindo que a distancia para o ladrao aumente) e garantir que
se o ladrao chegar a coluna do policial serd capturado no passo seguinte.
Usando esta propriedade, é facil provar que dois policiais sdo suficientes
para capturar o ladrdo em qualquer grade: uma possivel estratégia ven-
cedora é um policial controlar uma coluna enquanto o segundo policial
alcanga a coluna seguinte (na diregdo do ladrao) até a controlar. Depois, os
papéis dos dois policiais invertem-se. Como um policial ndo é obviamente
suficiente para capturar o ladrao em qualquer grade, entdo cn(G) = 2 para
qualquer grade G do tipo p X ¢ com p,q > 2.

Grafos com genus limitado. O principal resultado de Aigner e Fromme
(1984) é que trés policiais sao suficientes para capturar um ladrao em qual-
quer grafo planar. Este resultado surpreendente segue os fatos de que um
policial pode controlar qualquer caminho mais curto e que existe sempre
um separador que consiste em trés caminhos mais curtos em grafos plana-
res (Lipton e Tarjan 1980). Grosso modo, em qualquer grafo planar, dois
caminhos mais curtos que formam um ciclo (separador) podem ser controla-
dos por dois policiais que, assim, isolam o ladrao numa parte mais pequena
do grafo. Em seguida, um terceiro policial é enviado para controlar um
novo caminho mais curto para separar a zona acessivel ao ladrao, e assim
por diante, recursivamente. Dali,

Teorema 9.7 (Aigner e Fromme 1984). cn(G) < 3 para todo grafo planar.

Além disso, este limite é apertado (Exercicio 9.4).

Usando o fato de que a remocao de um ciclo incontratavel permite di-
minuir o genus g de um grafo, Quilliot 1985 usa no maximo 2g policiais
para reduzir recursivamente o genus da componente onde estd o ladrao.
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Depois, 3 policiais restantes sdo usados para capturar o ladrdo na compo-
nente planar onde ele se encontra. Assim, 2g + 3 policiais sdo suficientes
para capturar um ladrdo em qualquer grafo com genus méximo de g. Ao
estudar mais cuidadosamente a forma de lidar com os separadores do ca-
minho mais curto para reduzir gradualmente o genus da zona acessivel ao
ladrao, Schréder melhorou este limite:

Teorema 9.8 (Schroder 2001). cn(G) < |3 | + 3 em grafos com genus g.

O caso das superficies nao orientaveis foi considerado em Clarke, Fio-
rini et al. 2012. No entanto, o melhor limite inferior para grafos com genus
limitado esté longe de ser o limite superior. Por exemplo, o plano projetivo
tem um genus g = Q(n) (devido ao seu nimero de arestas) e, por conse-
guinte, o seu cop number é O(,/g). Assim, a seguinte conjectura continua
em aberto mesmo para grafos com genus g = 2:

Conjectura 3. Para qualquer grafo G com genus g, cn(G) < g + 3.

Recentemente, Lehner 2021 provou que os grafos toroidais (genus 1)
tém cop number no maximo 3.

Outra grande classe de grafos tem um cop number limitado: qualquer
grafo que exclua um menor com um niimero limitado de arestas. Recorde-
se que um minor de um grafo G é qualquer subgrafo de um grafo obtido
a partir de G depois de contrair sequencialmente algumas arestas. Dado
um grafo G' sem menor H, Andreae (1986) utiliza os caminhos mais curtos
para “representar” de alguma forma as arestas do grafo H em G. Uma vez
que H nao é um menor de G, a dada altura, este conjunto de caminhos
separa o grafo, e isto pode ser feito recursivamente.

Teorema 9.9 (Andreae 1986). Seja H um grafo qualquer e v um vértice nao

isolado em H. Entdo, para qualquer grafo G excluindo H como menor,
en(@) < [B(H \ v)|.

Note-se que este resultado foi utilizado para calcular uma decomposicio
particular para grafos livres de menores (Abraham et al. 2019).

Usando argumentos semelhantes, Andreae 1986 deu grafos explicitos H
para os quais qualquer grafo G excluindo H como menor é tal que cn(G) <
3. Além disso, cn(G) < [n/3] + 1 para qualquer grafo G sem roda W,
como menor (Andreae 1986).
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Largura de arvore, cordalidade, grafos bipartidos e outros

Os cop numbers de muitas classes de grafos foram estudados, tais como
o cop number dos grafos de Cayley (Frankl 1987b; Hamidoune 1987; Hami-
doune 1987), de varios produtos de grafos (Tosi¢ 1988; Maamoun e Meyniel
1987; Neufeld e Nowakowski 1998), de grafos com dimenséao isométrica forte
dois (Fitzpatrick e Nowakowski 2001). Além disso, os grafos série-paralelos
tém cop number no maximo dois (D. Theis 2008). Mais geralmente, nao é
dificil mostrar que grafos G com largura de arvore limitada tw(G) tém cop
number no maximo tw(G)/2+ 1 (Joret, Kaminski e D. O. Theis 2010; Bo-
nato, Clarke et al. 2014). Além disso, é no maximo k em qualquer grafo de
largura de clique no maximo k (Fomin, Golovach e Kratochvil 2008; Fomin,
Golovach, Kratochvil et al. 2010). O cop number de grafos de intersegao
de objetos geométricos também foi estudado (e.g., Das e Gahlawat 2022).

L. Lu e Peng 2012 provou a conjectura de Meyniel para grafos com
didmetro de no maximo 2 e para grafos bipartidos com didmetro de no
maximo 3. Mais precisamente, L. Lu e Peng 2012 provou por inducao em
|[V(H)| que, se o ladrao estiver limitado a mover-se nos vértices de um
subgrafo H degenerado em k de G, entdao k policiais podem capturar o
ladrao. Assim, se existe S C V tal que G\ N(S) é k-degenerado, entao
en(G) < |S| + k. Os policiais sdo colocados uniformemente ao acaso nos
vértices do nicleo k de G (subgrafo maximo de G com todos os vértices
com grau pelo menos k + 1) até os policiais dominarem todos os vértices
em K. Depois, k policiais extra podem capturar o ladrdo em G\ K. O
nimero esperado de policiais para dominar o nticleo \/n de G é no méximo
v/n (L. Lu e Peng 2012). Dai:

Teorema 9.10 (L. Lu e Peng 2012). Para qualquer grafo de n vértices G com
diametro no mdzximo 2, ou que seja bipartido com didmetro 3, cn(G) <

2v/m — 1.

Embora o menor ciclo induzido conduza a um limite inferior do cop
number, estranhamente, pouco se sabe sobre o maior ciclo induzido (cor-
dalidade). Um grafo é k-cordal se o seu maior ciclo induzido tiver um
comprimento maximo de k. Em Aigner e Fromme 1984, mostra-se que
cn(G) < 3 para qualquer grafo 2-conectado 5-cordal G. Kosowski et al.
2014 generaliza este resultado mostrando que cn(G) < k — 1 para qualquer
grafo k-cordal conexo G. Este resultado estende de alguma forma o modelo
em Clarke e Nowakowski 2005, onde os autores consideram o jogo em que
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dois policiais que permanecem sempre a uma distancia maxima de 2 um do
outro tém de capturar um ladrdo. E possivel melhorar o seu resultado no
caso de grafos de 4 cordas, i.e. para k = 4 (Exercicio 9.5).

Grafos aleatorios

O cop number de grafos aleatérios tem sido intensamente investigado.
Para além do fato de muitas redes reais partilharem propriedades estrutu-
rais importantes de classes particulares de grafos aleatdrios (e, por conse-
guinte, o estudo do cop number dessas classes dar pistas sobre o cop number
de redes reais), alguns destes estudos forneceram novas técnicas que foram
utilizadas para limitar o cop number de grafos gerais (ver abaixo).

Os grafos Erdds-Rényi foram investigados pela primeira vez em Bonato,
Hahn e Wang 2007 (ver também Bonato, Kemkes e Pralat 2012). Num grafo
deste tipo G(n, p), cada aresta tem uma probabilidade independente e fixa
(independente do nimero n de vértices) de existir 0 < p < 1. Nesse caso,
estd provado que o cop number é ©(logn) assintoticamente quase certo
(a.a.s.), i.e., com probabilidade tendente a um quando n vai para infinito.
Este resultado (claramente, o limite superior) baseia-se principalmente em
resultados semelhantes sobre o ntimero dominante de tais grafos. Mais
precisamente,

Teorema 9.11 (Bonato, Hahn e Wang 2007). Para qualquer 0 < p < 1 fizo e
para qualquer € > 0, a.a.s:

(1—¢) logflp n <cn(G(n,p)) < (1+¢€) logtlp n.

Depois, os grafos aleatérios esparsos (onde p = d/n, 0 < d < 1) foram
estudados em Bonato, Pralat e Wang 2007. Grosso modo, esses grafos de n-
vértices consistem na unido de arvores ou grafos uniciclicos com um maximo
de loglogn vértices a.a.s. Como Bonato, Pralat e Wang (2007) definem o
cop number de um grafo desconexo como a soma dos cop numbers de suas
componentes conexas, os grafos aleatérios esparsos tém cop numbers a.a.s.
grandes.

O caso dos grafos mais densos, para os quais pn = n%, 0 < a < 1,
foi estudado pela primeira vez em Bollobas, Kun e Leader 2013. Depoais,
Luczak e Pralat (2010) provaram que o cop number de grafos aleatérios
densos tem um comportamento intrigante de “zig-zag”:
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Teorema 9.12 (Luczak e Pralat 2010). Seja 0 < o<1 ed =n-p = n>tol),
o Se 2].—{5_1<a<2%. para algum j > 1, entdo a.a.s. cn(G(n,p)) = O(d’).

e Se 2%.<a<2j%1 para algum j > 1, entdo a.a.s. Q) = en(G(n,p)) =
O(z logn).

Finalmente, os grafos aleatérios com uma dada distribuicdo de graus
foram investigados em Bonato, Pralat e Wang 2007. Dada uma sequéncia
w = (wy,- - ,wy,) onde w; é o grau esperado do vértice v;:

Lema 9.13 (Bonato, Pralat e Wang 2007). Seja G um grafo aleatério com

max; wf

distribuicdo de graus esperados w. Seja p > Para qualquer ¢ > 0,

i

com probabilidade pelo menos 1 — e=Om.

en(G) > (1 —e) log% n.
-p

O caso de w ser uma distribuicao de lei de poténcia é particularmente
interessante, uma vez que muitas redes reais tém esta propriedade. Como
esses grafos tém muitos vértices isolados, Bonato, Pralat e Wang 2007 con-
clui que o seu cop number é O(n), em que n é o nimero de vértices. Por
outro lado, os grafos regulares-aleatérios sdo considerados em Pralat, Vers-
traéte e N. C. Wormald 2011. Depois, Pratat e N. Wormald 2016 provou
que a Conjectura de Meyniel é valida para grafos aleatérios binomiais. Em
particular, Pratat e N. Wormald 2016 provou que a conjectura é valida
para uma classe geral de grafos com algumas propriedades especificas do
tipo expansao.

Grafos gerais

Mostramos acima que a conjectura de Meyniel é valida em muitas classes
de grafos. No entanto, a questdo ainda estd em aberto, em grafos gerais.

O primeiro limite superior para grafos gerais foi proposto por Frankl
1987a, que mostrou que cn(G) = O(nlolgol%) em qualquer grafo de n vér-
tices G. Este limite foi depois melhorado para O(; oa —) em Chiniforooshan
2008 encontrando recursivamente uma lagarta de distdncia minima longa
entre a raiz e uma folha de uma qualquer arvore BFS arbitraria de G. Mais
precisamente, um subgrafo T' de G é uma lagarta de distancia minima se

consistir num caminho P mais curto (em G) e alguns vértices adjacentes
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a P. Generalizando o fato de que um policial pode controlar um caminho
mais curto, Chiniforooshan (2008) mostrou que 5 policiais sdo suficientes
para controlar qualquer lagarta de distdncia minima num grafo. Depois,
usando qualquer arvore BFS, é possivel calcular uma lagarta de distan-
cia minima (da raiz a uma folha da arvore BFS) com tamanho O(logn)
em qualquer grafo com n vértices. Continuando recursivamente, qualquer
grafo pode ser particionado em O(n/logn) lagartas de distdncia minima.
Assim, en(G) = O(g5;7;) em qualquer grafo de n vértices G.

Varios grupos de pesquisa melhoraram independentemente este resul-
tado para obter o melhor limite atual:

Teorema 9.14 (Scott e Sudakov 2011; L. Lu e Peng 2012). Para qualquer
s -~ n
grafo conexo de n vértices G, cn(G) = O (72(170(1))\/@)'

Assim, a conjectura de Meyniel continua em aberto, pois pergunta se
en(G) = O(n'/?) para qualquer grafo de n vértices, enquanto o teorema
acima d4 um limite superior que é Q(n!'~¢) para cada € > 0.

9.4 Variantes do Jogo de Policia e Ladrao

Neste capitulo, apresentamos os principais resultados bésicos sobre o
jogo de Policia e Ladrao. Nesta breve introducao, nao nos foi possivel fazer
um levantamento da vastissima literatura sobre este jogo. Nesta ultima
secdo, gostarfamos de apresentar uma lista (ndo exaustiva) dos numerosos
trabalhos nesta area. Na maior parte dos casos, muitas questoes permane-
cem em aberto e esperamos que inspire o leitor a prosseguir a investigacao
nesta area.

Mais classes de grafos

O jogo dos policiais e dos ladroes tem sido estudado em muitas clas-
ses de grafos, mas também em ambientes mais gerais, tais como grafos
infinitos (Chastand, Laviolette e Polat 2000; Hahn, Laviolette et al. 2002;
Bonato, Hahn e Wang 2007; Bonato, Hahn e Tardif 2010) ou em grafos di-
rigidos onde apenas se conhecem muito poucos resultados (Das, Gahlawat
et al. 2021).
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Mais variantes

Gostariamos de mencionar algumas das numerosas variantes que tém
sido estudadas: quando o ladrdo é mais rapido (Fomin, Golovach, Krato-
chvil et al. 2010; Chalopin et al. 2011; Alon e Mehrabian 2011; Mehrabian
2011; A. M. Frieze, Krivelevich e Loh 2012; Balister et al. 2017); quando
a visibilidade dos policiais é limitada (Clarke 2009; Chalopin et al. 2011);
quando o objetivo dos policiais ndo é capturar o ladrdo mas evitar que
ele chegue a um determinado subgrafo (Fomin, Golovach, Hall et al. 2011;
Sdmal e Valla 2014); quando o objetivo dos policiais nao é capturar o la-
drao mas sim manter-se sempre perto dele (Cohen, Martins et al. 2018;
Cohen, Mc Inerney et al. 2020; Costa, Martins e Sampaio 2022); quando
cada policial tem um ntmero limitado de movimentos (Fomin, Golovach e
Lokshtanov 2010; Fomin, Golovach e Lokshtanov 2012), quando os policiais
podem ser ajudados por armadilhas ou radares (Clarke e Nowakowski 2000;
Clarke e Nowakowski 2001; Clarke e Connon 2006) etc. Além disso, sdo
considerados outros objetivos, como o tempo de captura (Bonato, Golovach
et al. 2009; Bonato, Gordinowicz et al. 2013; Bonato, Huggan et al. 2021).

Jogos estreitamente relacionados

Os jogos de policiais e ladroes fazem parte de uma classe mais vasta
de jogos de perseguicao e evasdo, alguns dos quais estdao intimamente rela-
cionados com invariantes de grafos famosos, como a largura da arvore e a
largura do caminho (ver, por exemplo, o estudo de Nisse 2019). Existem
também jogos combinatérios em que apenas um dos jogadores move uma
ficha num grafo, enquanto o segundo jogador seleciona (ou sonda) vértices.

Por exemplo, no jogo de vigilancia, o segundo jogador controla uma
ficha que comeca num vértice especifico (a homebase) de um grafo G. To-
dos os vértices de G (exceto a base) sdo inicialmente marcados. Em cada
jogada, o primeiro jogador desmarca k vértices (k é um parametro fixo do
jogo) e depois o segundo jogador pode mover a sua ficha ao longo de uma
aresta. O segundo jogador ganha se eventualmente atingir um vértice mar-
cado (Fomin, Giroire et al. 2014; Giroire et al. 2015). E interessante notar
que o jogo de vigilancia foi introduzido para fins praticos, nomeadamente
para estudar problemas de busca antecipada (Prefetching).

Um tltimo exemplo que gostariamos de dar aqui é o jogo Cacador e
Coelho (Hunter and Rabbit) em que um jogador controla um coelho invisivel
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escondido num vértice de um grafo. Em cada jogada, o outro jogador sonda
k vértices (k é um pardmetro fixo do jogo). Se o coelho ocupar um vértice
sondado, perde. Caso contrario, o coelho deve deslocar-se para um dos seus
vizinhos (Britnell e Wildon 2013; Gruslys e Méroueh 2015; Abramovskaya
et al. 2016; Bolkema e Groothuis 2019; Dissaux et al. 2023). (Exercicio 9.6).

9.5 Exercicios

Exercicio 9.1. Mostre que cn(G) = 2 para qualquer grade G com pelo menos
2 linhas e duas colunas.

Exercicio 9.2. Prove o Teorema 9.1 formalmente.

Exercicio 9.3. Prove que, para cada k > 1, existe um grafo G com didmetro
2 e cn(G) > k.

Exercicio 9.4. Mostre um grafo planar G tal que cn(G) = 3.

Exercicio 9.5. Mostre que, em qualquer grafo conectado 4-cordal G, cn(G) <
2 e que existe sempre uma estratégia vencedora para os policiais tal que
eles estdo sempre a uma distadncia maxima de um um dos outros.

Exercicio 9.6. Mostre que um cagador (i.e., um jogador que sonda um vér-
tice por turno) tem uma estratégia vencedora em qualquer caminho no jogo
do Cacador e do Coelho.
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Teoria de Conway
de Jogos Partizan

“Surreal Numbers: How two ex-students turned on
to pure mathematics and found total happiness”

Donald Knuth, 1974, sobre os nimeros surreais de Conway

A Teoria de Sprague-Grundy (Capitulo 2) associa valores (nimbers) a
posigoes de jogos imparciais (na variante normal) e, com isso, consegue de-
cidir qual jogador tem estratégia vencedora. Neste capitulo, apresentamos
a Teoria Combinatoéria dos Jogos, que estende a Teoria de Sprague-Grundy,
associando também valores a posi¢oes de jogos partizan (na variante nor-
mal), onde o valor 0 também indica que o primeiro a jogar perde, indepen-
dentemente se for Alice ou Bob. Esta teoria é desenvolvida magistralmente
no livro Winning Ways de Berlekamp, Conway e Guy (1982). Para maiores
detalhes, recomendamos também o excelente livro de Siegel (2013). Tais
valores associados a jogos fazem parte do conjunto dos nimeros surreais,
descrito neste capitulo. Nao pretendemos cobrir completamente esta teoria,
que é muito vasta, mas mostramos seus elementos essenciais, que podem
ser aplicados para obtencao de algoritmos polinomiais para solucionar pro-
blemas de jogos partizan em grafos (na variante normal).

Antes de iniciar a teoria, € bom comecar com alguns exemplos ilustrati-
vos do jogo NIM-PARTIZAN, definido no Capitulo 1. Em alguns jogos, Alice
(resp. Bob) sempre vence, sendo ou ndo a primeira a jogar. Em outros jo-
gos, Alice perde se e s6 se joga primeiro. E também hé jogos em que Alice
vence se e 86 se joga primeiro. Como dito, todo jogo sera associado a um
valor (nimero surreal). O objetivo é determinar o vencedor (Alice, Bob, o
primeiro jogador ou o segundo jogador) a partir do valor (nimero surreal)
associado ao jogo. Um ponto crucial é que todo jogo em que o primeiro a
jogar perde sempre tem valor 0. Como exemplo concreto, no jogo (A4, B) de
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NIM-PARTIZAN (uma pilha com um objeto rotulado A e outra pilha com um
objeto rotulado B), o primeiro a jogar vence e portanto (A, B) tem valor 0,
assim como os jogos (AA, BB), (AB,BA) e (C,C).

Veremos que todo inteiro n serd associado a um jogo, que (abusando
da notacao) serd chamado de jogo m e intuitivamente representa qualquer
jogo com valor (nimero surreal) n. Por exemplo, veremos que a instancia
do jogo NIM-PARTIZAN (A...A) (uma pilha com n objetos rotulados A) tem
valor n e a instancia (B...B) (uma pilha com n objetos rotulados B) tem
valor —n. Um fato importante é que, quanto maior (resp. menor) que 0 for
o valor do jogo, mais favordvel serd para Alice (resp. Bob). Isso permite
obter estratégias para ambos os jogadores: Alice (Bob) sempre deseja jogar
de modo a obter um jogo com maior (resp. menor) valor.

Outro ponto crucial (similar & Teoria de Sprague-Grundy) é avaliar o
jogo X + Y, obtido da soma de dois jogos partizan X e Y, onde, em cada
turno, o jogador pode fazer a sua jogada em qualquer um dos dois jogos
X ou Y. De fato, o valor do jogo X + Y serd consistente com a soma
dos valores correspondentes aos jogos X e Y. Por exemplo, vimos que as
instancias (AAA) e (BBB) tem valores 3 e —3 (ou seja, sdo equivalentes
aos jogos 3 e —3). Veremos que o jogo (AAA) + (BBB) = (AAA, BBB)
(duas pilhas: uma com 3 elementos rotulados A e outra com 3 elementos
rotulados B) tem valor 3+ (—3) = 0, o que é consistente com o fato de que
o primeiro a jogar perde em (AAA, BBB).

Veremos que os nimeros surreais ndo contém apenas nimeros inteiros,
mas também nimeros diddicos (nimeros racionais cujo denominador é uma
poténcia de 2). Por exemplo, o Exercicio 10.1 pede para provar que perde
quem jogar primeiro na instancia de NIM-PARTIZAN (B) + (AB) + (AB) =
(B,AB, AB) (trés pilhas, uma com um objeto rotulado B e duas pilhas
com dois objetos cada: um rotulado A embaixo e outro rotulado B em
cima). Portanto, o valor do jogo (B)+ (AB) + (AB) é 0. Como o valor do
jogo (B) é —1, concluiremos que o valor do jogo (AB) deve ser 1. De modo
semelhante, podemos mostrar que o jogo (BA) tem valor —%. Provando
no Exercicio 10.1 que o primeiro a jogar perde no jogo (BA, ABB, ABB),
concluiremos que os valores dos jogos (ABB) e (BAA) serdo } e —1, respec-
tivamente. Ver Lema 10.7 para maiores detalhes. Generalizando, prova-se
que (AB...B) tem valor 1/2" onde n é o nimero de B’s (Exercicio 10.2).

Grosso modo, todo jogo associado a um niimero diddico serd chamado
de jogo numero ou simplesmente ndmero. Depois, veremos que os niimeros
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surreais também contém jogos que nao sdo numeros. Como exemplo de
jogos que nao sdo nimeros, note que o primeiro a jogar vence nas instancias
de NIM-PARTIZAN (C), (CC) e (CCC) de apenas uma pilha com 1, 2 ou 3
objetos rotulados com C. Seus valores serdo os nimeros surreais *1 (ou s6
estrela %), x2 e %3, definidos adiante e diretamente ligados aos nimbers 1,
2 e 3. Note que o primeiro a jogar perde na instancia (C,CC,CCC), que
tem valor 0, e portanto *1 4+ %2 + %3 = 0 (ou seja, a soma de nimbers é a
operagdo xor bit-a-bit, como visto no Capitulo 2).

Tais jogos que nao sao nameros serdo classificados como jogos quase-
ntimeros (incluindo os jogos infinitesimais) e jogos quentes, ampliando ainda
mais a nossa no¢ao dos niimeros surreais. Sobre jogos quase-nimeros, vere-
mos que resultados importantes (Teoremas 10.17 e 10.22) mostram que os
jogadores desejam evitar ao maximo obter um jogo niimero em sua jogada.
Sobre jogos quentes, veremos que a Teoria da Temperatura na Segao 10.5
ajuda a escolher uma boa jogada. Finalmente, concluimos o capitulo com
uma aplicagdo dessa teoria para um jogo em grafos na Secao 10.6.

10.1 Numeros Surreais e a Notacao { X |Y'}

Com o objetivo de estender a Teoria de Sprague-Grundy para jogos
partizan, Conway (1976) criou um sistema numeérico inteiramente novo, o
conjunto dos numeros surreais. Esse conjunto contém ntimeros reais, mas
também contém elementos novos, como a estrela * = {0|0} e os infinitesi-
mais T= {0|x} e = {%|0}, definidos nesta se¢do. Além disso, ndo ha uma
ordem total entre seus elementos; por exemplo, a estrela x é incompardvel
com 0 (denota-se * || 0), ou seja, * £ 0 e x ¥ 0. Um ponto interessante
que sera mostrado é que um numero real x é surreal se e somente se x é
um nimero diddico (seu denominador é uma poténcia de 2, incluindo assim
também os inteiros).

Conway (1976) prova que é possivel associar um ntimero surreal s para
cada posigdo de um jogo imparcial ou partizan (na variante normal) em
termos de jogadas de vantagem para Alice de modo que vale o seguinte:

e s>0 ¢ Alice vence (jogando primeiro ou nao);
e $<0 < Bob vence (jogando primeiro ou nao);
e s=0 < o segundo jogador vence;

e 5]| 0 & o primeiro jogador vence.
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Usamos frequentemente o seguinte (maiores detalhes em Conway (1976)):
se Alice em sua jogada pode obter duas posi¢des com valores s’ < s, en-
tao ela prefere a jogada que retorna o maior valor s. Por outro lado, Bob
prefere em sua jogada obter um jogo com menor valor possivel. A seguir,
introduzimos gradualmente os nimeros surreais e jogos correspondentes.

Notacao { X|Y'}

Dado um jogo' J, sejam JA e JPB as opcoes para Alice e Bob, respec-
tivamente, ou seja, J4 (resp. JP) é o conjunto dos jogos que podem ser
obtidos ap6s um movimento de Alice (resp. Bob). Todo jogo J seré deno-
tado por J = {jA\jB} onde J4 ¢ JP sao as op¢oes de Alice e Bob em J.
E comum escrever a notacio J = {JA41, ... JAm|JB1 JBr} sem cha-
ves adicionais, quando J4 = {J41,.. .,JAm} e JB = {JBl, ..., JB"}. Na
literatura, é comum abusar ainda mais da notagdo e escrever J = {J4|JP},
onde J4 varia nas opgoes J 4 de Alice e JB varia nas opgoes J B de Bob.

Os jogos abaixo valem destaque e sdo denotados por 0, 1, —1, %, T e |:

e 0= {]}: o jogo vazio: Alice e Bob ndo tem movimentos e portanto o
primeiro jogador perde;

o 1={0[}: o jogo 1: Bob ndo tem movimentos e qualquer movimento
de Alice é vencedor, levando a um jogo 0;

o« —1 = {|0}: o jogo -1: Alice ndo tem movimentos e qualquer movi-
mento de Bob é vencedor, levando a um jogo 0;

o x = {0|0}: jogo estrela: primeiro jogador vence, obtendo o jogo 0 e
portanto *||0 pela notacdo anterior;

o t= {0]x} e J= {%]|0}. Alice (resp. Bob) vence em 71 (resp., ),
jogando primeiro ou nao e, portanto, 7> 0 e | < 0.

Também sdo definidos recursivamente os jogos n e —n para todo n > 2
e, com isso, todo nimero inteiro representa um jogo. Resumidamente, Alice
tem n movimentos a mais do que Bob no jogo n e Bob tem n movimentos
a mais que Alice no jogo —n.

1 . . . . . . s . .
Como jogo, indicamos uma posi¢do de algum jogo combinatério na variante normal.
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e n={n—1]}: o jogo n: Bob ndo tem movimentos e qualquer movi-
mento de Alice é vencedor, levando a um jogo n — 1; por exemplo,

2 = {1} = {031} = {13
e —n={|—(n—1)}: ojogo —n: Alice ndo tem movimentos e qualquer
movimento de Bob é vencedor, levando a um jogo —(n — 1); por
exemplo, =2 = {| =1} = {[{|0}} = {{K[}}}-
Jogos iguais a 0 e Jogos Idénticos: Dados jogos J; e Jy, dizemos que:
e i=Jy & Ji =0T e TP = TP (jogos idénticos)
e Ji =0 & o primeiro a jogar perde em J; (jogo igual ao jogo 0)
Veremos adiante uma nocao importante de igualdade entre dois jogos
J1 = Ja, que precisa das nogoes de soma de jogos e do negativo de um jogo,
definidos em breve. Como exemplo, note que o jogo {*|*} #Z 0 = {|}, mas
o primeiro a jogar perde no jogo {*|x} e portanto {x|x} = 0.
Exemplo: NIM-PARTIZAN. Lembrando que os objetos sdo rotulados com A,
B ou C e Alice s6 pode mover objetos rotulados com A ou C (resp. B

ou (), junto com todos acima dele. O jogo J = (AB, BA) tem as opgoes
T4 ={(0,BA),(AB, B)} para Alice e 72 = {(A, BA), (AB,)}. Ou seja,

(AB,BA) = { (0, BA), (AB, B) \ (A, BA), (AB,0) }

Além disso, temos as seguintes relagdes dos jogos (Exercicio 10.3):
e (A,B) e (C,C) com o jogo vazio 0 (o primeiro a jogar perde),
e (C)e (A,B,C) com o jogo * (o primeiro vence retornando o jogo 0),
e (A) e (AA,B) com o jogo 1, e (B) e (A, BB) com o jogo —1,
e (AA) e (AAA,B) com o jogo 2, e (BB) e (A, BBB) com o0 jogo —2,

e (C,CA) com o jogo T, e (C,CB) com o jogo /.
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Soma de jogos: Dados dois jogos Ji e Js, ou seja, duas posigoes de dois
jogos combinatorios, que até podem ser jogos combinatérios diferentes, a
soma J1 + Jo é 0 jogo em que o préximo jogador deve fazer um movimento
em apenas um dos jogos J; ou Jo. E ficil ver que a soma de jogos é
comutativa e associativa. Definimos ainda n - J como a soma de n copias
disjuntas de J. Note que J 4+ 0 = J (pois nao hé jogadas no jogo 0) para
todo jogo J e a soma J = J; + J2 de jogos ndo-nulos J; e J2 pode ser escrita
como J = {J4|JP}, onde

TA={J + Ty, L+ I8 T e T u8 e T

TP ={JB+ 1, n+JP: JPecgl JPec gl

Como exemplo, note que
it = {00} +{000} = {0+ s+ 00045, +0} = {xl} =0,
pois o primeiro a jogar perde em {x|x}.

Lema 10.1. Um jogo X € igual ao jogo 0 (X =0) se e s6 se o vencedor de
J+ X é o mesmo de J para todo jogo J.

Demonstragdo. Para provar a ida, suponha que X = 0. O jogador com
estratégia vencedora em .J sé jogard em X como resposta a movimentos de
seu oponente em X, conseguindo ser o ultimo a jogar em X (pois X = 0)
e em J (pois tem estratégia vencedora em J) simultaneamente e portanto
também em J + X. Para provar a volta, tome J = 0. Como o vencedor de
J é o segundo jogador, entao o vencedor de J+ X = X é o segundo jogador
e portanto X = 0. [ |

Negativo de um jogo: O jogo negativo —J de um jogo J = {JA|JP} é
definido como o jogo em que os papéis de Alice e Bob sdo trocados: as
jogadas possiveis de Alice (resp. Bob) em —J sdo as jogadas possiveis
de Bob (resp. Alice) em J. Portanto, —J = {—JB| — J4}. Define-se a
diferenc¢a J; — Jo como o jogo Ji + (—J2).

Como exemplo, note que —* = %, —0 =0, —(1) = =1, —(—1) = 1 e que
—(=J) = J para todo jogo J. No jogo NIM-PARTIZAN, a instancia (BBA)
é o negativo de (AAB), pois trocam-se os papéis de Alice e Bob. Note que
a instancia (AAB, BBA) tem valor 0 (perde o primeiro jogador). O lema
abaixo mostra que isso sempre ocorre.
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Lema 10.2. Seja J wm jogo. Entdo o primeiro jogador perde no jogo J — J.
Portanto, J — J = 0.

Demonstragdo. Como os papéis de Alice e Bob estao trocados no jogo —J
em comparacao ao jogo J, entdo, para cada movimento do primeiro jogador
em um dos jogos J ou —J, o segundo jogador tera o mesmo movimento no
outro jogo. Seguindo essa estratégia, o segundo jogador é sempre o dltimo
a mover, vencendo o jogo. |

Note que a adicdo e a subtragao de jogos sdo compativeis com as ope-
ragoes correspondentes de niimeros. Por exemplo, podemos provar de duas
maneiras que o jogo 1 — 1 = {—1|1} = 0. Primeiramente, note que
{=1]|1} = 0, pois Alice perde jogando primeiro em —1 e Bob perde jo-
gando primeiro em 1 (ou seja, perde quem joga primeiro). Vamos provar
entdo que 1 — 1 = {—1|1}. Algebricamente, temos 1 — 1 = 1+ (—1) =
{0} + {0} = {0+ {]0} [ {01} + 0} = {{[0} | {0]}} = {—1[1}. Alternativa-
mente, analisando as opgoes de Alice e Bob no jogo 1—1 =1+ (—1), temos
que sé Alice (resp, Bob) pode jogar no jogo 1 (resp. jogo —1), retornando
o jogo 0. Portanto, uma jogada de Alice obtém o jogo 0+ (—1) = —1 e
uma jogada de Bob obtém o jogo 1+ (0) = 1. Portanto, 1 — 1 = {—1|1}.

Igualdade entre Jogos: Dados jogos Ji e Js, dizemos que:
o J1 =J2 & o primeiro jogador perde em J; — Ja (jogos iguais)

Uma intuicdo mais clara para esta definicdo é percebida no Teorema
10.3 abaixo, que mostra que J; = Jy se e s6 se o vencedor de J; + X
é o mesmo de Jy + X para qualquer jogo X. Ou seja, a associacdo de
qualquer X com J; tem o mesmo resultado da associagdo com J; e assim
faz sentido considera-los como jogos iguais J; = Jy (embora possam nao
ser jogos idénticos Jy #Z Jo).

Claramente J = J e J = J para todo jogo J. Além disso, J1 = Jo
implica J; = Jo, mas o contrario nem sempre é verdade. Note que, J—J =0
(Lema 10.2), mas J — J # 0 se J # 0, pois

J—J=J+(=J) = {JA=JJ-JB | JP—JJ-J% #£ 0 = {|}.

Por exemplo, o jogo 1 — 1 é igual ao jogo 0 (escrevemos 1 — 1 = 0), mas
1-120, pois 1 —1={-1[1} £ {[} = 0.
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Teorema 10.3. Sejam Ji e Jo jogos quaisquer. Portanto, J1 = Jo se e so
se J1 + X = Jy + X para todo jogo X. Além disso, J| = Jy se e $6 se o
vencedor de J;1 + X é o mesmo de Jo + X para todo jogo X.

Demonstra¢do. Para a primeira volta, tomando X = 0, temos que J;+X =
Jo + X implica diretamente que J; = Jy. Para a segunda volta, tomando
X = —J,, temos que o vencedor de J; + X = J; — J2 é 0 mesmo de
Jo+ X = Jy — Jy =0, ou seja, o segundo jogador, e portanto J; — Jo =0
e consequentemente J; = Jo

Para as duas idas, como Jo—.J; = 0, temos pelo Lema 10.1 que J;1+ X =
J1+ X+ (Jo—Jp) = Jo+ X e que o vencedor de J; + X é o mesmo vencedor
deJ1+X+(J2—J1):J2+X. [ |

Outras relacoes entre jogos: Note a relacdo entre as sentencgas abaixo e o
inicio desta Secao 10.1. Repetimos aqui a relagdo J; = Jo para manté-las
todas juntas. Dados jogos J; e Js, dizemos que:

o J1=Jy & J—Jo=0 & o segundo jogador vence em Ji; — Jo;
e J1>Jy & Ji—Jy >0 & Alice sempre vence em J; — Js;

o Ji<Jy & Ji—Jy <0 < Bobsempre vence em J; — Jo;

o« i||J2 & J1—J2||0 & o primeiro jogador vence em J; — Ja.
o 1> Jo & Ji>Jyouldy || Ja (ouseja, Jy £ Jo)

o i<y & Ji<Jyould || J2 (ouseja, Jy Z Jo)

Também escrevemos J; > Jo (resp. J; < Jo) se J; = Jy ou J; > Jo
(resp. J1 < J3). Se Jy || J2, dizemos que Jy e Jy se confundem ou Jy é
confuso com Js.

Como exemplo, o jogo n + 1 é maior que o jogo n para todo inteiro n,
pois 0 jogo (n+1)—n=(n—n)+1=0+1=1 é vencedor para Alice.

Teorema 10.4. Dados jogos Ji, Jo e J3, temos que J1 > Jo > J3 implica
J1 > J3 e que J1 < Jy < J3 implica J1 < J3. Consequentemente, se J1 > Jo
e Alice vence em Jo, entao Alice vence em Ji. Além disso, se J1 < Jo e
Bob vence em Jo, entdo Bob vence em Ji.
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Demonstragdo. Se J; > Jo > J3, entao J; —Jo > 0e Jo—J3 > 0 e portanto
Alice sempre vence em J; — Jy e em Jy — J3. Logo Alice sempre vence o
jogo (J1 — J2) + (Jo — J3) = J; — J3, pois consegue jogar respondendo aos
movimentos de Bob em J; — Jy e em Jy — J3, garantindo ser a udltima a
jogar em ambos os jogos e vencendo. Logo J; — J3 > 0 e consequentemente
J1 > J3. Andlogo para J; < Jo < Js. ]

Conjunto dos Jogos

O conjunto J dos jogos é construido recursivamente como segue. Seja
Jo = {0} o conjunto contendo apenas o jogo vazio 0. Para n > 0, seja

I = { {7477} + 74,97 C 1.}

O conjunto J de jogos é definido como J = |J,,>o Jn. Por exemplo,

5= { (k{00 10} ooy} = {0.1,-1,5},

e T= {0]x} e = {|0} pertencem a J;. Note que J, C J,4+1 para todo
n > 0.

O andversdrio de um jogo J é o menor n tal que existe J' € J,, satisfa-
zendo J' = J. Dizemos que um jogo J é mais simples que um jogo J' se o
aniversario de J é menor que o de J'.

A relacao de igualdade entre jogos definida anteriormente é uma relacao
de equivaléncia (reflexiva, simétrica e transitiva) e portanto particiona o
conjunto J dos jogos em classes de equivaléncia. Os jogos de uma mesma
classe tem o mesmo aniversario e o mesmo valor associado.

Em particular, a no¢ao de aniversario estd bem definida para todo jogo.

Teorema 10.5. Seja n > 0 um inteiro. Entdo os jogos n e —n tem ani-
versdrio n. Além disso, ndo hd jogo em J, maior que n mem menor que
—n.

Demonstragdo. Por inducdo em n. O caso base n = 0 é trivial. Fixen >1
e suponha que vale para todo inteiro menor que n. Vamos provar para n.
Como os jogos n — 1 e —(n — 1) tém aniversario n — 1 por indugao, entao
0s jogos n e —n pertencem a J, e tém aniversario menor ou igual a n, pois
n={n-1}e —n={ —(n—1)}. Além disso, se o aniversario de n é
menor que n, entdo hé um jogo J € J,_1 tal que J = n, contradigdo, pois
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J =n>mn—1 e, por inducio, ndo ha jogo maior que n — 1 em J,_1. O
mesmo para o aniversario de —n. Além disso, considere um jogo J € J,
qualquer. Vamos mostrar que J nao é maior que n. Se J4 = (), entao Alice
nao tem movimentos em J e perde jogando primeiro, tanto em J como em

J —n. Se JA # 0, entdo
J-—n={J"-n|JBP—n J-(n-1)} <0,

pois J4 < n por inducio ji que JA € J,_1 e JA4 ¥ n — 1. Ou seja, nio
ha jogo maior que n em J,,. Andlogo para mostrar que nao ha jogo em J,
menor que —n. ]

A seguir mostramos como simplificar um jogo o maximo possivel.

Jogos em Forma Canénica Um resultado importante dessa teoria é que
todo jogo J possui uma simplificagdo maxima, um dnico jogo K o mais
simples possivel tal que J = K. Isso é provado nos livros On numbers and
games (pp. 110-112), Winning Ways for Your Mathematical Plays (pp.
62-65) e Combinatorial Game Theory (pp. 66-68). Abaixo mostramos as
defini¢oes de opgoes dominadas e opgdes reversiveis, seguidas de exemplos.

Uma opc¢ao de Alice (resp. Bob) é dominada em um jogo J se existe
outra igual ou maior (resp. menor). Uma opgao J41 de Alice é reversivel
em J se existe uma opcao de Bob JA41B1 < J em JA4'. Uma opcio JB de
Bob é reversivel em J se existe uma opcao de Alice JP141 > J em JB1.

Como intuic¢do para opgdes dominadas, considere inicialmente que Alice
tem duas opgdes JA1 > J42 em um jogo J (ou seja, JA2 é dominada).
Entdo, Alice prefere J41, ao invés de J42, e portanto J42 poderia ser
ignorada. Por exemplo, o jogo {2, 30,1} é igual ao jogo {3|0}.

Como intuigdo para opgdes reversiveis, veja a Figura 10.1 com um jogo

J = {{armiey [ {{xry ] 21,

onde é dado que B<C<J<X<Y. Nesse caso, J4 = {A|{B|C}} tem a
opgao JA1BL = {B|C} < J e portanto J41 é reversivel para Alice. Também
JBU = [{X|Y}|Z} tem a opcio JP141 = {X|Y} > J e portanto JB! é
reversivel para Bob. Assim, a opcao J4! de Alice pode ser substituida pela
opcao JA1B1AL = B e a opcao JB' de Bob pode ser substituida pela opcao
JBALBL — Y Ou seja, J = {B|Y}.
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B<C< J={{A{BIC}} | {{xI¥}|Z} <X <Y

_— T~

Jh = {A!{BI<}} TP = {{X[Y}|Z}
JMB = {B|C} JBA = [X|Y}

JA1B1A; : JB1AIB :®

Figura 10.1: Exemplo de um jogo J com opgoes reversiveis tanto para Alice
como Bob. Nesse exemplo, é dado que B<C<J<X<Y. O jogo J pode ser
simplificado para J = {B|Y'}.

Nao é dificil provar que o resultado do jogo ndo muda se removermos
opc¢oes dominadas e substituirmos opgoes reversiveis de um jogador pelas
opgoes desse jogador em sua préxima jogada.

Dizemos recursivamente que um jogo J estd em forma candnica se:

o JA|| JA2 e JB || JB2 (nenhuma opgao é dominada)
o« JUBIL T e JBA g (nenhuma opg¢ao é reversivel)
o JA e JP1 estdo em forma candnica  (todas as opgdes candnicas)

para toda opcdo JA1 e JA42 de Alice em J, toda JB' e JB2 de Bob em J,
toda opcao JA1B1 de Bob em JA! e toda opcao JB41 de Alice em JP.

Teorema 10.6. Todo jogo J admite uma unica forma canénica, que € o jogo
K mais simples tal que J = K.

Demonstragdo. Exercicio 10.6. [ |

Como exemplo de reducdo a forma canonica, considere o jogo | +x.
Como = {*|0} e * = {0]0}, temos:

L = Lo L4010+ 5,140} = {04 [ %1} = {0] %1},
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onde a ultima igualdade vem pela eliminacdo da opc¢ao dominada |< 0 de
Alice. Note que J =| +# < . Portanto, a opcao JZ =|= {0} de Bob
é reversivel, pois tem a opcio JBA = % > J de Alice. Logo, podemos
substituir a opcao reversivel JB =] por JBAB = «B = 0. Portanto a forma
canénica de J =| +x* é {0/0,*}. Olhando esse exemplo do ponto de vista
de NIM-PARTIZAN, vimos que a instancia (C') tem valor * e a instancia
(CB,C) tem valor |. Portanto a instancia (CB,C, () tem valor J =] +x.
No entanto, como (CB,C, C) pode ser visto como (CB) + (C,C) e o jogo
(C,C) tem valor x+* = 0, entao (CB, C, C) tem o mesmo valor da instancia
(CB). Além disso, o jogo (C'B) tem valor {0]0, x}, pois Alice tem apenas
uma op¢ao (o jogo 0) e Bob tem duas opgoes (o jogo 0 e o jogo (C) com
valor x). Ou seja, J =] +* = {00, *}, como visto acima.

10.2 Jogos, Numeros e a Lei da Simplicidade

Vamos definir inicialmente alguns jogos relacionados com ntimeros.

Numeros Inteiros

Ja& vimos que todo ntimero inteiro representa um jogo. O jogo 0 é {|}
e, para todo inteiro n > 0, os jogos n+1e —(n+1) sdo {n| } e { | — n},
respectivamente. Lembre pelo Teorema 10.5 que o aniversario dos jogos n
e —n é n para todo n > 0 (ver Figura 10.2).

Note também que os jogos n =n-(1) e —n = n-(—1), ou seja, n copias
disjuntas dos jogos 1 e —1, respectivamente, para n > 1 (Exercicio 10.4).

Finalmente, temos que o jogo (n + 1) + (—1) é igual ao jogo n e que
qualquer movimento de Alice leva ao jogo n — 1 e qualquer movimento de
Bob leva ao jogo n+ 1. Ouseja,n = {n— 1| n+ 1} para todo inteiro n.
Algebricamente, podemos ver que (n+ 1)+ (=1)=n+(1—-1)=ne

n+1)+(-1) = {n]}+{|0} = {n+(-1)|(n+1)+0} = {n—1n+1}.

Exemplo: NIM-PARTIZAN com instancia (AAA,BBB). Se a primeira jogada
for de Alice, pode-se obter as instancias (AA,BBB), (A,BBB) ou ((),BBB)
com valores —1, —2 e —3, respectivamente. Se a primeira jogada for de Bob,
pode-se obter as instancias (AAA,BB), (AAA,B) ou (AAA,D) com valores 1,
2 e 3, respectivamente. Isso pode ser representado por {—1, -2, —3|1,2, 3},
que tem o mesmo valor de {—1|1} = 0, j& que Alice deseja maximizar o
valor e Bob minimizar.
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Numeros Diadicos

Seja D o conjunto dos nimeros diddicos: nimeros racionais cujo deno-
minador da fragao irredutivel é uma poténcia de 2. O lema abaixo prova um
resultado importante para o jogo J = {0|1}, que serd usado para mostrar
que todo nimero diadico representa um jogo.

Lema 10.7. Seja J o jogo {0|1}. Logo 2J —1 = 0.

Demonstragio. Considere o jogo 2J — 1 = {0|1} + {0|1} + {|0}. Se Alice
joga primeiro, ela obtém o jogo J — 1 jogando em um dos jogos J. Bob
entdo vence jogando no outro jogo J = {0|1}, pois obtém o jogo 1 —1 =0,
que é perdedor para Alice. Suponha agora que Bob joga primeiro. Se Bob
joga em —1 = {|0}, obtendo o jogo 2J, Alice joga em um dos jogos J,
resultando no fim em apenas um jogo J, que é vencedor para Alice. Caso
contrario, se Bob joga em um jogo J = {0|1}, obtendo o jogo 1+J—1 = J,
Alice joga no jogo J, resultando no jogo 0, que é perdedor para Bob. De
qualquer modo, o primeiro a jogar perde e portanto 2J — 1 = 0. [ |

Com esse resultado, definem-se os jogos 3 = {0[1} e —3 = {-1/0}.

Recursivamente, para n > 1, definem-se os jogos

1 1 1 1
gt = {0’211} ¢ Tgmr T {‘MO}’
de modo que vale 2 - (1/2""!) — (1/2") = 0 para tais jogos, onde podemos
escrever 1/2™ para o jogo 2% Assim, todo nimero diddico k/2™ representa
um jogo para inteiros k impar e n > 1: o jogo k- (1/2™) para k positivo ou
o jogo |k|- (—=1/2™) para k negativo.

Teorema 10.8. Dados inteiros k impar e n > 1, temos que o jogo

ko E—1 ) k+1

on on ’ n
Demonstragio. Qualquer movimento de Alice num jogo 1/2" leva a um jogo
0 por defini¢do. Logo qualquer movimento de Alice num jogo k/2™ leva a
um jogo (k—1)/2"™. Além disso, qualquer movimento de Bob num jogo 1/2"
leva a um jogo 1/2™ com 0 < m < n. Portanto, Bob prefere o movimento
que leva a uma posicdo 1/2"~1 com menor valor valor e portanto menores

chances para Alice. Logo, movendo num jogo k/2", Bob obtém um jogo
(k—1)/2" + 1/2" 1 = (k+1)/2". [
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Com isso, para inteiros k impar e n > 1, vale o seguinte para esses jogos:
(k—1)/2" e (k+1)/2™ sao mais simples que o jogo k/2" e
E—1 k kE+1
on S S Ton
Exemplo: NiM-PARTIZAN. O Exercicio 10.1 pede para provar que as instan-

cias (AB...B) de um pilha com um objeto rotulado A embaixo e n objetos
em cima rotulados com B é equivalente ao jogo 1/2".

Jogos que sao numeros

Definimos um jogo J como numero do seguinte modo recursivo: o jogo
vazio 0 é nimero e, para todon > 0, os jogos n+1={n| } e —(n+1) =
{ | = n} sdo ntimeros, além de todo jogo J = {JA4|JB} com J4 < JP em
que os jogos JA e JB sdao niimeros e tem aniversario no maximo n.

O Teorema da Simplicidade, visto adiante, mostra que esta defini¢do
dos jogos que sao numeros tem a estrutura da arvore binaria da Figura
10.2, explicada a seguir. A raiz (nivel 0) desta &rvore é o jogo ntimero 0.
Dado um inteiro positivo n, Conway (1976) prova que todo jogo ndimero
com aniversario n estd no nivel n desta arvore. O filho esquerdo de —n é
—(n+ 1) e o filho direito de n é n + 1. Exceto esses dois casos, os filhos
esquerdo e direito de um nimero y do nivel n sdao {z|y} e {y|z}, onde z é
0 major niimero menor que y e z é 0 menor niumero maior que y entre os
nimeros dos niveis menores que n.

Como exemplo, o jogo ntimero % estd no nivel 3 e tem filho esquerdo
{13} = 2 e filho direito {2|1} = I, pois 3 é o maior nimero menor que

% e 1 é o menor niimero maior que 3 entre os niimeros dos niveis 0, 1 e 2.

Além disso, o jogo nimero i estd no nivel 3 e tem filho esquerdo {0&} =1

e filho direito {1/3} = 2, pois 0 é o maior nimero menor que 1 e 1 ¢ i
menor nimero maior que i entre os nimeros dos niveis 0, 1 e 2.

Como serd visto no Teorema da Simplicidade, o jogo ntimero {z|z} é
igual ao jogo y mais simples (menor aniversario/nivel) z < y < z. Ou seja,
para determinar o valor de {x|z}, basta encontrar o nimero y satisfazendo
r < y < z com menor nivel possivel. Por exemplo, observando a Figura
10.2, vemos que {314} -3, {5‘4} — 2, {g\4} —le {—%]4} - 0.

Pelo Teorema 10.8, é possivel provar por indugdo (Exercicio 10.7) que
todo nimero diadico k/2" (k impar e n > 1) pertence a esta arvore. Ou
seja, todo nimero diddico representa um jogo ntimero. No entanto, ha jogos
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Figura 10.2: Arvore mostrando os jogos que sdo nimeros. O nivel da arvore
indica o aniversario do jogo. Por exemplo, o aniversario de n inteiro é |n|.

que nao sdo numeros, como * = {0|0}, 7= {0|x} e {= {*|0}. Note também
que, se J = {jA\JB} onde J4 e JPB sdo conjuntos nio vazios de jogos
ntimeros, entdo J = {J4[JP} para J4 = max{J4} e J® = min{TF}.

Lema 10.9. Seja J um jogo nimero. Entio J > J4 (se J4 ndo é vazio) e
J < JB (se JB ndo é vazio).

Demonstrag¢io. Prova por inducdo no aniversario do jogo. Os jogos 0 = {|},
1 = {0]} e =1 = {|0} satisfazem o lema. Seja J ¢ {0,1,—1} um jogo
nimero e suponha que o lema vale para todo jogo niimero mais simples que
J. Vamos provar que J — J4 > 0: Alice vence em J — J4.

Se Alice joga primeiro em .J + (—J4), ela joga em .J, obtendo o jogo
JA + (—=J4) =0, que é perdedor para o préximo jogador (Bob) e portanto
Alice vence. Assuma entio que Bob é o primeiro a jogar em J — JA.

Se Bob joga em J, ele obtém o jogo JB — J4 e Alice vence, pois JZ —
JA > 0 ja que J é um ntmero (JZ > J4). Suponha entdo que Bob
joga em —JA = {—JAB| — JA44} obtendo o jogo J — JA4 em seu primeiro
movimento. Logo, Alice joga em J, obtendo J4 —J44, e vence por inducio,
pois J4 é mais simples que J. A prova de que JB —J > 0 é andloga. m

Lema 10.10. Se J; e Jo sdo jogos numeros, Ji + Jo também € um numero.

Demonstragio. Exercicio 10.8. [ |
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Lei da Simplicidade

J& vimos que todo nimero diddico representa um jogo. A Lei da Sim-
plicidade abaixo mostra que todo jogo nimero é um nimero diddico. Antes
precisamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 10.11. Seja I um intervalo de numeros diddicos, ou seja, a intersegdo
de um intervalo real com D). Entdo existe um jogo J em I que é mais simples
que todos, ou seja, um unico jogo J em I com minimo aniversdrio.

Demonstracdo. Suponha que existem jogos J; > Jo com minimo aniversario
em I. Lembre que J;—Jo = Ji+(—J2) = {J{|JP}+{—JF|—J5'} e portanto
Jy—Jo = {J{ = Ty, Jy — JB|JE — Jo, J1 — J5'}. Como Jy > J, Alice vence
em J; — Js e portanto Jf‘ —Jo>0o0uJ; — JQB > 0. Logo J; > Jf‘ > Jo ou
J1 > JP > Jy e portanto J{* ou JP estd em I. Contradicdo, pois Ji' e JJ
tem aniversario menor que Ji e Jo. [ ]

Teorema 10.12 (Lei da Simplicidade). Todo jogo nimero J # 0 € equivalente
ao jogo j mais simples no intervalo

Iz{jeD;JA<j<JB},

ou seja, o unico numero j com menor aniversdrio em I.

Demonstracdo. O Lema 10.11 mostra que existe um tinico jogo j em I com
minimo aniversario. Primeiro vamos provar que J — j > 0. Isso equivale a
Alice vencer se Bob jogar primeiro. Lembre que J—j = {J4—j, J—jB|JB -
4,J — j4}. Se Bob joga em JB — j, Alice vence pois j < JZ. Suponha
entdo que Bob joga em J — j4. Como j4 tem aniversario menor que j,
entdo, pela minimalidade de j, temos que j* & I e portanto j4 < J4 < J
pois j4 < j. Entao J — j4 > 0 e Alice vence.

Agora vamos provar que J — j < 0. Isso equivale a provar que Bob
vence se Alice joga primeiro. Se Alice joga em J4 — j, Bob vence pois
J4 < j. Suponha entdo que Alice joga em J—j5. Como jZ tem aniversério
menor que j, entdo, pela minimalidade de j, temos que jZ ¢ I e portanto
3B > JB > J pois jB > j. Entdo J — jB < 0 e Bob vence. [ |

Corolario 10.13. Todo jogo numero é um numero diddico e todo numero
diadico é um jogo numero.
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Demonstracdo. Ja comentamos antes que o Exercicio 10.7 pede para provar
a segunda afirmacao (todo niimero diddico é um jogo niimero). A primeira
afirmacdo vem diretamente da Lei da Simplicidade (Teorema 10.12), pois,
de acordo com o enunciado, o jogo mais simples j € D é diadico. [ |

10.3 Jogos Infinitesimais e Quase Numeros

Um jogo J é infinitesimal se —x < J < x para todo diddico x positivo,
ou seja, —1/2" < J < 1/2™ para todo inteiro n > 0. Dados jogos Ji e Ja,
dizemos que Ji1 é quase Jo se J; — Jo é infinitesimal. Dizemos que um jogo
J é um quase nimero se J é quase x para algum nimero diadico z. Note
que 0 ¢é infinitesimal e n é quase n para todo inteiro n.

Vimos antes que alguns jogos nao sdo nimeros, como os jogos * = {0[0},
1= {0|x} e J= {*|0}. Veremos que esses jogos, bem como os jogos =1 + 1
e =] + |, e os nimbers #n (definidos em breve) sdo infinitesimais.

A Figura 10.3 ilustra a relacéo entre esses jogos, que sdo provadas nesta
se¢do, onde a nuvem maior representa o jogo estrela * e a nuvem menor os
nimbers *n, que se confundem com 0. A figura indica que

1 1
~on <|<l< xm <P< < on
para todo n > 2 e portanto *n, T, |, 1 e | sdo infinitesimais. Indica também
que * || |, *[| T, mas |<0<te<x*<q

-2 -1 o * ™ 1 2
l ! ! ! | T
1 T 1 T .

i)

ff| T T T T

R V)

Figura 10.3: Quadro geral de alguns nimeros surreais. As nuvens maior
e menor ao redor do 0 representam os jogos * e *n, para qualquer n > 2
inteiro, que se confundem com o jogo 0.

O jogo estrela « = {0|0}

Como mencionado antes, o jogo * se confunde com 0 (x||0), indicando
que o primeiro jogador vence.
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Exemplo: KAYLES-PARTIZAN. O grafo completo com pelo menos um vértice
rotulado A e outro B tem valor estrela * = {0]|0}, pois o primeiro a jogar
vence retornando um jogo vazio 0. Ademais, o grafo completo K4 com dois
vértices rotulados A e dois rotulados B, removendo uma aresta entre um
vértice rotulado A e um B, tem valor {—1,0|0,1} = {0|0} = x.
Representa-se o jogo n + * como n* para todo nimero diddico n. Nao
confundir nx = n + * com o nimber *n definido na proxima subsecao.

Nimbers: x1, *2, %3, . ..

Esta teoria de Berlekamp, Conway e Guy (1982) para jogos partizan
inclui também os jogos imparciais. Para isso, definimos recursivamente os
nimbers como nimeros surreais com a notacao’ *n, de modo que %0 = 0,
x1 = % e, para n > 2,

*n = { *0,*1,...,*(n—1)‘ x0,%1,...,%(n—1) }

Por exemplo, *1 = % = {0[0}, *2 = {0, %| 0,%} e %3 = {0, *, %2 | 0, *, *2}.
O exemplo abaixo mostra uma intuicdo de porque esses nimeros surreais
*n sd0 associados aos nimbers do capitulo anterior. Note que o jogo NIM-
PARTIZAN onde todos os objetos sdo coloridos com C' é exatamente igual ao
jogo imparcial N1M, que é fundamental para a Teoria de Sprague-Grundy.

O~

Exemplo: NIM-PARTIZAN. A instancia (C...C) com n > 1 elementos
representada pelo nimber #n. Por exemplo, a instancia (C,CC,CCC)
representada pelo valor %1 + %2 + %3 = (1 ® 2@ 3) = 0 e portanto
primeiro a jogar perde, como visto no Capitulo 2 para o jogo NIM.

o o

A Teoria de Sprague-Grundy vista no Capitulo 2 mostra que a soma de
nimbers é a operacao bitwise-ror & (ou-exclusivo bit a bit). Ou seja:

Lema 10.14. Sejam inteiros m,n > 0. Entio *sm + *n = x(m @ n).
Ademais, —xn = *n exm || xn se m # n.

Demonstragdo. A primeira sentenca vem diretamente da Teoria de Sprague-
Grundy. Como *n + *n = x(n @ n) = 0, entdo — * n = *n. Ademais,
xm — xn = *xm—+*n = x(m@®n)||0 para m # n e portanto, no jogo *m — *n,
o primeiro a jogar vence, implicando que xm || * n. |

2 N#o confundir o nimber *n com n% = n + *.



10.3. Jogos Infinitesimais e Quase NUumeros 185

Os jogos infinitesimais 1= {0|x} e |= {x|0}

Os jogos 1 e | estao entre os mais usados na Teoria Combinatéria dos
Jogos. Eles sdo tao usados que alguns autores preferem, por exemplo,
expressoes como T e [, ao invés das formas candnicas {x,0[/0} e {0]0, x}.

Lema 10.15. Sobre os jogos | e T, valem as sequintes propriedades:
(@Wi=—1 e 1= -4
()1 <0 <?
()T ll+ e L

(d) T >%n e | <xn para todon > 2

Demonstragao. Para provar (a), note que — = {— x| — 0} = {x]|0} =],
pois —« = x e —0 = 0. Andlogo para — |. Para provar (b), considere o
jogo 1= {0|x}. Se Alice joga primeiro, ela vence retornando um jogo 0.
Se Bob joga primeiro, ele retorna um jogo * e portanto Alice vence em
seguida. Como Alice sempre vence, 1> 0. Analogo para |< 0. Para provar
(c), considere o jogo T —* = 1 +* = {0|x} + {0]|0}. Se Alice joga primeiro,
ela retorna T 40 > 0 e vence. Se Bob joga primeiro, ele retorna * 4+ x = 0
e vence, pois Alice é a proxima a jogar no jogo 0. Portanto, o primeiro
a jogar sempre vence em T — % || 0 e entdo 1 || *. Andlogo para | || *.
Para provar (d), considere o jogo 1 — xn =T + % n com n > 2. Se Alice
joga primeiro, ela retorna T +0 > 0 e vence. Suponha entdo que Bob joga
primeiro. Se Bob obtém * + *n > 0 ou T +0 > 0, Alice vence. Se Bob
obtém T + x m para 0 < m < n, Alice retorna 1 +0 > 0 e vence. Portanto,
Alice sempre vence e 7> *n. Analogo para | < *n. |

Mais jogos infinitesimais: e ||
Vimos que =1+ 1 e =]+ |.
Lema 10.16. Sobre os jogos | e 1, valem as sequintes propriedades:
(@)= -1 e = -4
b)Nr>1>0 e I<l<0

(c) I < x <1
(d) +<1/2" e | >—-1/2" para todon >0
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Demonstragao. Para provar (a), note que — = — T — T=] + |={. Ans-
logo para — |}. Para provar (b), note que ff — t=1> 0. Portanto, {}>1.
Anélogo para |J<|. Para provar (c), considere o jogo {} —* =f +% =
{0]%} + {0|*} 4+ {0]|0}. Portanto, temos {0+ T 4,17 + T +0| * + T +*,1
+ 140} = {1 +*,1 | 1}, onde a tltima igualdade vem de * +* = 0 e T<1.
Logo, se Alice é a primeira a jogar, ela retorna {}> 0 e vence. Se Bob é o
primeiro a jogar, ele retorna 7> 0 e Alice também vence. Portanto > .
Analogo para || < *.

Para provar (d), considere o jogo 1/2"— { para n grande, ou seja,
1/2"+ | + J. Vamos provar que Alice vence. Lembre que 1/2" = {0[1/2""1}
e = {*|0}. Suponha que Alice é a primeira a jogar, obtendo 1/2"+ | +x.
Se Bob obtém 1/2"+ | +0, Alice vence obtendo 1/2" + % > 0. Se Bob
obtém 1/2" + 0+ * > 0, Alice vence. Se Bob obtém 1/2" 14 | +x, Alice
obtém 1/2" ! + % + % = 1/2"1 > 0. Suponha agora que Bob é o pri-
meiro a jogar em 1/2"+ | + |. Se Bob obtém 1/2"+ | +0, Alice obtém
1/2" + % > 0 e vence. Se Bob obtém 1/2" '+ | + |, estamos no caso do
pardgrafo anterior em que Alice vence quando joga primeiro, substituindo
n por n — 1. Portanto, 1/2" > f}. Anélogo para —1/2" < ||. [ ]

10.4 Evite Jogos que sao Numeros !

Veremos nessa se¢ao que nao vale a pena jogar em um nimero, a menos
que nao haja mais nada a fazer. Intuitivamente, como todo niimero J =
{J4JP} com niimeros J4 < J < JB pelo Teorema 10.12, entdo jogar em
J piora o valor da posi¢ao obtida, seja para Alice ou Bob.

Veremos duas versoes (fraca e forte) do Teorema sobre Evitar Ntimeros
(Number Avoidance Theorem).

Teorema Fraco sobre Evitar NUmeros

Teorema 10.17. Seja © um numero diddico e J um jogo que ndo é numero.
Se Alice vence em J + x, entao também vence em JA+ para JA e g4,
Se Bob vence em J + x, entdo também vence em JB + x para JB € JB.

Demonstragio. Suponha que Alice vence J +x, obtendo J+z4 > 0. Como
J nio é nimero, entdo J # —z? e J + 24 > 0. Logo Alice também vence
J+z4. Por inducdo, Alice vence JA+z4 > 0. Logo, JA+z > JA+24 >0
e portanto JA + z > 0. Andlogo para Bob. [ |
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Como exemplo, Alice vence o jogo 14+x* jogando em *, mas perderia se
jogasse em 1. O mesmo para 0s jogos 2%4—* e 2%4—@ para todo inteiro n > 0.

Até o final desta secdo, vamos nos concentrar na prova do Teorema Forte
sobre Evitar Niimeros (Teorema 10.22). Para isso, serd necessaria a defini-
¢ao dos dois numeros de parada na(J) e np(J) de um jogo J (que também
serdo tteis na segao seguinte), bem como resultados auxiliares sobre nime-
ros de parada (Lema 10.18) e a relacdo de quase-niimeros com ntmeros de
parada (Lema 10.19), bem como o Teorema 10.21 da Translagéo.

Numeros de Parada de um Jogo

A seguir, definimos os niimeros de parada n4(J) de Alice e ng(J) de
Bob para um jogo J. Considere que Alice e Bob comegam um jogo J e
desejam parar quando a posi¢ao obtida for um nimero. Seja n4(J) (resp.
np(J)) o nimero de parada quando Alice (resp. Bob) comega o jogo.

Formalmente, definimos os nimeros de parada de Alice e Bob, na(J) e
np(J), de modo recursivo. Se o jogo J é um niumero, n4(J) =ng(J) = J.
Caso contrario, na(J) = max{ng(J*)} e ng(J) = min{ns(J?)}, onde
relembramos que J4 € J4 e JB € JB. Como exemplo, note que na(J) = 4
e np(J) = 1 para os jogos {{5|4} | {1/0}} e {{5|{4/3}} | {{2/1}0}}. O Lema
10.19 prova que na(J) = ng(J) = 0 para todo jogo infinitesimal .J.

Lema 10.18. Sejam J e K dois jogos e x um niumero diddico.
(a) na(=J)=—-np(J) e np(—=J)=-na(J) e na(J)>ng(J)
(b) Sena(J) < x, entio J < x. Senp(J) >z, entdo J > x.
(c) Sena(J) >z, entio J > x. Seng(J) <z, entdo J < x.
(d) Se J <z, entao na(J) < x. Se J >z, entio ng(J) > x.
(e) np(J4) < na(J) e na(JB) > np(J) para todo J4 e JB.
(f) na(J +x) =na(J)+x enp(J+z) =np(J)+x para todo x € D.

(q9) na(J)+na(K) >na(J+K) > na(J)+np(K) >
> np(J+K) > np(J)+np(K)

(h) Se J > K, entao na(J) > na(K) eng(J) > np(K)

Demonstragdo. Exercicio 10.8. [ |
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Infinitesimal equivale a nimero de parada zero

O lema abaixo afirma que jogo infinitesimal equivale a ntimeros de pa-
rada zero e quase-nimero equivale a nimeros de parada iguais.

Lema 10.19. Um jogo J é infinitesimal se e sé se na(J) = ng(J) = 0.
Portanto, um jogo J € quase um nimero x se e s6 se na(J) =np(J) = x.

Demonstragio. Se na(J) = np(J) = 0, entdo, pelo Lema 10.18(b), —z <
J < z para todo niimero z > 0 e portanto J é infinitesimal.

Suponha entédo que n4(J) # 0 ou ng(J) # 0. Sem perda de generali-
dade, assuma que n4(J) > x > 0 para algum ntmero z. Logo, pelo Lema
10.18(c), J > x e consequentemente J nao é infinitesimal. ]

Teorema da Translacao

Lema 10.20. Se J ¢é um jogo que ndo é um nimero, entdo existe uma opgao
JA de Alice e uma opgio JB de Bob tal que JA —J > -2z e JB —J < 2z
para todo numero diddico x > 0.

Demonstracio. Como J ndo é nimero, por definicio existe J4 tal que
np(J4) = na(J). Logo, pelo lema anterior, J4 + z > ng(J4) = ny(J) >
J — x e portanto JA — J > —2z. Anslogo para JB. [ |

Teorema 10.21 (Translacao). Seja x um numero diddico e J um jogo que
ndo é nimero. Entio J +x={J4+z | JB +x}.

Demonstracio. Seja J + x4 uma opcao de Alice. Como z4 — z < 0, temos

pelo lema anterior que J4 — J > 24 — z e portanto J + z? < J4 + .
Anélogo para J + 28 > JB + z. Portanto, como a opcio J + 22 de Alice
e J + 2P de Bob estdo dominadas, entdo J +z = {JA 4z | JB +2}. m

Pelo Teorema 10.21 da Translagdo, x + * = {z|x} para todo nimero z,
pois * = {0/|0} ndo é nimero.

Teorema Forte sobre Evitar NuUmeros

Teorema 10.22. Seja © um numero diddico, J um jogo ndo-nimero e K um
jogo qualquer. Se Alice vence em J+ K +x, entdo vence em (J + K)A + .
Se Bob vence em J+ K +x, entdo vence em (J+K)B+x. Isso vale mesmo
se J + K é um numero.
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Demonstra¢do. Se J+ K é um numero, a prova ¢é direta. Caso contrario, a
prova sai pelo Teorema 10.21 da Traslagdo, considerando o jogo J + K ao
invés de J apenas. [ |

Como exemplo, Alice vence o jogo 2% + % + K para todo K > —ﬁ,

jogando em K + %, mesmo se K = 0 ou K = . No caso de NIM-PARTIZAN,
Alice vence a instancia (BA,C, A), evitando o nimero (BA) e jogando
em (C,A), mais especificamente em (C'), pois ela perderia se jogasse em
(A). Alice também vence as instancias (ABB,CB,C) e (ABB,CB,CA),
evitando o nimero (ABB), mesmo (CB,CA) sendo um ntmero.

10.5 Jogos Quentes e a Teoria da Temperatura
Dizemos que um jogo J é:
e frio se J é um nimero;
e morno se J é quase um nimero, mas nao € nimero;
o quente, caso contrario, ou seja, se na(J) > np(J).

O fato de um jogo ser quente se e s6 se n4(J) > np(J) vem diretamente
do Lema 10.18(a) e do Lema 10.19.

Ntmeros sdo chamados de frios, pois ninguém quer jogar neles pelo Te-
orema 10.17 sobre Evitar Nuimeros. Quase niimeros sao mornos pois sao
do tipo J = x + € para algum niimero x e um infinitesimal ¢, e portanto,
pelo Teorema 10.17 sobre Evitar Ntimeros, os jogadores jogarao nos infini-
tesimais, evitando o ntimero, o méximo que puderem.

Jogos do tipo J = {JA4|JB} para nimeros J4 > JB sio jogos quentes,
pois na(J) > ng(J) ja que na(J) = JA e ng(J) = JB. Por exemplo, {0[1}
¢ o jogo ntimero %, mas {1/0} é um jogo quente. Entre os jogos quentes,
alguns sdo mais quentes que outros. Por exemplo, Alice sempre vence no
jogo {2]|0} + {0] — 1}, que é a soma de dois jogos quentes, mas ambos 0s
jogadores preferem jogar em {2|0}, ao invés de {0| — 1}, pois veremos que
o primeiro é mais quente que o segundo.

Essa medida do quao quente é um jogo é chamada de temperatura do
jogo, a qual junto com o termografo de um jogo, é importante para decidir
o vencedor na soma de varios jogos quentes. Dado um jogo J, definimos a
temperatura t(.J) como
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t(J) = min {t >0: J/ é quase um nﬁmero}, onde J; = {JA—t|JB +1}.

Como mostrado em Siegel (2013), a temperatura ¢(J) é um pardmetro
bem definido para todo jogo J. Vamos omitir alguns detalhes técnicos na
intencdo de apresentar os elementos essenciais desta teoria.

Definimos a média m(J) como o nimero z tal que Jg( ) € quase z.
Definimos o jogo esfriado J; como Jp = J/, se t < t(J), e J, = m(J), caso
contrario. Note que J é quase um nimero z se e sé se t(J) = 0 e m(J) = =.

Exemplo: jogo chave +x. Definimos o jogo y £ z, onde assumimos que
x > 0 e y sdo numeros, como o jogo quente y + x = {y + x|y — x}. Note
que t(y £ z) = x e m(y £ ) = y. Por exemplo, t(+x) = z e m(£x) = 0.
Note que, se J =yt = {y + x|y — z}, entdo ny(Jy) = y+ax —te
np(Jy) =y—xz+t,set <z, ens(Jy) =np(Jy) =yset>uz.

Grafico da Temperatura de um Jogo: Termografo

Definimos o termografo® de um jogo J como o par de funcdes n4(J;) e
np(J:) em funcdo de ¢t > 0. Ver Figura 10.4(a) para um exemplo.

O livro Winning Ways criou a tradi¢ao de representar o termografo com
o grafico do par de fungoes rotacionado em 90° graus a esquerda (Figura
10.4(b)). A motivacao é que os valores do jogo ficam na horizontal, ao invés
da vertical, ficando mais facil comparar os valores com 0. Além disso, os
valores no eixo x em ordem decrescente é para manter os valores de Alice
na esquerda e os de Bob na direita, como na notagio {J4|JP}.

Analisando a Figura 10.4(b), vemos que a base do termografo do jogo
{1 £ 2} contém o valor do jogo 0, indicando que o primeiro a jogar vence.

E possivel obter o termografo de um jogo quente a partir dos termo-
grafos de suas opgoes. A obtenc¢do do termografo de um jogo e sua andlise,
principalmente no caso de soma de varios jogos, ajudam a decidir qual
jogador tem estratégia vencedora. KEssa Teoria da Temperatura de jogos
quentes é muito vasta e nao serd mostrada em detalhes aqui.

3 Néo confundir termografo com termégrafo, assim como nao se deve confundir digrafo
com digrafo.
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temperatura
valor do jogo t
3 A\é lice 4
27 r3
@ 2

HV‘%%
_1A/i®34t

Bob temperatura

(@) Jogo J = (1£2) tem t(J) =2 (b) Termografo do jogo (1 £ 2)
em(J)=1 como em Winning Ways

Figura 10.4: Duas representagdes de um termografo. Em (a), como par
das fungdes n4(J;) em azul e np(J;) em vermelho, com parametro t. Em
(b), representagao tradicional de um termografo, segundo o Winning Ways:
rotagdo de 90° & esquerda na Figura (a).

10.6 Aplicacao em grafos: jogo KAYLES-PARTIZAN

Nesta se¢do, mostramos alguns exemplos do jogo KAYLES-PARTIZAN e
tentamos aplicar a maior parte dos resultados vistos nas secGes anteriores.

Relembre que nesse jogo, Alice e Bob selecionam vértices de um grafo G
de modo que o conjunto de vértices selecionados seja sempre um conjunto
independente. Na variante normal, o dltimo a jogar vence. EFm KAYLES-
PARTIZAN, 0s vértices estdo coloridos com A ou B e Alice (resp. Bob) pode
selecionar apenas vértices coloridos com A (resp. B).

Como primeiro exemplo, considere o grafo bipartido completo K41 n41
com partes V4 e Vp tal que todo vértice em V4 (resp. Vi) esta colorido com
A (resp. B). Se Alice joga primeiro, ela seleciona um vértice A, proibindo
todos os vértices B e permitindo todos os demais n vértices A. Se Bob
joga primeiro, ele seleciona um vértice B, proibindo todos os vértices A e
permitindo todos os demais n vértices B. Resumindo, o jogo nesse grafo
tem valor £n = {n|—n}, pois temos o jogo n se Alice joga primeiro e temos
0 jogo —n se Bob joga primeiro. Note que o termografo contém 0 na base
e portanto o primeiro a jogar vence.

No restante desta secdo, vamos considerar caminhos P,,. Representamos
uma instancia P, de KAYLES-PARTIZAN por sua sequéncia de cores. Por
exemplo, consideramos os jogos AAB e BAA idénticos, indicando o caminho
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P3 com os dois primeiros vértices coloridos A e o tltimo colorido B. Note
ainda que o jogo negativo ~AAB=BBA=ABB (troca as cores A e B).

O grafo vazio tem valor 0. A seguir, analisamos caminhos F,. Note
abaixo que KAYLES-PARTIZAN contém jogos frios (nimeros) como AAB={0|1},
jogos mornos como AB=*={0/0} e jogos quentes como ABA={1|0}.

e Pi: A=leB=-1.
e Py: AA=1, BB=-1, AB=BA=*.
o P3: AAA=2, BBB=-2, AAB={0|1}=1 e ABA={1|0}.

o P;: AAAA=2 AAAB=AABA={1|1}=1*, AABB=ABBA=0, ABAB={1|-1}.

Note que omitimos alguns jogos Py, pois podem ser obtidos dos listados
acima. Por exemplo, ABAA=AABA=1* ¢ BABB=—ABAA=—1*,

o P5: AAAAA=3, AAAAB=AABAA=32 AAABA={2|1}, AAABB=1

2 27

AABAB={1/0}, AABBA=3, ABAAB={1[*}, ABABA={2[*}, ABBBA=0

o Ps: AAAAAA=3, AAAAAB=AAAABA=AAABAA=2%
AAAABB=AAABBA=AABAAB=AABBAA=1, AAABAB={2/0},
AAABBB=AABABB=ABBAAB=* AABABA={2|1}, AABBAB={1|0},
AABBBA=1, ABAAAB={1*|1}, ABAABA=1, ABABAB={1*{0|-1}},
ABABBA={1*|—1/2}, ABBBBA={{2|1}|-1/2}}.

Com esses valores iniciais até Pg, vamos determinar o valor do caminho
P7 com cores AABAABA. Alice pode jogar nas letras 1, 2, 4, 5 e 7, obtendo
valores BAABA={1|*}, AABA=1*, AA+BA=1*, AAB+A=1+1=2 e AABAA=3.
Bob pode jogar nas letras 3 e 6, obtendo valores A+ABA=1+{1|0}={2|1} e
AABA=1*. Resumindo,

AABAABA — { {%|*} 1k, g ’ 21, 1*} _ {g ’ 1*}

Vamos determinar agora o valor de Py com cores ABAABAABA. Alice
pode jogar nas letras 1, 3, 4, 6, 7 e 9, obtendo valores AABAABA:{%H*},
A+BAABA=1+{1*}={3|1*} e AB+AABA=*+1*=1, pois as jogadas nas letras
9, 7 e 6 sdo equivalentes a das letras 1, 3 e 4. Bob pode jogar nas letras 2,
5 e 8, obtendo valores ABAABA=1 e ABA+ABA=2-{1|0}=1, pois a jogada na
letra 8 é equivalente a da letra 2. Resumindo,

ABAABAABA = {{gyl*} 1 ’ 1} = {11} = 1x



10.7. Aplicacdo em grafos: jogo CIG, PARTIZAN 193

Finalmente considere a variante de KAYLES-PARTIZAN em que 0s Vér-
tices também podem estar coloridos com a cor (', indicando que qualquer
jogador pode selecionar tais vértices. Com os exemplos anteriores, temos
que o primeiro a jogar vence no caminho Pjg com cores

ABAABAABAACABBBA,

simplesmente selecionando o tinico vértice colorido com C. Isso porque a
primeira jogada no vértice colorido com C' gera um jogo com valor

ABAABAABA + BBBA = 1*-1* = 0

e portanto o proximo jogador perde. Essa instancia em especial tem 9
vértices coloridos com A e apenas 6 coloridos com B e, mesmo assim, Bob
consegue vencer jogando primeiro.

10.7 Aplicacao em grafos: jogo CIG, PARTIZAN

S. N. Aratjo et al. (2025) investigaram a versao partizan do jogo impar-
cial CIGg de convexidade em grafos, visto na Secao 6.2, que ¢é praticamente
igual & variante imparcial, exceto pelo fato de que, no jogo partizan, os
vértices do grafo ja vem rotulados com A, B ou C, e Alice (resp. Bob)
s6 pode selecionar vértices rotulados com A ou C (resp. B ou C). Como
exemplo, considere o jogo CIGg PARTIZAN sobre o grafo da Figura 10.5.

©
E® @
® ® ®
@ @ 8 ®

Figura 10.5: Instancia de CIG, PARTIZAN em que o primeiro jogador (seja
Alice ou Bob) vence selecionando o vértice rotulado com C.

Note que o primeiro a jogar vence selecionando o vértice rotulado com
C, pois o grafo resultante desse primeiro movimento tem valor 0 pela Teoria
Combinatéria dos Jogos, vista neste capitulo. Para isso, note que a posicao
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obtida desse primeiro movimento é equivalente a posicdo de NIM-PARTIZAN
(ABB,ABB, AB, B), com valor + + 1+ 3 —1=0.

Combinando a Teoria Combinatéria dos Jogos com argumentos simila-
res na prova do Teorema 6.1, S. N. Aratjo et al. (2025) provaram o seguinte:

Teorema 10.23 (S. N. Araujo et al. 2025). O problema de decisdo do jogo
CIGg PARTIZAN na variante normal pode ser resolvido em tempo polinomial
em drvores.

10.8 Exercicios

Exercicio 10.1. Prove que o primeiro a jogar sempre perde nas instancias
(B,AB,AB) e (BA,ABB,ABB) de NIM-PARTIZAN.

Exercicio 10.2. Mostre que a instdncia (AB...B) de NIM-PARTIZAN tem
valor 1/2", onde n é o ntimero de B’s.

Exercicio 10.3. Prove que as instancias (AA, B), (A, B,C) e (C,CA) tém
valores 1, x e 1, respectively.

Exercicio 10.4. Prove que o jogo n =n- (1) e que o jogo —n = n-(—1) para
todo inteiro positivo n. Ou seja, prove que o jogo n é a unido disjunta de
n jogos 1 e o jogo —n é a unido disjunta de n jogos —1.

Exercicio 10.5. Prove as seguintes formas candnicas:
(a) L +x = {0]0,}
(b) {{=61{{-4{{-2{{00}[1}}[3}}I5}}|7} = 0
Exercicio 10.6. Prove o Teorema 10.6.

Exercicio 10.7. Prove que todo niimero diddico pertence a arvore da Figura
10.2. Dica: Inducao e o Teorema 10.8.

Exercicio 10.8. Prove os Lemas 10.18 e 10.10.
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Teoria dos Grafos

Um grafo G = (V, E) consiste de um conjunto V de wértices e um
conjunto F de arestas, que sdo pares nao ordenados de vértices distintos. Se
xy é uma aresta, dizemos que os vértices x e y sdo adjacentes (ou vizinhos) e
sao as extremidades da aresta xy. Usa-se a notacao V(G) =V, E(G) = E,
n=1|V(G)| e m =|E(G)|. A ordem de G é n.

A wvizinhanga N(v) de um vértice v em um grafo é o conjunto de seus
vértices vizinhos. O grau d(v) é igual a |[N(v)|. A wvizinhanga fechada
é denotada por N[v] = N(v) U {v}. Um grafo é k-regular se todos os
vértices tém grau igual a k. O grau minimo §(G) e o grau mdzimo A(G)
sao definidos como §(G) = min,ey () d(v) e A(G) = max,cy(q) d(v). Um
vértice é isolado se tem grau 0 (sem vizinhos). Um vértice é universal se
tem grau n — 1 (é vizinho de todos os demais vértices). E bem conhecido
o fato de que, em qualquer grafo G, >, cy (@) d(v) = 2m.

Dizemos que um grafo H é subgrafo de G se H pode ser obtido de G pela
remogao de vértices e arestas e que é um subgrafo gerador se V(H) = V(G).
Um subgrafo é induzido se é obtido somente pela remocao de vértices. Dado
X C V(G), seja H = G[X] o subgrafo de G induzido por X, ou seja,
V(H)=X.

A wunido G U H de dois grafos G e H é o grafo com V(G U H) =
V(G)UV(H) e E(GUH) = E(G)UE(H). A intersecio GNH de dois grafos
G e H éografocom V(GNH)=V(G)NV(H)e E(GNH) = E(G)NE(H).
Dois grafos G e H sao disjuntos em vértices se V(G) NV (H) = (. Dois
grafos G e H sao disjuntos em arestas se E(G) N E(H) = ().

O complemento G de um grafo G é o grafo tal que V(G) = V(G) e
EG) = {xy | zy ¢ E(G)}. Um grafo G é completo se quaisquer dois
vértices distintos sdo vizinhos. Seja K, o grafo completo com n vértices.
Uma cligue em G é um subconjunto K C V(G) tal que G[K] é completo.
Um conjunto independente em G é um subconjunto S C V(G) tal que G|[S]
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é um grafo sem arestas (quaisquer dois vértices sdo nao adjacentes). Sejam
a(G) e w(G) os tamanhos do maior conjunto independente e da maior clique
de G, respectivamente.

Um caminho em um grafo é uma sequéncia de vértices vy ... v tal que
vivi+1 € FE(G) para 1 < i < k, sem repeticao de vértices. Um ciclo é
uma sequéncia de vértices vy ... vx tal que vvi11 € E(G) para 1 < i < k,
sem repeticao de vértices, exceto que v; = vg. Seja P, (resp. C,) o grafo
formado exatamente por um caminho (resp. ciclo) com n vértices. A
distancia dist(x,y) entre vértices z e y é o tamanho do menor caminho de
x a y, onde dist(v,v) = 0. A excentricidade de um vértice v é definida
como: ezxc(v) = max{dist(v,z) | x € V(G)}. O didmetro de um grafo G é
definido como: diam(G) = max{exc(v) | v € V(G)}. O centro de um grafo
G é o conjunto de vértices de G com excentricidade minima. A cintura
(girth) de um grafo G é o tamanho do menor ciclo induzido de G.

Dois grafos G e H sao isomorfos (denota-se G = H) se existe uma
bijecao f : V(G) — V(H) tal que zy € E(G) se e sé se f(x)f(y) € E(H).
Dados grafos G e H, dizemos que G contém H se existe um subgrafo G’
de GG isomorfo a H. Dizemos que G é livre de H se G nao contém H como
subgrafo induzido.

Um grafo G é conezro se ha um caminho entre qualquer par de vértices de
G. Caso contrario, G é desconexo. Uma componente conexa de um grafo G
é um subgrafo conexo maximal de G. Dado S C V(G), seja G—S o subgrafo
obtido de G pela remocao dos vértices de S. Dizemos que S C V(G) é um
separador u — v para vértices u # v de um grafo G conexo se G — S é
desconexo e contém u e v, e que S é um separador se é um separador u — v
para u # v € V(G).

Uma drvore é um grafo conexo sem ciclos. Uma floresta é um grafo
cujas componentes conexas sao arvores. Comumente, os vértices de uma
arvore sao chamados de nds, os vértices de grau 1 de folhas e os demais de
nos internos.

Um grafo G é bipartido se V(G) pode ser particionado em conjuntos V;
e V5 de modo que toda aresta de G é do tipo vive para v1 € Vi e vy € V.
Um grafo G é bipartido completo se vivy € E(G) para todo v; € V] e
vy € Vo. Seja K, o grafo bipartido completo com p vértices em V7 e ¢
vértices em V5. Sabe-se que um grafo é bipartido se e s6 se ndo tem ciclos
impares. Portanto, toda arvore é um grafo bipartido.
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Uma coloragdo de um grafo G é uma atribuicao de cores ¢(v) para cada
vértice v de G de modo que vértices adjacentes tenham cores diferentes.
O nimero cromdatico de G, denotado por x(G), é o menor niimero natural
k tal que G admite uma coloragdo com k cores. Note que os vértices de
uma mesma cor formam um conjunto independente e que vale o seguinte:
w(G) < x(G) < A(G) + 1. Sabe-se que um grafo é bipartido se e s6 se
x(G) <2

Um grafo é cordal se todo ciclo induzido é um tridngulo. Sabe-se que
todo grafo cordal possui uma ordem de eliminagdo perfeita: uma sequéncia
de remocoes de vértices em que cada vértice removido é simplicial no sub-
grafo atual, onde um vértice v é simplicial se sua vizinhanga fechada N[v]
induz uma clique.

Um grafo é distancia-hereditdria se todo caminho induzido é minimo.
Além disso, um grafo é ptolemaico se é cordal e distdncia hereditaria. Sabe-
se que todo separador minimal de um grafo cordal é uma clique (Dirac
1961). Além disso:

Teorema A.1 (Kumar e Madhavan 1998). Se S € um separador u-v minimal
de um grafo cordal G, entdo as componentes conexas de G — S contendo u
ou v tém um vértice adjacente a todo vértice de S.

Um grafo é planar se pode ser desenhado no plano sem cruzamento
de arestas de modo que vértices representam pontos e arestas representam
curvas entre os pontos. Um grafo é periplanar (em inglés, outerplanar) se
pode ser desenhado no plano sem cruzamento de arestas de modo que todo
vértice pertence a face externa.

Um digrafo (ou grafo direcionado) é uma generalizacao de grafo em que
as arestas sao pares ordenados de vértices distintos (também chamadas de
arcos). Ou seja, xy e yx representam arestas (arcos) diferentes. Seja o
grau de entrada d~(v) (saida d*(v)) de um vértice v o ntimero de arestas
vz (resp. xv) para x € V(G). Um vértice é uma fonte (resp. sumidouro)
se dt(v) =1 (resp. d(v) = 1). Um digrafo ¢ um DAG (directed acyclic
graph) se nao tem ciclos direcionados.






Complexidade
Computacional

Complexidade de Tempo

Em um problema de decisdo, é dada uma instancia e pede-se uma res-
posta SIM ou NAO a uma pergunta sobre a instancia. Por exemplo, no
Problema COBERTURA DE VERTICES de decisdo, a instancia é um grafo G
e um inteiro k£ > 1, sendo a pergunta se existe um subconjunto S C V(G)
com |S| < k tal que toda aresta tem uma extremidade em S.

A Classe P é definida como o conjunto dos problemas de decisdao com
algoritmos polinomiais que os resolvem. A Classe NP é definida como o
conjunto dos problemas de decisdo werificdveis em tempo polinomial. Ou
seja, se for dado um certificado (ou prova) de que a instancia tem resposta
SIM, é possivel verificar em tempo polinomial que o certificado é valido (o
certificado prova que a instancia tem de fato resposta SIM). Como exemplo,
provamos que o problema COBERTURA DE VERTICES é da classe NP.

Teorema B.1 (Garey e Johnson 1979). COBERTURA DE VERTICES pertence
a classe NP.

Demonstragao. Para certificado de uma instancia (G, k), considere um sub-
conjunto S de vértices do grafo G. O algoritmo verificador para o certificado
S deve verificar: (a) se |S| < k e (b) se toda aresta de G possui pelo me-
nos uma extremidade em S. Para (a), basta contar os elementos de S,
em tempo O(k) = O(n). Para (b), basta verificar para cada aresta de G
(O(n?)) se alguma de suas extremidades estd em S (|S| = k < n), levando
tempo total de O(kn?) = O(n?). Logo verificamos se S é cobertura para G
em tempo polinomial O(n) + O(n?) = O(n?). |
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Dados problemas de decisao A e B, dizemos que A <, B (A se reduz
polinomialmente a B) se existe um algoritmo f (fungdo de redugdo) polino-
mial que, para cada instancia I de A, obtém uma instancia f(I) de B tal
que: I é SIM em A se e sése f(I) é SIM em B.

Um problema de decisdo B é NP-dificil se, para todo A € NP, temos
A =, B, isto é, qualquer problema em NPse reduz polinomialmente a B.
Um problema é NP-completo se é NP—dificil e se pertence a NP.

Abaixo mostramos um resultado cldssico de Complexidade.

Teorema B.2 (Garey e Johnson 1979). Se um problema B é NP-completo
e B € P, entio P = NP. Além disso, se P = NP, entdo todo problema
NP-completo estd em P.

A questdo P = NP é uma das mais importantes e antigas da Ciéncia da
Computagao, que continua sem resposta. E também um dos sete problemas
do milénio do Instituto Clay de Matemaética, com um prémio de 1 milhao
de délares para quem resolvé-lo. De acordo com o Teorema B.2, uma forma
de resolver tal questao é mostrar a existéncia de um problema B € P que
seja NP—completo. Mostrando que ndo existe um problema B € P que seja
NP—-completo, podemos concluir, pelo Teorema B.2, que P # NP.

Outra importancia do Teorema B.2; além de ajudar a resolver a ques-
tdo P = NP, é que podemos classificar os problemas pelo grau de difi-
culdade, pois, uma vez que mostramos que um problema é NP—completo,
também estamos mostrando que esse problema nao possui algoritmo poli-
nomial conhecido e que encontrar esse algoritmo polinomial é bem dificil, se
ele existir. Dizemos que um problema em P é tratdvel (ou fdcil) de resolver
enquanto os problemas NP—dificeis sdo intratdveis (ou dificeis) de resolver.

Com isso, percebe-se a importancia de se mostrar que um problema é
NP—completo. Para isso, mostramos abaixo uma ferramenta muito usada.

Teorema B.3 (Garey e Johnson 1979). Se B é NP-completo, C € NP e
B =, C, entdo C é NP—completo.

Com o Teorema B.3, podemos mostrar que um problema é NP—completo
sem utilizar diretamente a definicdo. A dificuldade passa a ser encontrar
um problema NP—completo e uma reducao polinomial desse problema para
o problema que queremos mostrar ser NP—completo.

O primeiro problema provado NP—completo foi o Problema SAT, aqui
definido. Uma férmula légica estd na forma normal conjuntiva (FNC)
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se consiste de conjungoes (operador légico e (and), denotado por A) de
cldusulas, que consistem de disjungoes (operador ou (or), denotado por
V) de literais (varidvel légica ou complemento). Por exemplo, a férmula
¢ = (x1VT2) A (TTV x3) A (22 VT3) estd na FNC e tem 3 varidveis (x1, x2 e
x3) e 3 clausulas com 2 literais cada. Uma féormula na FNC é satisfativel se
existe uma atribuicdo de V ou F as varidveis que torne a férmula verdadeira.
No exemplo acima, ¢ é satisfativel, atribuindo V para x1, z2 e 3.

No Problema SAT, a instancia é uma férmula ¢ na FNC e sua pergunta
é a seguinte: ¢ é satisfativel? No Problema 3SAT, a tinica diferenca consiste
em que a férmula ¢ possui 3 literais por clausula. Partindo do Problema
SAT e utilizando o Teorema B.3, é possivel provar que o Problema 3SAT
também é NP—completo.

Abaixo, ilustra-se uma prova de NP—completude a partir de 3SAT.

Teorema B.4 (Garey e Johnson 1979). COBERTURA DE VERTICES ¢ NP-
completo.

Demonstracio. Pelo Teorema B.1, COBERTURA DE VERTICES estd em NP.
Vamos obter uma reducao polinomial de 3SAT para COBERTURA DE VERTI-
CES, transformando qualquer instancia ® de 3SAT em uma instancia (G, k)
de COBERTURA DE VERTICES. Sejam v e ¢ o nimero de varidveis e cldu-
sulas de ¢, respectivamente.

Construgao: (a) para cada varidavel x de ®, criar vértices x e T (vértices
varidveis); e uma aresta 2T em G; (b) para cada cldusula (z VyV z) de
®, criar 3 vértices novos z, y e z (vértices clausulas), com arestas zy, xz
e yz; (c) ligar os vértices variaveis aos vértices clausulas que correspondem
ao mesmo literal em ®; e (d) tomar k = v + 2c.

A Figura B.1 mostra o exemplo para ¢ = (z1 Vz2 V x2) A (21 VT3 V
T2) A (T1 VT2 VT2). G possui 2v + 3¢ vértices e v + 6¢ arestas e (G, k) é
gerado em tempo polinomial. Mostramos que ¢ é satisfativel se e s6 se G
possui uma cobertura de tamanho k£ = v + 2c.

Se ¢ é satisfativel, entdo existe uma valoragdo V ou F valida para as
variaveis de ¢ em que cada clausula de ¢ é V. Escolha os vértices variaveis
de G que correspondem aos literais V da valoracao e, para cada clausula C,
escolha dois vértices clausulas de C' de modo que o terceiro vértice clausula
corresponda a um literal V na valoragdo. Veja que temos v+2c = k vértices
escolhidos. Note que cada aresta de G possui uma extremidade que é um
vértice escolhido: para as arestas criadas em (a), exatamente um dos literais
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FiguraB.1: ¢ = (z1VaaVa) A (21 VT2 VT2)A(T1 VT2 VT3). Os vértices de
varidvess estao em cima e os vértices de cldusula estao embaixo. As arestas
de cima para baixo ligam vértices de literais correspondentes.

x ou T foi escolhido; para as arestas criadas nos ciclos de tamanho trés em
(b), dois vértices de cada ciclo foram escolhidos; e para cada aresta criada
em (c), uma de suas extremidades é vértice variavel u,, e a outra é um
vértice clausula u.. Se u, nao é escolhido, corresponde a um literal F para
a valoracao e, nessa situagdo, u. é escolhido, isto é, pelo menos uma das
extremidades é um vértice escolhido. Desse modo, os vértices escolhidos
formam uma cobertura de vértices de tamanho k para G.

Suponha que temos uma cobertura C, com tamanho k < v + 2¢, para
o grafo G (construido a partir de ¢). Veja que necessariamente temos que
qualquer cobertura de vértice C’ de G deve cobrir cada aresta criada em
(a) com pelo menos um vértice e cada aresta dos ciclos criados (b) com
pelo menos dois vértices. Isso implica que cada cobertura de vértices de G
deve possuir tamanho pelo menos v+ 2¢. Logo v+2¢ < |C| =k <wv+2ce,
portanto, |C| = v+ 2¢c. Como temos v + 2¢ vértices em C necessariamente
temos que C' possui exatamente um vértice para cada estrutura criada em
(a) e exatamente dois vértices para cada estrutura criada em (b). Para
os vértices de C' que foram criados em (a), dé a valoragdo ao seu literal
correspondente como V e o seu literal oposto como F. Como temos que,
para cada clausula, existe um vértice clausula que ndo estd na cobertura e
a aresta criada em (c) que sai dele esté coberta pelo vértice varidvel (para o
qual valoramos seu literal como V), entdo cada cldusula possui pelo menos
um literal V. Portanto, essa valoragao satisfaz ¢. Utilizando o Teorema B.3,
concluimos nosso resultado. |
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Complexidade de Espaco

Além da complexidade de tempo, existe também a complexidade de es-
paco, analoga para células de memoria necessarias em um algoritmo em vez
do tempo de execucdo. Similarmente as classes P, NP, NP—dificil e NP—
completa, existem as classes PSPACE, NPSPACE, PSPACE—dificil e PSPACE—
completa. Contudo, na complexidade de espago, PSPACE=NPSPACEpelo
Teorema de Savitch. Sabe-se também que P C NP C PSPACE.

O primeiro problema provado PSPACE-completo foi QSAT (Quanti-
fied SAT) por Stockmeyer e Meyer (1973), definido a seguir. E dada
uma férmula loégica com varidveis de modo que toda varidvel estd quan-
tificada com 3 (existe) ou V (para todo) no inicio da férmula. O ob-
jetivo é decidir se a férmula é verdadeira ou falsa. Por exemplo, a fér-
mula Vai3xa(z1 V 22) A (21 V T2) é falsa, pois tomando x; falso, a féormula
serd sempre falsa, independente do valor de xo. Por outro lado, a férmula
Jz1Veo(x1 A x2) V (21 A T2) é verdadeira, pois tomando x; verdadeiro, a
férmula serd sempre verdadeira, independente do valor de xo. QSAT pode
ser visto como um jogo de dois jogadores, Alice e Bob, que atribuem valores
segundo a ordem da quantificacio da férmula. Alice (resp. Bob) sé pode
atribuir valores a varidveis quantificadas com 3 (resp. V). Alice vence se
tornar a féormula verdadeira, e Bob vence se tornar a formula falsa.

Apés a prova da PSPACE—completude de QSAT, varios problemas foram
provados PSPACE—completos, muitos deles sobre jogos com dois jogadores.
Um dos mais antigos, por exemplo, é o jogo KAYLES em que dois jogadores
alternam jogadas selecionando vértices de um grafo de modo que os vértices
selecionados induzem um conjunto independente no grafo. O tultimo a
conseguir jogar vence o jogo (obtendo um conjunto independente maximal).
No jogo de formacao de cliques, os vértices devem formar uma clique, ao
invés de um conjunto independente. Sabe-se que os problemas de decidir
qual jogador possui uma estratégia vencedora no jogo KAYLES e no jogo
CLIQUE-FORMING sdo PSPACE-completos (Schaefer 1978).

Complexidade Parametrizada

Com a motivagdo para tratar problemas NP-dificeis e classificid-los
quanto ao grau de dificuldade de resolucdo, Downey e Fellows introdu-
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ziram a Teoria da Complexidade Parametrizada. Recomenda-se o livro
Parameterized Complexity de Downey e Fellows (2012).

Seguimos abaixo as notagoes do livro Parameterized Complexity Theory
de Flum e Grohe (2006). Um pardmetro k para um problema computacional
@ é uma funcdo que atribui um nimero natural k(z) para cada instancia
x do problema (). Quando a instancia x do problema estiver clara no
contexto, podemos escrever simplesmente k ao invés de k(x). Um problema
parametrizado é um par (Q, k), sendo @ é um problema de decisao e k
um parametro do problema (). Abaixo mostramos alguns exemplos de
problemas parametrizados.

No problema parametrizado 3-COLORAGAO(A), a instancia é um grafo
G, o parametro é A(G) (grau méximo de G) e a pergunta é se existe
uma coloragdo prépria de vértices de G usando no maximo 3 cores. No
problema parametrizado COBERTURA DE VERTICES(k), a instdncia é um
grafo G e um inteiro k, o pardmetro é k e a pergunta é se existe S C V(G),
com |S| < k, em que cada aresta de G tem uma extremidade em S. No
problema parametrizado CLIQUE(k), a instdncia é um grafo G e um inteiro
k, o pardmetro é k e a pergunta ¢ se existe S C V(G), com |S| < k, em que
todos os vértices de S sdo adjacentes entre si. No problema parametrizado
DOMINANTE(kL), a instdncia é um grafo G e um inteiro k, o parametro é k
e a pergunta é se existe S C V(G), com |S| < k, em que cada vértice de
G — S possui um vizinho em §.

Também é possivel parametrizar em um nimero constante de parame-
tros, ki, ko, ..., k.. Nesse caso, considera-se que o parametro k do problema
parametrizado é a soma k = k1 + - -- + k.. Um exemplo é o problema Do-
MINANTE(A, k), com mesma instancia e pergunta de DOMINANTE(k), mas
parametrizado por A(G) e k, ou seja, tem A(G) + k como pardmetro.

Dado um problema computacional @), um algoritmo XP em um para-
metro k de Q é um algoritmo que executa em tempo O(f(k) - n9*)), em
que n é o tamanho da instancia de @, k é o parametro e f e g sdo fun-
¢oes computaveis. Define-se a Classe XP como o conjunto dos problemas
parametrizados que tém algoritmos XP. Essa classe contém os problemas
parametrizados que admitem algoritmo polinomial no tamanho da instancia
quando os parametros sao fixos.

Dado um problema computacional @, um algoritmo FPT (tratavel por

pardmetro fixo) com relagdo a um parametro k do problema @ é um al-
goritmo que executa em tempo O(f(k) - n®M), em que k é o pardmetro,
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n o tamanho da representacdo da instancia do problema parametrizado e
f uma funcdo computavel. Define-se a Classe FPT como o conjunto dos
problemas parametrizados que possuem algoritmos FPT.

Temos o analogo da reducdo polinomial da Teoria da Complexidade
Classica. Dados problemas parametrizados (Q, k) e (@', k"), uma redugio
FPT de (Q, k) para (Q', k") (denota-se (Q, k) <ppr (Q', k’)) é um algoritmo
R que, para toda instdncia z de @, obtém uma instancia 2’ = R(z) de Q'
tal que (a) x é SIM em @Q se e s6 se 2’ ¢ SIM em @Q’, (b) existe uma funcao
computével g tal que k'(2’) < g(k(z)) para toda instancia = de @ e (¢) R
é computavel por um algoritmo FPT (no parametro k).

Lema B.5 (Preservacao da tratabilidade por parametro fixo).
Se (Q,k) <ppr (Q',K) e (Q k') € FPT, entio (Q,k) € FPT.

Duas classes importantes de problemas parametrizados sdo as Classes
WI1] e W[2]. Omitiremos a definigdo original dessas classes, pois depende
da definicdo de circuitos booleanos. Fornecemos aqui defini¢oes alternativas
mais simples (como em (Flum e Grohe 2006)). Seja WJ[1] a classe dos
problemas parametrizados que possuem uma redugao FPT para o problema
CLIQUE(k). Seja W[2] a classe dos problemas parametrizados que possuem
uma redugao FPT para o problema DOMINANTE(k).

Assim como P € NP na Complexidade Classica, temos que FPT C
WI1] € W[2] € XP na Complexidade Parametrizada.

Para ¢ € {1,2}, dizemos que um problema parametrizado (Q’,k’) é
W]t]-dificil se para todo problema (Q, k) € W[t], temos que (Q, k) <ppr
(Q' k). Além disso, (@', k") é W[t]-completo se é W[t] e W(t]-dificil.

Assim como hé a conjectura P # NP na Teoria da Complexidade clas-
sica, também existe a conjectura FPT # WJ[1] # W][2] na Complexidade
Parametrizada. Sabe-se que, se um problema W/[1l]-completo estiver em
FPT, entdo FPT = WJ1] e, se um problema W]2]-completo estiver em
W/1], entdo W[1] = W]2]. Sabe-se ainda que COBERTURA DE VERTICES(k)
pertence a FPT e que, pela definicio dada acima das Classes W[1] e W|[2],
o problema CLIQUE(k) é W[l]-completo e o problema DOMINANTE(k) é
W{2]-completo.
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