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Resumo. Nesta tese, introduzimos um conceito novo de distdncia entre
permutagdes e o conceito de sequéncia convergente de permutagoes. Provamos
a equivaléncia entre esta no¢do de convergéncia e convergéncia nesta distancia.
Demonstramos também que qualquer sequéncia convergente possui como ob-
jeto limite natural uma fungdo mensurdvel Z : [0,1)> — [0,1] cujas linhas sao
fungées de distribuicdo acumulada. Introduzimos ainda um modelo bastante
geral de permutagdo aleatoria, baseado em objetos limite Z, que chamaremos
permutacdo Z-aleatoria, e provamos que permutacdes Z-aleatorias sdo con-
vergentes e seu limite é Z. Com isso, estabelecemos o conceito de testabilidade
para pardmetros de permutagoes, sobre a existéncia de certos algoritmos proba-
bilisticos de tempo constante para estima¢do. Provamos uma caracterizagcdo
para tais parametros e provamos a testabilidade e a ndo-testabilidade de vdrios
pardametros. Outros resultados como amostragem e quase-aleatoriedade para
permutacoes também sdo provados. Estes resultados seguem de perto resul-
tados similares em grafos obtidos por [Lovdsz and Szegedy 2006]. Para as
provas, refinamos a versdo de [Cooper 2006] para permutacdes do lema da
regularidade de Szemerédi.

1. Introducao

Imagine que nds temos uma permutacdo o de inteiros tdo grande que nds nao conseguimos
descrevé-la completamente de nenhuma forma. Tudo o que podemos fazer é pegar uma
quantidade limitada de elementos de o e observar a subpermuta¢do induzida por eles. O
que podemos saber sobre o com isso? Podemos estimar algum pardmetro, como nimero
de pontos fixos ou nimero de pares ordenados? Uma linha de pesquisa em Teoria da
Computacdo e Aproximabilidade responde a esta pergunta: festabilidade. Diremos que
os parametros de permutacdes que podem ser estimados dessa forma sdo festdveis, ou
seja, sdo aqueles que possuem algoritmos aproximativos em tempo constante para sua
estimagdo. Varios resultados de testabilidade ja foram obtidos para grafos e outras estru-
turas e a principal ferramenta utilizada € o conhecido lema da regularidade de Szemerédi,
que tem aplica¢cdes algoritmicas muito diretas. Nesta tese, nds desenvolvemos uma teoria
geral de testabilidade para permutacdes.

Outro problema estudado nesta tese diz respeito a quase-aleatoriedade. Suponha
que vocé tem uma sequéncia de permutacdes o1, 09, . . ., onde os tamanhos vao sempre
aumentando. No6s definimos nesta tese algo bastante natural: uma sequéncia é quase-
aleatéria se no limite nenhuma subpermutacdo ocorre mais do que as outras. Esta
definicdo esta de acordo com trabalhos consagrados de quase-aleatoriedade para grafos e
outras estruturas. Desta forma, € possivel obtermos algoritmos simples para medir o quao



aleatdria é uma permutacdo. Nesta tese, nds provamos que nossa quase-aleatoriedade €
equivalente as propriedades definidas por [Cooper 2006].

Para obtengdo desses resultados, nds definimos um conceito novo de distancia
entre permutacdes, que reflete a similaridade tanto de propriedades locais como globais e
¢ conveniente para nossos estudos de testabilidade. Tome, por exemplo, duas permutacoes
aleatorias o, e 0y. As métricas conhecidas de permutacdes geralmente medem diferengas
locais e, portanto, a distancia entre o, € o5 € grande. No entanto, o1 € 05 s30 bem parecidas
estruturalmente. Nossa distancia para elas serd bem pequena, tendendo a zero.

Definiremos ainda um conceito bastante natural de convergéncia para uma
sequéncia de permutagdes e provamos a existéncia de um objeto limite na forma de
uma fun¢do Z em duas varidveis. A generalidade destes objetos nos permite definir
permutacoes aleatorias muito abrangentes, que sao por si sO interessantes.

Unindo esses conceitos de distancia e convergéncia com uma versao nossa do
lema da regularidade de Szemerédi para permutagdes, temos o ferramental necessario para
desenvolver toda uma teoria de testabilidade e quase-aleatoriedade para permutagdes'.

2. Resultados principais

Dadon > m > 0,seja [n] = {1,2,...,n}. Seja [n]" o conjunto dos elementos x de [n]™
cujas coordenadas estdo em ordem crescente. Ou seja, © = (z; < - -+ < z,). Definimos
[0, 1]7* da mesma forma, substituindo [n] pelo intervalo [0, 1].

Uma permutagdo o = (04,...,0,) € uma bije¢do o : [n|] — [n]. Dada uma
permutagdo 7 com m < n elementos, dizemos que 7 € uma subpermutacdo de o se
existe algum x € [n]? tal que o(z;) < o(x;) se e s6 se 7(i) < 7(j). Por exemplo,
T = (3,1,4,2) é uma subpermutagio de o = (5,6,2,4,7,1,3) por causa da sequéncia
(5,2,7,3) de o que possui a mesma ordem relativa de 7. Seja A(7,0) o nimero de
subpermutagdes de 7 em o. No exemplo anterior, A(7,0) = 2 por causa das sequéncias
(5,2,7,3) e (6,2,7,3). Seja t(r,0) a densidade de subpermutacdes de 7 em o, ou seja,

t(r,o) = A(r, U)/(:;)

Com isso, introduzimos o conceito de sequéncia convergente de permutacoes.
Definicao 1. Dizemos que uma sequéncia (o;) de permutagédes o; : [n;] — [n;] é conver-
gente se, para toda permutagdo T, a sequéncia de niimeros reais (t(7,0;)) converge.

Por exemplo, com probabilidade 1, uma sequéncia de permutagdes (o;) aleatdrias
¢ convergente pois, para toda permutagdo 7 : [m]| — [m], (t(7,0;)) converge para 1/m!.
Uma sequéncia de permutagdes identidade o; = (1,2,...,7), 7 = 1,2,..., também §é
convergente, pois (¢(7,0;)) converge para 1, se 7 é uma identidade, e converge para 0,
caso contrario.

Introduzimos ainda o conceito de distancia retangular entre permutacdes. Observe
que, intuitivamente, duas permutagdes aleatorias tém distincia retangular pequena.
Definicao 2. Seja I[n] o conjunto de todos os intervalos de [n]. Dadas duas permutagées
01,09 : [n] — [n], n > 1, definimos a distdncia retangular como

1

do(o1,09) = o shax 01(S) N T| — [o2(S)NTY|,
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Note que nesta definicdo as permutagdes t€m o mesmo tamanho. Na Secao 4, esta
distancia é generalizada para permutacdes de tamanhos diferentes. Com isso, enunciamos
nosso primeiro resultado principal, caracterizando nossa defini¢do de convergéncia.
Teorema 3. Uma sequéncia de permutacdes (o,,) é convergente se e sé se (0,,) é uma
sequéncia de Cauchy na distancia retangular.

Nosso préximo resultado prova que, dada uma sequéncia convergente (o) de
permutacdes, existe um objeto limite que representa bem esta sequéncia. Nosso objeto
limite € constituido de fdas (fun¢des de distribuicio acumulada), que neste artigo sdo
fungdes ' : [0, 1] — [0, 1] ndo decrescentes e continuas a esquerda tais que F'(0) = 0.
Definicao 4 (Permutacdo limite). Uma permutacdo limite é uma fungdo mensurdvel 7 :
[0,1]> — [0, 1] que satisfaz as seguintes condicdes:

(a) Paratodo x € |0,1], Z(x,-) é uma fda continua em 0 e em 1
(b) Paratodoy € [0,1], Z(-,y) é uma funcdo mensurdvel e

1
/ Z(x,y)de =y
0

Como exemplo de permutagdo limite, temos Z,, : [0,1]> — [0, 1] onde todas as
fdas sdo uniformes, ou seja, Z,(z,y) = y para todo z,y € [0, 1], que claramente satisfaz
a condicao de massa. A Secdo 4 fornece maiores explicacdes e exemplos de permutacdes
limite. Também € possivel estender a definicao de densidade de subpermutacdes T para
permutagdes limite Z, a saber, £(7, Z). Devido a sua complexidade, a equagdo matematica
para t(7, Z) serd apresentada apenas na Sec¢do 4. Com isso, podemos enunciar nosso
segundo resultado principal: toda sequéncia convergente possui um objeto limite que
determina todos os limites das densidades de subpermutacoes.

Teorema 5. Seja (0,,) uma sequéncia convergente de permutacdes. Entdo existe uma
permutacdo limite 7 : [0,1]* — [0, 1] tal que, para toda permutagéo T,

lim ¢(7,0,) = t(7,2).

n—oo

O resultado seguinte esta relacionado com um modelo bastante geral de
permutacdo aleatoria, baseado em permutacdes limite.
Defini¢do 6 (Permutacdo Z-aleatéria). Dada uma permutagdo limite Z : [0,1]* — [0, 1]
e n > 0, uma permutagdo Z-aleatéria o = o(n, Z) é gerada da seguinte forma: gera-
mos aleatdria e uniformemente (v, < --- < x,,) em [0,1]" e geramos aleatoriamente
(ay,...,a,) em [0,1]" segundo as fdas Z(z1,),...,Z(xy, ). A permutacdo o é obtida
da ordem de (ay, . .., a,), ou seja, o(i) = |{j : a; < a;}| para todo i € [n].

Por exemplo, sen = 4ea = (0.8,0.2,0.5,0.3), entdo o = (4, 1,3,2). O Lema 14
da Seg¢do 4 prova que, com probabilidade 1, os elementos em (ay, ..., a,) sdo distintos
e, portanto, o(n, Z) é mesmo uma permutagio. Note que permutagdes aleatérias comuns
sdo permutagdes 7, -aleatorias.

Com isso, podemos enunciar nosso terceiro resultado principal: toda permutagcao
limite Z € o limite de alguma sequéncia convergente de permutacdes.
Teorema 7. Dada uma permutacdo limite Z : [0,1> — [0,1], a sequéncia de
permutagées (o(n, Z)), n — oo, é convergente com probabilidade 1 e seu limite é Z.



Finalmente, nossos dois dltimos resultados sdo aplica¢des dos anteriores, a saber,

testabilidade e quase-aleatoriedade sobre permutagdes. Testabilidade estd relacionada
com a existéncia de algoritmos probabilisticos de complexidade constante para estimar
um parametro de uma permutagao.
Definicao 8 (Parametros Testdveis de Permutacdes). Dados k < n e uma permutagdo o
em [n), seja sub(k,o) uma permutagdo aleatdria escolhida uniformemente entre as (7)
subpermutacoes de o de tamanho k. Um parametro | de permutacées é testdvel se, para
todo € > 0, existem inteiros k = k(c) e ng = no(e) tais que, se o : [n] — [n] é uma
permutacdo comn > ngy > k, entdo

]P><|f(a) — f(sub(k,0))] >5) < e

Testabilidade foi introduzida em [Goldreich et al. 1998] para grafos e, desde
entdo, t€m sido obtidos resultados para vdrias estruturas discretas. Recente-
mente, [Alon et al. 2006] provaram caracteriza¢Oes para propriedades testaveis de grafos.

Dado um parametro testdvel e um erro qualquer ¢, considere o algoritmo que
sorteia aleatoriamente uma subpermutagdo de tamanho & = k(e). Com alta probabilidade,
esse algoritmo devolve uma boa estimativa para o parametro da permutagdo inteira. O
ponto-chave aqui € a complexidade constante do algoritmo, que depende apenas de € e
nao do tamanho da entrada.

Com isso, podemos enunciar nosso resultado sobre testabilidade, que nos fornece
uma caracterizacdo para parametros testiveis de permutacodes, ou seja, informa-nos que
tipo de parametro de permutagcdo pode ser estimado por tais algoritmos probabilisticos.
Através deste resultado, provamos na Secdo 5 a testabilidade e a ndo-testabilidade de
alguns parametros cldssicos de permutagdes.

Teorema 9. Um pardmetro limitado f de permutacdes é testdvel se e so se, para toda
sequéncia convergente (0,,) de permutagoes, (f(c,)) converge.

Todos os resultados acima foram motivados por resultados similares em grafos
obtidos por [Lovasz and Szegedy 2006] e [Borgs et al. 2006].

Podemos também enunciar nosso resultado de quase-aleatoriedade. Em 2004,
Cooper definiu permutagdes quase-aleatdrias baseado no conceito de discrepancia. Nosso
teorema abaixo prova que a quase-aleatoriedade de [Cooper 2004] estd na mesma linha
da quase-aleatoriedade de [Chung et al. 1989] para grafos.

Teorema 10. Uma sequéncia (0,,) de permutagdes é quase-aleatdria [Cooper 2004] se e
0 se, para todo m e toda permutagdo T : [m| — [m], t(1, 0,,) converge para 1/m!

Este resultado parece ser um passo importante para a prova da seguinte conjectura,
baseada em R.L.Graham e [Cooper 2004]. A diferenca com o teorema anterior € sobre a
existéncia de um nimero fixo m tal que, testando todas as permuta¢des de tamanho m,
podemos garantir que a sequéncia € quase-aleatoria. Resultados desse tipo existem para
grafos e outras estruturas (ver [Chung et al. 1989] e [Lovész and Sé6s 2008]).
Conjectura 11. Existe um inteiro m > 3 tal que ocorre o seguinte. Uma sequéncia
(0,) de permutagdes é quase-aleatiria [Cooper 2004] se e s se, para toda permutagdo
7 : [m| — [m), t(7, 0,,) converge para 1/m!



3. Regularidade para Permutacoes

Para aplica¢des em teoria dos grafos, podemos representar qualquer permutago o : [n] —
[n] como um grafo bipartido G, com partes A = B = [n], onde (a, b) é uma aresta se e s6
se o(a) < b. Uma k-parti¢o equilibrada P = (C;)%_, de [n] é constituida por intervalos
C; de [n] de tamanhos quase iguais (a menos de um elemento). Seja Q, p : [k]*> — [0, 1]
a matriz de densidades de arestas do grafo GG, induzida por P. Tais matrizes provenientes
de particdes equilibradas de permutagdes serdo chamadas de permutagées ponderadas.

Permutacdes ponderadas sdo os objetos discretos que fardo a transicdo entre
permutagdes e objetos limite. Uma ferramenta fundamental para realizar a passagem
de permutacdes simples para permutacdes ponderadas € o lema da regularidade de Sze-
merédi. Para isso, nés estendemos a distancia retangular para permutacdes ponderadas
e provamos uma associa¢ao do lema da regularidade com a distancia retangular, que de-
nominamos por regularidade fraca para permutacoes.

Teorema 12 (Regularidade para permutacdes). Ve, 3 k = k(e) tal que toda permutagéo
o possui uma k-particdo equilibrada P = (C;)¥_, tal que

dl:l(o-v QU,P) S £,

Grosso modo, qualquer permutagdo o pode ser aproximadamente(e) representada
em tempo constante(k(e)), através da matriz (), p. Este nosso resultado é crucial para a
prova do Teorema 5.

Podemos também estender a definicio de densidade de subpermutacdo para
permutagdes ponderadas. O seguinte lema relaciona a distancia retangular e a densidade
de subpermutacdes e € o primeiro passo para a prova dos Teoremas 3 e 17.

Lema 13 (Densidade x Distincia). Seja 7 : [m] — [m| uma permuta¢do qualquer e seja
n > 2m. Entdo, dadas duas permutacdes ponderadas Q1, Q- : [n]*> — [0, 1], temos
t(T, Q1) — (7, Q2)| < 2m? - dn(Q1, Q2)

Para realizar a passagem de permuta¢des ponderadas @ : [k]* — [0, 1] para
objetos limite Z : [0,1]*> — [0,1], utilizaremos na préxima se¢do a funcdo escada
Zg : [0,1]* — [0,1] tal que Zg(z,y) = Q(¢(z),¢(y)), onde ¢ : (0,1] — [k] mapeia
o intervalo ((¢ — 1) /k, i/k] no inteiro i. Claramente, como as linhas de () sdo ndo decres-
centes, temos que as linhas de Z sdo fdas.

4. Permutacoes Limite

Na Defini¢do 4 de permutacdo limite, a condi¢do (b) é uma condi¢cdo de “massa” e diz
que a “soma” de todas as fdas em Z gera a fda “y = x”. Outro exemplo, além de 7, é
a permutacdo limite Zy; onde, para todo = € [0,1], a fda Zy (z, -) é formada apenas de
duas descontinuidades: uma em x de tamanho 1 — p e outra em 1 — « de tamanho p, para
algum p € [0, 1]. Outro exemplo é a permutagdo limite Z,, onde, para todo x € [0, 1], a
fda Z4,(x, ) tem uma descontinuidade em z de tamanho 1 — p e é uniforme nos demais
pontos, para algum p € [0,1]. Se p = 1, temos Z,. Nao ¢ dificil ver que Zy; e Zg,
satisfazem a condicao de massa.

O nosso lema abaixo € um dos principais sobre permutacdes limite e garante que
nao ha conflitos na geragdo de permutagdes Z-aleatorias.



Lema 14. Seja Z uma permutagdo limite. Entdo, para todo o € [0, 1], o conjunto dos
pontos x € |0, 1] tais que Z(x, ) é descontinua em « é de medida nula.

Para a defini¢do da densidade (7, Z) de subpermutagdes 7 em uma permutagio
limite Z, sdo necessdrias algumas notacdes. Sabe-se que toda fda £’ tem associada uma
medida de probabilidade de Lebesgue-Stieltjes 1; sobre os subconjuntos borelianos de
[0,1]. Uma nota¢do comum para a integral de Lebesgue-Stieltjes de uma fungdo Borel-
mensurdvel g : [0,1] — R sobre p; é fo 019 A = fo 9 dFy. Dadas k fdas
Fy, ..., Fk, sejam puq, ..., px as medidas de probablhdade assoc1adas A medida-produto
p= i1 X -+ X py, é também uma medida de probabilidade em [0, 1]¥ sobre os subcon-
juntos borelianos de [0, 1]* e uma notagdo comum para a integral de uma fungio Borel-
mensuravel g : [0,1]¥ — R sobre u é f[O,l]"‘ gdu = f[O,l]’“ g dF, - --dF}, [Logve 1977].
Com isso, podemos definir ¢(7, Z).

Definicao 15 (Densidade de subpermutacdes em permutagdes limite). Dado m > 1, uma
permutagdo T : [m| — [m] e uma permutacdo limite Z : [0,1]> — [0, 1], definimos a
densidade de subpermutagées t(t, Z) como

t(r,Z) = m! / </ dZ (=11, ) -+ - AZ(Tr=1 (), -))dxl cdx,,
0,15+~ J{o,1]5

A integral acima dentro do paréntesis € sobre o produto das medidas provenientes
das fdas. Sejam 11y, . . ., fi,, as medidas associadas as fdas Z(x--1(1), "), ..., Z(Tr-1(m), ).
O produto fi; = gy X -+ X p,, dessas medidas é uma medida em [0, 1] (o m-cubo
unitdrio). O valor dessa integral é¢ a medida p, de [0, 1]7* (um m-simplexo do m-cubo).
Como exemplo, se /i, é a medida de Lebesgue em [0, 1]™, é facil verificar que a medida
desse m-simplexo € igual a p, ([0, 1)) = 1/ml.

O termo m! vem do fato de que A([0,1]”") = 1/m!, onde A\ é a medida de
Lebesgue. Como exemplo simples, ndo € dificil ver que (7, Z,) = 1/ml.

Também podemos estabelecer uma distancia retangular entre permutacdes limite.
Definicao 16 (Distancia retangular entre permutacgdes limite). Dadas permutacoes limite

Zy, Zy : 10,1]* — [0, 1], definimos a distancia retangular como
do(Z1,Z) =  sup ‘/ / dZ, (x daz—/ / dZy(z, )dz
1’1<x26[0 1]
a1 <a2€0,1]

Uma observacao interessante é que € possivel estender facilmente as Defini¢des 15
e 16 para fungdes escada Z,,, para qualquer permutagdo o. Nao é dificil ver que t(7,0) =
t(7, Z,). Também nao ¢é dificil ver que do(o, 0') = do(Z,, Z,) se o e o’ sdo permutagdes
do mesmo tamanho. Com isso, podemos definir a distancia retangular entre permutacoes
o e o’ de tamanhos diferentes como dn(o, ') = do(Z,, Zy).

Com estas defini¢des, provamos o resultado de unicidade abaixo, mostrando como
nossa distancia retangular se alinha com o conceito de densidade de subpermutagdes.
Teorema 17. Dadas permutagdes limite 7 e Z,, temos que do(Z1, Zs) = 0 se e s6 se
t(r, Z1) = t(1, Zs) para toda permutagdo .



5. Testabilidade

Como dito na Introdugdo, o Teorema 9 € uma caracterizacao para parametros testaveis
de permutagdes. Em outras palavras, ele indica para quais parametros de permutacodes
existem algoritmos probabilisticos que consigam estima-los bem(e) apenas tomando uma
subpermutagdo aleatéria de tamanho fixo k(e). Com esta caracterizagdo, provamos a
testabilidade e a ndo-testabilidade de alguns parametros.

Definicao 18 (Pontos fixos, ciclos e mdxima sequéncia ordenada). Seja o : [n] — [n]
uma permutagdo. Seja pf(o) a densidade de pontos fixos de o, ou seja, o niimero de
indices i € |n| tais que o(i) = i dividido por n. Seja cic(o) o niimero de ciclos de o
dividido por n. Um ciclo de o é um subconjunto {ci,...,cx} C [n] tal que o(cx) = 1
e 0(¢;) = ¢y, para todo i € [n — 1|. Seja ordmax(c) o tamanho mdximo de uma
subsequéncia ordenada dividido por n.

O corolario abaixo é uma aplicac@o simples do Teorema 9, tomando como contra-
exemplo sequéncias convergentes sobre as quais o0 pardmetro ndo converge.
Corolario 19. A densidade de pontos fixos pf(-), a densidade de ciclos cic(-) e a densi-
dade da subsequéncia ordenada mdxima ordmaz(-) sdo pardmetros ndo-testdveis.

Interessante € que o senso comum nos diz que € facil estimar a densidade de pon-
tos fixos de uma permutagcdo. Basta selecionar pontos aleatdrios e contar quantos deles
sdo fixos. No entanto, segundo nossa definicdo de testabilidade, os algoritmos tomam
subpermutagdes aleatdrias, perdendo assim a informacdo de cada ponto na permutacdo
original. Por exemplo, dada a permutagdo (6,1,2,3,4,5) sem pontos fixos, se sele-
cionamos aleatoriamente as posi¢cdes 2, 4 e 6, teremos a subsequéncia (1,3,5), que
gerard a subpermutagdo (1,2,3), com trés pontos fixos. Problema semelhante ocorre
na estimag@o do numero de ciclos.

Outros parametros de permutacdes podem ser estudados com relacdo a sua testa-
bilidade. Seja S,, o conjunto de todas as permutacdes em [n]. Dada uma métrica d em
Shs 0 peso wy(m) de uma permutagdo m € S,, é definido como wy(7) = d(m,e), onde
e =(1,2,...,n) éapermutagio identidade [Cameron and Wu 2007]. Essa nogao de peso
¢ util para métricas d “invariantes a direita”, ou seja, métricas tais que d(m, o) = d(77,07)
para todo 7, 0,7 € S, onde 77 = (7w(7(1)),7(7(2)),...,7(7(n))) é uma permutagio
em S,,. Com isso, se d € invariante a direita, entdo d(w,0) = d(mo ™!, e) = wg(mo™1).

Existem varias métricas invariantes a direita em S,,. Dados 7,0 € S, muitas
delas contam o numero minimo de operagdes que levam 7 a 0. Entre as mais conhecidas
podemos citar (juntamente com o tipo de operacao permitida) [Deza and Huang 1998]:

e Hamming dh(m, o): operagdes de substitui¢ao de um elemento.

e Ulam du(m, 0): operagdes “remove um elemento e insere em outra posicdo”.

e Transposicdo dt(m, o): operagdes de transposi¢ao entre quaisquer dois elementos.
Também € chamada distancia de Cayley.

e Kendall-tau dkt(m, 0): operagdes de transposi¢do entre quaisquer dois elementos
adjacentes.

Considere as distancias dh, du e dt normalizadas por n e a distancia dkt nor-

malizada por (Z) Em [Deza and Huang 1998], também mencionam-se outras métricas

invariantes a direita em S,,, a saber:

e L; (ou Spearman footrule): l;(7,0) = (’2‘)_1 S |w(i) — o(d))



-1
e L, (ou Spearman rank correlation): ly(m,0) = (@) S (w() = a(z’))2
o Lo lo(m,0) = 2 maxi<i<y, ’7‘(‘(2) — a(i)}

Corolario 20. Os pesos wap(+), Wau(-), wat(+) € wy, (+), referentes as distancias de Ham-

ming, de Ulam, de transposi¢cdo e L, sdo parametros ndo-testdveis de permutacoes. O
peso war(+) referente a distdncia Kendall-tau é um pardametro testdvel de permutagaes.

Com relacao as métricas L; e Ly, provamos o seguinte lema, que acreditamos ser
um passo importante para provar a testabilidade dos pesos wy, (+) € wy,(+).
Lema 21. Dada uma permutacdo limite Z : [0,1]*> — [0,1], temos que os pesos
wy, (0(n, Z)) e wy,(o(n,Z)) referentes as distancias Ly e Ly sobre permutacdes Z-
aleatorias convergem para n — oo e os limites dependem apenas de Z.
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